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基于聚类分析的软复合材料降阶均匀化方法
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软复合材料的非均质性和几何非线性导致传统有限元细观分析效率低下"从而使得宏
@

细观耦合的

多尺度分析在工程实际中并不可行
9

为了大幅度提高细观分析的计算效率"本文结合降阶均匀化技术和聚类分析"

建立一种新型聚类降阶均匀化方法
9

首先"基于有限变形理论"建立软复合材料的宏
@

细观双尺度分析框架
9

在细观

层面上"利用能量密度函数来描述细观材料相的本构行为
9

随后"结合细观代表性体积单元!

06+

#的聚类分析$细

观变形梯度场的降阶技术以及高效的采样策略"基于最小能量原理"建立聚类降阶模型
9

通过聚类分析将
06+

域

划分为若干个均匀子域!簇#"并通过本征正交分解对细观变形梯度场进行低阶近似"进而大幅减少细观系统自由

度数量
9

算例结果表明"

'0.5

方法在保证较高精度的情况下"虽然离线计算成本较高"但是在线分析相较于传统

有限元计算的加速率高达
>%

! 量级
9

因此"该方法适用于宏
@

细观耦合多尺度分析或多尺度材料参数反演等需频繁

调用细观
06+

预测的问题
9

关键词
"

软复合材料"降阶均匀化"聚类分析"代表性单元体"有限变形
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引言

复合材料由于优异的性能在众多工程领域中占

据重要地位'

>

(

9

软复合材料"诸如填充橡胶'

$

(

$纳米

复合凝胶$双网络水凝胶以及多重网络弹性体"已在

软体机器人'

#

(

$可穿戴电子设备'

!

(

$牙科填充物和水

凝胶复合材料'

&

(等领域中广泛应用
9

通过将磁性填

料嵌入软聚合物基体中制成一类先进的磁响应柔性

复合材料"能够实现可编程的形状变化"并且可以通

过激光重塑磁各向异性'

"

(

9

这些特性使得它们在软

体机器人$超材料和生物医学设备等多个领域具有

广泛的应用前景'

=

(

9

由于几何和物理非线性以及潜

在的细观非均匀性"针对这些柔性复合材料的力学

建模是一项极具挑战性的任务"目前仍是一个活跃

的研究领域
9

例如"最近的研究'

O

(提出了一种通用的

连续介质损伤模型"而文献'

?

(则涉及不确定性

量化
9

多尺度方法是一种强大的计算工具"由细观信

息!即细观形貌和细观组分相的性质#预测宏观尺度

的等效行为'

>%

(

9

从细观尺度到宏观尺度的桥接通常

被称为均匀化'

>>

(

9

在细观力学中"均匀化方法的发

展最早可追溯到
+EL<8X

U

的开创性工作'

>$

(

"深入研

究了嵌入无限基体中的椭圆形夹杂问题
9

基于此"均

匀场!解析#方法得以发展"如
57GD@]Q;QCQ

方法'

>#

(

或自洽方法'

>!

(等"仅限于求出相关场量在各材料相

中的均值'

>&

(

9

这类方法也能够处理物理非线性问

题'

>"

(

"但主要局限于小应变问题
9

针对几何非线性

问题"则一般需要采用数值方法
9

有限变形下的细观

边界值问题通常通过有限元方法!

3+5

#来求解"即

3+

$ 方法'

>=

"

>O

(

9

基于最小化平均增量能原理"文

献'

>?

(考虑不同细观边界条件"系统发展了计算宏观

应力和切线算子的算法
9

数值均匀化方法的主要缺点是计算成本极高"

使得双尺度模拟实际上并不可行
9

为了提高计算效

率"学者开发了大量的降阶模型!
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阶均匀化方法'

$%
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9

模型降阶通常通过缩减系统自由

度数量的方式"并结合必要的离线分析"于在线阶段

寻求计算精度与成本之间的平衡
9

针对物理非线性

问题"这些方法一般采用本征应变的低阶近似"例

如%动态划分'

$%

(

$渐近一致性本征应变场'

$>

(

$本征

正交分解!

K.4

#

'

$$

(

$变换场分析!

]31

#

'

$#

(或非均

匀变换场分析!

*]31

#

'

$!@$"

(等
9]31

采用分段均匀

函数对细观塑性场进行近似"以大幅度提高计算效

率"但对复杂问题的刚度预测过大
9

作为
]31

方法

的扩展"

*]31

充分考虑细观塑性应变场的非均匀

性"从而大幅度提升了预测精度
9K.4

方法则对细

观位移场进行本征正交分解"提取降阶基"以缩减在

线阶段所求解的自由度数量
9

此外"还有学者引入聚

类分析"将细观代表性体积单元!

06+

#分为多个均

匀的子域"例如%自洽聚类分析!

,'1

#

'

$=

(

$虚拟聚类

分析!

6'1

#

'

$O

"

$?

(和聚类非均匀变换场分析!
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9

这些聚类方法在降阶模型推导方面有

所区别
9,'1

通过聚类分析对相应的
2D

YY

FQ;;@

,BLaD;

W

<G

方程进行降阶"并提出自洽方法"用于参

考材料的自适应选取
96'1

通过无穷远加载和扩展

域内忽略边界项"克服了传统方法中周期性假设和

参考材料一致性限制"避免了
,'1

中优化参考材料

的迭代
9

而
'*]31

则从塑性场增量式拟合的角度

提出一个最小化框架"可以方便地嵌入不同的细观

本构模型
9

通过模型降阶"

3GDRZ<;

和
N:;B

'

#$

(进一步

建立了一个适用于小变形非线性固体的双级数据驱

动均匀化框架
9

由于叠加原理不再适用"有限变形问题的模型

降阶更具有挑战性
9

早期的研究'

$$

(提出了一种基于

本征正交分解!

K.4

#的方法"通过一些预计算来获

得细观位移场的低阶近似"从而显著减少了在线求

解方程组的维度
9

然而"由于基本的矩阵组装步骤仍

需执行"计算成本节省仍然有限
9

随后"

,'1

和

6'1

被相继扩展应用于有限变形问题'

$?

"

##

(

9

区别

于
K.4

方法"这类方法涉及参考材料选取$

33]

求

解等问题
9

最近的研究'

#!

(基于最小能量原理"从细

观变形梯度的
K.4

出发"导出了新型降阶均匀化方

法
9

然而"该方法涉及细观量场的赋值"计算效率仍

有较大的提高空间
9

针对软复合材料的有限变形问题"本文基于细

观变形梯度场的本征正交分解"引入
06+

聚类分

析"进而建立更加高效的聚类降阶模型!

'0.5

#

9

首先"建立软复合材料宏
@

细观建模的一般框架
9

然

后"详细阐述聚类降阶均匀化方法的基本理论和数

值实现框架
9

在宏观变形梯度空间内"采用高效采样

策略"以生成
'0.5

所需数据"并生成独立的验证

集
9

最后"通过算例分析验证聚类降阶模型的有

效性
9

%

"

软复合材料的双尺度建模

软复合材料在宏观尺度上呈现出均质材料特

性"细观尺度上则由于增强体$基体及材料界面的不

同分布"表现出显著的非均匀性
9

细观尺度与宏观尺

度满足尺度分离条件"即
F

9

8

!如图
>

"细观尺度的

特征长度
F

远小于宏观特征长度
8

#"因此采用一阶

均匀化理论
$

%$%

"

双尺度问题的基本提法

如图
>

所示"每一个宏观材料点都与一个细观

连续体相关联
$

该细观连续体通常通过
06+

来表

征"需要包含足够的细观结构信息'

#&

(

$

图
>

"

宏
@

细观双尺度问题
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材料点在宏观尺度下的位移定义为%

:
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:
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6

#

!
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其中"

6

#

和:

"

分别是参考构型和当前构型中的位置

矢量
$

在有限变形框架下"宏观变形梯度定义为%

6

$H

6
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:
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针对参考构型"宏观平衡问题表述为%

4DM

6

#

!

6

%

#

H%

"

"

6

$

I>

6

%H

6

%

]

6

$

I]

"

"

D;

6

/

!

#Q

#

并满足边界条件%

6

%

6

$H

;

&

"

"

7;

6

'

/

!

#X

#

:

!H

:

!

!
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"

7;

6

'

O

!

#B

#

其中"

6

%

表示宏观第一类
KD78Q@NDGBLL7[[

应力张量"

;

&

代表作用在边界6

'

/

上的拉力"并满足
*<:FQ;;

边

界条件
$

:

!

!表示
4DGDBL8<R

边界6

'

O

上的给定位移
$

边

界满足%

6

'

O

<

6

'

/

H

6

'

和6

'

O

=

6

'

/

H

*

$

其中"

6

'

表示宏观

问题的总边界
$

关于参考构型的细观平衡问题则为%

""

4DM

#

!

%

#

H$

"

"

$

I>

%H%
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$

I]
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#
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5

$

6

H

6

$

!

!X

#

其中"5

+

6%

0

>

]/]

#

/

+

S*

为
06+

域
/

内的体积平

均算子"

#

为参考构型的微观位置矢量
$

宏
+

细观能

量等效由
(D88@5Q;S<8

条件来保证%

5

%

%

'

$

6

H

5

%

6%5

'

$

6

H

6

%

%

6

$

+

!

&

#

基于体积平均定理"有%

6

%H

5

%

!

#

#6 !

"

#

其中"

%

和
$

分别为细观
KD78Q@NDGBLL7[[

应力和细

观位移梯度"在
06+

中是非均匀分布的
$

在不失一

般性的前提下"我们选用线性位移细观边界条件"通

常给出较为保守的预测"且便于数值实现'

>?

(

$

%$&

"

本构模型

在细观组分的本构建模方面"我们考虑一类

*<7@(77C<

型超弹性模型
$

该类模型'

#"

(由一个能量

密度函数
T

来定义%

T

! #

$

%

H

>

$

#

);

$

KJ

>

$

$

$

%

$IA

H

I$);

! #

K

!

=

#

其中"

#

和
$

为拉梅常数"

A

H

为空间维度"

K

为变形梯

度的行列式
$

细观
KD78Q@NDGBLL7[[

应力则从能量密

度函数中导出%

%

%

H

ST

S$

H

!

#

);KI

$

#

$

I]

J

$

$

!

O

#

用于
*<aR7;

求解器的切线算子便为%

''

S%
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H

#

$

I]

7

$

I]

I

#

);(I

! #

$

$
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"

#

#

$

I>

J

$

%

7

!

$

"

!

#

%

!

?

#

其中"

%

为二阶单位张量"

7

表示标准的张量积"而

7

!

1

"

A

#

则是修正版张量积"表示结果中的指标
1

和
A

分别对应于二阶张量的两个指标"比如%

%

7

!

$

"

!

#

%

%

H

>

"#

%

(

F

'

"

7

'

(

7

'

#

7

'

F

$

&

"

高效采样策略

微观问题!

!

#的细观边界条件由宏观变形梯度

6

$

决定
)

然而"

6

$

的定义空间是无限的"包含所有满

足
KHS<R

6

$

>

%

的二阶张量
$

由于计算资源的限制"

本研究需要一种高效的采样策略来实现以下目的%

!

>

#生成用于第
#$$

节中聚类分析的数据)

!

$

#为第
#$#

节中的
NQGL:;<;@27oM<

算法生

成快照"以识别降阶基
33

6

"

)

!

#

#用于验证降阶模型的有效性
$

为此"采用
N:;B

和
3GDRZ<;

提出的采样策

略'

#!

(

$

由于拉伸张量的对称性"平面问题的独立分

量由
!

个减少到
#

个"空间问题则由
?

个减少到
"

个
$

该策略源自宏观变形梯度的极分解%

6

$H

6

*

6

+

!

>%

#

其中"

6

*

和6

+

分别表示宏观旋转张量和对称的宏观

拉伸张量
$

由于材料客观性"宏观能量密度泛函必须

独立于参考系"即%

?

T

!

6

*

6

+

#

H

?

T

!

6

+

# !

>>

#

由此导出宏观
KD78Q@NDGBLL7[[

应力的变换

公式%

6

%

6

! #

$ H

6

%

6

*

6

! #

+ H

6

*

6

%

!

6

+

# !

>$

#

这就意味着"仅需针对宏观拉伸张量6

+

建立降

阶模型
)

因此"采样对象为对称的宏观拉伸张量6

+

"

而非宏观变形梯度6

$$

针对宏观拉伸张量"又有如下

分解%

6

+H

6

K

>

#

6

+

7

!

>#

#

其中"

6

+

7

表示单位模拉伸张量"且有6

KHS<R

!

6

+

#

$

基于

李群理论'

#=

(

"矩阵指数能够将切空间映射到单位模

对称正定矩阵集合
$

因此"对于二维问题"式!

>#

#

化为%

6
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6

K

>

$
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!
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$
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"

!
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#

其中"

5

为幅值"并均匀取
Y

QF

Y

个采样点
$

此外"

%

H

ED;

6

和
.

HB7E

6

取决于在
6

*

'

%

"

$

$

#范围内的均匀

采样"共设
Y

SDG

个采样点
$

此外"在6
K

FD;

$

>

$

6

K

FQV

范围

内"行列式6

K

采样点总数为
Y

S<R

$

软复合材料基体一

般采用橡胶类不可压缩材料"因而只需要考虑在6

K

H>

附近取值"从而大大减小了采样空间
$

体积发生

较大变化的情况通常归因于温度变化'

#O

(

"超出了在

本文的研究范围
$

综上"采样点的总数为
Y

H

HY

QF

Y

Y

SDG

Y

S<R

$

'

"

聚类降阶均匀化方法

数值均匀化方法一般利用
3+5

来直接求解细

观问题的弱形式'

>?

(

"被称为全阶模型!

3.5

#

9

细观

06+

通常需要被离散为大量的有限单元"从而导致

超高的计算复杂度
9

为了提高计算效率"本章提出一

种基于聚类分析的新型降阶均匀化方法!

'0.5

#

9

该方法以细观变形梯度场的
K.4

方法'

#!

(为出发

点"引入
06+

聚类分析"进而建立更加高效的超降

阶模型
9

'9%

"

总体框架

如图
$

所示"

'0.5

建模包括两个主要阶段%

离线阶段和在线阶段"在
51]21P

软件平台予以

数值实现
9

具体思路是"在离线阶段进行预计算"以

提供在线分析所需的信息"使得在线阶段只需解决

少量方程
9

对于给定
06+

"离线分析只需进行一次
9

尽管后续章节将给出各模块的详细描述"这里先给

出总体说明如下%

图
$

"

'0.5

的总体建模框架

3D

W

9$

"

.M<GQ88[GQF<a7GC7[RL<'0.5 F7S<8D;

W

""

!

>

#由于材料客观性"只需建立
'0.5

来预测

由宏观拉伸张量6

+

引起的宏观应力6

%

6

! #

+ )

对于给

定的宏观变形梯度6

$

"首先进行极分解!

>%

#)然后"

将宏观拉伸张量 6

+

传递给
'0.5

"后者给出对

6

%

!

6

+

#的预测)最后"通过式!

>$

#转换到对6

%

!

6

$

#的

预测
$

!

$

#在双尺度背景下"宏观问题的
*<aR7;

求

解器还需要宏观切线刚度算子
$

切线算子可以通

过解析方法'

#!

(或
3+

$方法中常用的扰动法'

>=

(来

获得
$

+

?&#

+第
#

期
"""""""""""
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'$&

"

06+

域分解

受均匀变换场分析'

#?

(和自洽聚类分析'

$=

(启

发"引入聚类分析"将
06+

域划分为少量的子域

!簇#

9

每个簇内的各区域具有最相似的力学响应
9

因

此"进一步假设每个簇是均匀的"并由单一材料相组

成
9

由此"聚类
06+

中的细观变形梯度场化为%

$

6

H

6

$J

@

$

6

"

"

6H>

"

$

"3"

<

!

>"

#

其中"

@

$

表示细观变形梯度的波动部分"

<

为簇数
$

根据式!

!X

#"有%

5

@

$

6

6

0

/

<

6

0

>

E

6

@

$

0

%

!

>=

#

其中"

E

6

表示第
6

个簇的体积分数
$

此外"每一个簇

的力学行为与能量密度泛函
T

所描述的所属材料

相相同
$

为了得到合理的簇"必须针对给定
06+

进行聚

类分析
$

为了节省计算成本"构建一组相同的
3.5

预

计算"既用于聚类分析"也用于第
#$#

节中的降阶基

识别
$

利用第
$

章中的采样方法"生成宏观拉伸张量

6

+

的样本集"其样本总数为
Y

H

HY

QF

Y

Y

SDG

Y

S<R

$

每个6

+

样本定义一个
3.5

计算"且令6

*

%

H%

"

以消除旋转效应
$

通过
3.5

计算"提取波动场@

$

'

(

!

(

H>

"

$

"3"

Y

H

#

$

对于平面问题"

@

$

'

.

有
!

个独立分量
$

随后"将这些场数据转换为矩阵形式!对于平面问

题"每个单元的数据矩阵维度为
!jY

H

#"用作
C@

F<Q;E

算法的输入数据
9

关于
C@F<Q;E

算法的详细

介绍"可以参考文献'

!%

(

9

最终"

C@F<Q;E

算法给出

预定数量的簇!单元集#

9

'9'

"

降阶基及其识别

根据文献'

#!

("基于本征正交分解构建对细观

波动场@

$

6的低阶近似如下%

$

6

A

@

$

6

!

1

#

0

/

Y

"

0

>

33

6

"

1

"

!

>O

#

其中"

33

6

"

和
1

"

分别表示降阶基和相应的活化系数"

Y

则为降阶基的数量
$

降阶基
33

6

"

实际上是波动场

@

$

6 的基函数"彼此之间正交"并具有以下性质%

5

33

6

"

6

0

/

<

6

0

>

E

6

33

6

"

0

%

"

"

"

0

>

"

$

"3"

Y

!

>?

#

上式由式!

>O

#代入式!

>=

#得到
$

为了识别降阶基
33

6

"

"采用
NQGL:;<;@27oM<

算

法'

!>

(

"其具体流程如下%

!

>

#快照提取
9

调用第
#9$

节中聚类分析的

3.5

计算结果"以获取一些典型的场数据作为快

照
9

通过体积平均运算将有限元场@

$

'

(

化为聚类场

@

$

6

(

"其中
(

H>

"

$

"3"

Y

H

$

由此"无需引入额外的

3.5

计算"便可得到
Y

H

个快照场
$

!

$

#通过下式计算协方差矩阵
,

%

<

1A

0

<

A1

0

/

<

6

0

>

E

6

@

$

6

1

%

@

$

6

A

"

!

1

0

>

"

$

"3"

Y

H

"

A

0

>

"

$

"3"

Y

H

#

!

$%

#

!

#

#求解
,

的特征值问题"得到特征值
#

#

!

#H

>

"

$

"3"

Y

H

#"并将其按取值降序排列
$

预设截断参

数
%

$%$

>

"根据准则
/

Y

#

0

>

#

#

4

%

/

Y

H

#

0

>

#

#

来筛选特征

值
$

!

!

#构建降阶基%

33

6

"

0

/

Y

;

(

0

>

*

"

(

@

$

6

(

!

$>

#

其中"

*

"

(

表示第
"

个特征值
#

"

所对应的特征向量的第

(

个分量
$

'9(

"

'0.5

在线分析

在线分析的主要任务是求解降阶基的活化系数

1

"

$

将式!

>O

#代入式!

>"

#"得到细观变形梯度场的近

似聚类形式如下%

$

6

A

$

6

!

!

1

#

0

6

$

W

/

Y

"

0

>

33

6

"

1

"

!

$$

#

根据文献'

#!

("将宏观能量密度泛函定义为%

?

T

!

1

#

0

/

<

6

0

>

E

6

T

!

$

6

!

# !

$#

#

基于最小能量原理"最优系数通过下述问题

获得%

1

!

HQG

W

FD;

1

*

00

Y

?

T

!

1

# !

$!

#

对于给定6

$

"式!

$!

#的一阶最优系数满足%

@

"

0

&

?

T

&

1

"

0

/

<

6

0

>

E

6

&

T

&

4

6

!

&

$

6

!

&

1

"

0

/

<

6

0

>

E

6

%

6

!

33

6

"

0

%

!

$&

#

采用
*<aR7;@0Q

Y

LE7;

求解器"从初始猜测值

1

%开始"第
#

次迭代更新如下%

1

#

H

1

#I>

I

!

-

#I>

#

I>

@

#I>

!

$"

#

其中"

-QB7XDQ;

矩阵
-

的分量为%

+

%"#
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,

"

(

0

&

@

"

&

1

(

0

/

<

6

0

>

E

6

33

6

"

&

V

6

!

&

1

(

0

/

<

6

0

>

E

6

33

6

"

'' 4

6

! #

!

33

6

"

!

$=

#

针对当前问题"初始猜测
1

% 取零"第
!

章的计算都能

够在
&

个迭代步内收敛
$

当计算因宏观变形过大而

不收敛时"则可以增设子步"并使用上一子步的解作

为当前子步的初始值来优化初始猜测
$

若满足条件
+

@

+%

5\8

"迭代过程终止
$

随后"

通过式!

>O

#计算各簇内的细观变形梯度@

$

6

!

$

根据

细观本构关系!

O

#"确定各簇内的细观应力@

%

6

!

$

最

后"计算宏观应力%

6

%

0

/

<

6

0

>

E

6

%

6

!

!

$O

#

(

"

算例分析

本章研究一类代表性软复合材料
$

圆形增强体

为聚丙烯纤维"在细观层面上呈随机分布
$

基体材料

为软质聚氨酯
$

聚丙烯纤维材质较为柔软"在软质聚

氨酯基体中提供适当的增强效果"同时保持一定的

柔性
$

因而"采用第
$$$

节中的超弹性本构关系来描

述各细观相的力学行为"材料参数见表
>$

如图
#

所

示"代表性体积单元!

06+

#在
3.5

中包含
$>O$

个

线性三角形单元
9

其中"增强体所占的总体积分数为

#%k9

本章中的计算均在一台配有
);R<8

!

0

#

'7G<

!

]5

#

D=@>#"&%(̀ $9"%T(Z

和
*6)4)1T<37GB<

0]̀ !%"%TK/

的计算机上进行
9

表
%

"

软复合材料的材料属性

]QX8<>

"

5QR<GDQ8

Y

G7

Y

<GRD<E7[QE7[RB7F

Y

7EDR<

材料
#

!

5KQ

#

$

!

5KQ

#

增强体
>=%% =!%

软基体
>&& $%

""

首先"研究
'0.5

相较于传统
3.5

在不同聚类

数量下预测精度和计算效率方面的表现
9

采用第
$

章

中的采样策略来生成快照场
9

行列式:

K

在 '

:

K

FD;

H

%$?%

"

:

K

FQV

H>$>%

(区间内均匀选取
&

个采样点
$

另外"

设置
Y

QF

Y

HO

个幅值"均匀分布在!

%

"

5

FQV

H%$!

(的区

间内"并且生成
#$

个方向
Y

SDG

H#$

"均匀分布在
6

*

图
#

"

软复合材料的
06+

模型

3D

W

9#

"

1;06+[7GQE7[RB7F

Y

7EDR<

'

%

"

$

$

#区间内
$

由此"通过
3.5

计算获得
>$O%

个细

观波动场@

$

'

"计算总时长为
>%!>OE$

随后"将该场数

据输入
C@F<Q;E

算法"根据给定簇数
<

生成单元集
$

图
!

展示了
06+

的典型聚类示例"共有
>%%

个簇"其

中增强体被分为
>%

个簇"基体则被分为
?%

个簇
$

图
!

"

软复合材料的聚类
06+

模型!

<H>%%

#

3D

W

9!

"

1B8:ER<G<S06+[7GQE7[RB7F

Y

7EDR<

!

<H>%%

#

根据
06+

聚类结果"对细观波动场@

$

' 逐簇进

行体积平均"获得
!O%

个聚类场快照@

$

6

"耗时
>$$!

E$

设置截断参数为
%

H??k

"

NQGL:;<;@27oM<

算法

!第
#9#

节#给出
"

个降阶基"耗时
%9>?E9

离线阶

段总计耗时
>%!#%9"E9

离线计算耗时虽然较长"

但要远小于多尺度耦合分析!未降阶#耗时"因而

是可以接收的
9

这里"提取第
$

个降阶基
33

6

$

的两个

分量"在图
&

中做示例性展示"场量在同一簇内呈

均匀分布
$

+

>"#

+第
#

期
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图
&

"

降阶基
33

6

$

的不同分量

3D

W

9&

"

4D[[<G<;RB7F

Y

7;<;RE7[

Y

8QERDBF7S<33

6

$

""

为了开展
'0.5

有效性研究"采用第
$

章中的

采样策略"额外生成了
$%!O

个新样本5

L

"其中"

5

FQV

H%$!

"

6

KH

'

%$?%

"

>$>%

("

Y

S<R

H!

"

Y

QF

Y

HO

和
Y

SDG

H

"!$

以
3.5

预测结果为参考"定义平均相对范数误

差如下%

50*+

%

HF<Q;

Y

R7RQ8

B

6

%

3.5

I

6

%

'0.5

B

B

6

%

3.5

! #

B

!

$?

#

用以评估
'0.5

的预测精度"其中
Y

R7RQ8

H$%!O$

如图
"

!

Q

#所示"

'0.5

随着簇数
<

的增加"

50*+

显著下降
9

具体而言"当簇数
<

从
>%

增加

到
>=&

时"

50*+

从
O9=?k

降至
#9O"k

"整体呈现

持续下降的趋势
9

对于在线阶段"如图
"

!

X

#所示"随

着簇数的增加"

'0.5

的计算相较于
3.5

的计算

时长加速率相应降低"簇数为
<H>%

和
<H>=&

时

的加速率分别为
$"%?$

和
$=%$9

在新样本5

L

计算

中"

3.5

计算因部分不收敛而需要增设子步"加载

步数共计为
>%&#?

"而
'0.5

未出现不收敛的情

况"因而总步数仅为
$%!O9

这表明"在簇数的选择上

需要权衡计算效率和预测精度"以充分满足工程需

求
9

对于中等数量的簇数
<H>%%

"

'0.5

预测的

50*+

为
!9O%k

"加速率为
!"=O

"不失为一个不错

的折中方案
9

当簇数进一步增加到单元
<H$>O$

时"

'0.5

变为文献'

#!

(中提出的无聚类降阶模型

!

0.5

#

9

如图
"

中的黑色虚线所示"

0.5

预测的

50*+

为
%9%?k

"在线加速率仅为
>&>9

由此可见"

本文所提出的
'0.5

更具一般性"并在预测精度与

计算效率的平衡方面提供了更大的灵活性"且低廉

的在线计算成本能够为大型工程问题提供更高效的

解决方案
9

图
"

"

不同簇数下
'0.5

"

,'1

和
0.5

的精度和效率对比

3D

W

9"

"

'7F

Y

QGDE7;7[QBB:GQB

U

Q;S<[[DBD<;B

U

7['0.5

"

,'1

"

Q;S0.5:;S<GSD[[<G<;R;:FX<GE7[B8:ER<GE

+
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""

在聚类方法方面"图
"

还提供与
,'1

方法'

$=

"

##

(

的性能对比
9

相应的算例程序由文献'

$?

(所提供的

配套代码适配当前问题而来
9,'1

方法在理论上基

于
2D

YY

FQ;;@,BLaD;

W

<G

方程!引入参考材料#推导

而来"在数值实现方面则采用基于像素的
33]

方

法"与本文方法有很大区别
9

该方法的离线阶段主要

是计算不同簇间的影响矩阵"所需的计算量很少
9

如

图
"

!

Q

#所示"簇数从
>%

增加至
>=&

时"

,'1

预测的

50*+

由
=9!>k

降至
"9"#k

"下降速率较
'0.5

慢
9

可能的原因在于"在
,'1

数值实现中"采用像素

!四边形#来近似
06+

几何特征"因而在圆形界面

的构建上存在一定误差
9

由于
,'1

簇数超过
>=&

时"其在线计算时长接近
3.5

计算"故仅选择簇数

在
>=&

以内的数据进行对比分析
9

在离线阶段"

'0.5

需要通过
3.5

计算生成完整的离线样本集

!总离线时长为
>%!#%9"E

#"而
,'1

的离线计算时

长仅为
>"E9

然而"于在线阶段"如图
"

!

X

#所示"

'0.5

相比
,'1

展现出更显著的计算效率优势
9

因此"

'0.5

适用于多尺度模拟或多尺度参数反演

分析等需要大量调用
06+

在线分析的应用场景"

,'1

则因其低廉的离线计算成本"在细观分析次数

相对较少的情况下占据优势
9

作为一个典型示例"图
=

中展现了在变形路径

!

%

H%$&$!"

"

.

H%$O&>!

"且6

KH>

#和
5

FQV

H%$O

下"

'0.5

$

0.5

和
3.5

对应力分量的预测结果
9

对

于降阶模型
'0.5

和
0.5

"分别采用两种不同最

大幅值!

5

FQV

H%9!

和
5

FQV

H%9O

#的采样数据进行离

线分析
9

针对
'0.5

"采用
5

FQV

H%9O

的离线计算时

长为
!O#"?E

"是小幅值
5

FQV

H%9!

时的
!9"

倍"但不

同幅值对
'0.5

的在线计算效率几乎没有影响!主

要影响因素为簇数的多少#

9

以
3.5

为基准"采用

小幅值
5

FQV

H%9!

的
'0.5

随着
5

值增大!

5

>

%9

!

#"对应力分量!特别是6

V

>>

#的预测精度急剧下滑
9

然而"采用
5

FQV

H%9O

的
'0.5

!

<H#%%

#在整个变

形过程中都能保持较高的预测精度
9

因此"

'0.5

在离线采样阶段需达到与在线预测相当的最大幅

值"以确保较高的在线预测精度
9

在这方面"

0.5

结果支持相同的结论
9

图
=

"

'0.5

$

0.5

和
3.5

在典型变形路径上的宏观应力预测

3D

W

9=

"

5QBG7EB7

Y

DBERG<EE

Y

G<SDBRD7;E7['0.5

"

0.5Q;S3.5Q87;

W

QG<

Y

G<E<;RQRDM<S<[7GFQRD7;

Y

QRL

""

另一方面"图
=

还展示了"

'0.5

的预测精度

随簇数
<

的增大而显著增加
9'0.5

!

<H#%%

#的

预测精度与
0.5

相近"但相较于
3.5

在线计算

效率提升
>"!%

倍"体现了
'0.5

在精度与在线效

率间的良好折中
9

)

"

结论

!

>

#针对软复合材料的有限变形问题"本文将

文献'

#!

(中的模型降阶技术与
06+

聚类分析结合

起来"建立了一种新型聚类降阶模型!

'0.5

#"在

+

#"#

+第
#

期
"""""""""""
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预测精度与计算效率的平衡方面提供了更大的灵

活性
9

!

$

#同时"

'0.5

包含了无聚类
0.5

'

#!

(作为

一个特例!数值实现层面上把每个单元当作一个单

独的簇#"因而更具一般性
9

!

#

#

'0.5

在离线采样阶段需达到与在线预

测相当的最大幅值"以确保较高的在线预测精度
9

幅

值的增大会导致
'0.5

离线计算成本的增加"对其

在线计算效率则影响不大
9

簇数越多"

'0.5

的预

测精度越高"而计算效率越低
9

!

!

#当细观非均质性较强$材料相对比度较大

时"为了达到高精度水平"通常需要相对较多的簇
9

算例分析结果表明"在这种极端情况下"

'0.5

仍

然可以在预测精度与计算效率之间提供很好的折中

方案
9

!

&

#

'0.5

方法虽然需要较高的离线分析成

本"但对于宏
@

细观耦合多尺度分析或多尺度材料参

数反演等需要频繁调用细观
06+

预测的问题"仍

然是可接受的
9

但在线阶段的计算成本非常低"相比

于传统有限元方法"其在线加速率可达
>%

!量级
9

!

"

#虽然
,'1

方法需要很少的离线计算成本"

但相较而言"

'0.5

无需考虑参考材料的选取问

题"并且在在线分析效率方面占据明显优势
9

两种方

法在理论和数值实现方面都存在较大区别"各有利

弊
9

针对聚类算法更细致的对比分析!包括
6'1

方

法#"有待深入研究
9

!

=

#由于篇幅限制"本文仅对新模型在平面数

值问题上进行了验证"为工程应用提供初步参考
9

未

来的研究工作将侧重于该类方法的三维数值实现问

题$基于实验数据的模型参数识别以及相关的工程

应用推广
9
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