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考虑表面效应的功能梯度夹层纳米板

屈曲和后屈曲研究
!

肖俊华=

!

#

!!

"

王
"

杰=

!

#

!

N

!

!

!

=燕山大学工程力学系"秦皇岛"

$""$$!

#!

#燕山大学河北省重型装备与大型结构力学可靠性重点实验室"秦皇岛"

$""$$!

#

!

N中科院力学研究所非线性力学国家重点实验室"北京"

=$$=>$

#!

!中国科学院大学工程科学学院"北京"

=$$$!>

#

摘
"

要
"

功能梯度材料制成的微纳结构元件的力学性能截然不同于常规材料制成的宏观结构
8

本文基于

g;:PJJ6ZZ

板理论以及考虑剪切变形的
4;?V7;?

板理论"研究了表面效应影响下功能梯度夹层纳米板的屈曲和后屈

曲行为
8

通过平衡分析导出了屈曲和后屈曲的控制方程"得到了单轴和双轴压缩下临界屈曲载荷的解析解
8

利用

cC7D:F;?

方法"给出了加载边可动和不可动两种边界条件下临界后屈曲载荷解答
8

数值结果表明"表面效应对功能

梯度纳米层合板稳定性的影响与组成板的材料的体积分数有关"也与结构表面积与体积的比值有关
8

考虑剪切变

形会减小功能梯度纳米层合板的屈曲和后屈曲的临界载荷+对于较薄纳米层合板可以忽略剪切变形的影响
8

关键词
"

表面效应"功能梯度材料"矩形层合板"屈曲"后屈曲
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引言

纳米板结构由于优异的力学性能广泛应用于纳

米机电系统!
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#
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8

纳米结构的比表面积!表面

积与体积比值#非常高
8

同体积时"纳米层合板的比

表面积远大单层纳米材料的比表面积"表面效应更

为显著
8

表面效应产生的原因在于纳米结构表 面层

附近原子与块体原子处于不同的环境条件中
8

经典

板壳理论没有考虑表面效应"不再适用于描述纳米

板壳等纳米结构'

#

(

8

为了描述表面效应对纳米结构

力学性能的影响"

cA:B;?

和
4A:V6PJ

'

NH%

(提出了考

虑表面效应的表面弹性模型"该模型将固体表面层

假设为数学上零厚度的薄膜"表面层薄膜与底层体

部分紧密贴合在一起且具有与体部分不同的材料

特性
8

表面效应对纳米结构的影响可以看作是表面弹

性和表面残余应力的结合'

"

(

"其中表面弹性的影响

可以用表面拉梅常数来表示
8

为了计算方便"同种材

料组成的纳米板上下表面层的表面参数通常被假设

为相同的
8

表面参数通常与材料属性相关"不同材料

的表面参数有着明显区别
8

经典板壳理论忽略了表

面法向应力"由于考虑表面效应引入了新的参数"为

了考虑表面的平衡"也需要考虑表面层的法向应力
8

C̀:CB;

和
SD?F6A:

'

<

(同时考虑挠曲电效应和表面效

应分析了存在几何缺陷的压电纳米梁的后屈曲特

性"其中挠曲电效应产生的原因在于电极化和应变

梯度之间的耦合"基于哈密顿原理"求出了控制方程

和边界条件并利用
cC7D:F;?

方法求解"得到的数值

结果表明"挠曲电性和表面效应对 系统的后屈曲有

显著影响"此外"屈曲后的温度也与施加的电压以及

残余应力有关
8

之后
0[[CG;

和
cJCGGDL;

'

Q

(将非局

部理论与表面弹性理论相结合"发展了一种由压电

材料组成了纳米板模型并利用该模型研究了压电纳

米板的弯曲行为
8'6GGD;?;

等'

>

(基于表面弹性理论"

利用哈密顿原理得到了纳米板的控制方程以及相应

边界条件下挠度的解析解"得到的结果表明固有频
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率会在表面弹性模量的影响下发生变化
8/CZ;D;C?

等'
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(研究了表面能和温度对弹性地基上双压电纳

米板屈曲的影响"利用虚功原理导出了控制方程"并

利用有限差分法求解"他们研究发现通过增加外部

电压"表面应力对屈曲的影响得到增强
8

基于
cA:H

B;?H4A:V6PJ

表面弹性理论和
g;:PJJ6ZZ

板模型"

gCLC7;

和
+JCJC[;C?

'

==

(提出了一种新的尺寸相关

公式"用于描述嵌入弹性基地中的对称多孔纳米薄

板的屈曲和后屈曲行为"利用哈密顿原理推导了相

应边界条件下的控制方程"考虑了双轴压缩$单轴压

缩以及纯剪切三种情况下简支多孔纳米板的后屈曲

行为
8

功能梯度材料作为一种新型复合材料受到研究

人员越来越多的关注
8

由于组成材料成分的变化"用

功能梯度材料制成的微纳米结构元件的力学响应与

用常规材料制成的小尺寸结构元件不同'

=#

(

8

板状结

构是微纳米机电系统中的基本元件"因此研究由功

能梯度材料制成的板的力学性能是十分必要
8gD

等'

=N

(使用微分求积法得到了微纳米尺度下功能梯

度环形板的弯曲$屈曲和自由振动
8

关于研究功能梯

度材料的建模大致分为三种"其中一种为
56;

I

B

模

型'

=!

(

"该模型使用混合规则"是一种最简单的建模

方式"应用广泛但是准确度有限+另一种为
46:;H

KC?CFC

模型'

=%

(

"该模型适合于功能梯度材料是连

续的基质和不连续夹杂组成的混合物"但该模型未

考虑材料的有效质量密度+还有一种模型为自洽模

型'

="

(

"该模型适合于含骨骼微结构的功能梯度材

料"但该模型也未考虑材料整体的有效质量密度
8

关于微纳米板的屈曲和后屈曲行为"

1;

等'

=<

(研

究了石墨烯强化的功能梯度板的固有频率和屈曲行

为"在模型中考虑了一阶和三阶剪切变形"并假设板

内 的孔隙均匀或非均匀地分布在金属基体中"数值

研究结果表明"石墨烯的加入可以有效地提高功能

梯度多孔板的刚度
8+CJLC?;

等'

=Q

(研究了石墨烯强

化的功能梯度多孔微&纳米板非线性大振幅振动响

应的尺寸依赖性"采用改进的微扰方法"得到了了考

虑非局部应变梯度的非线性频率的解析表达式"结

果表明对于振幅较高的振动"孔隙率对功能梯度微&

纳米板非线性频率的显影响增强
8

3AC?

等'
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(基于修正的偶应力理论和双变量高

阶剪切变形理论"建立了考虑尺寸效应的微板力学

模型"研究了面内载荷$边界条件$纵横比$长厚比$

尺寸效应参数等对板屈曲载荷和屈曲模式的影响
8

随后"张立民等'

#$

(发展了一种层间填充弹性介质的

双层微板系统在面内压缩荷载作用下的屈曲模型"

运用
)C@;D:

法得到了四边简支时边界条件下"该模

型的同步&异步屈曲的解析解
8

最近"

3AC?

等'

#=

(基

于修正的偶应力理论"研究了在面内剪切和压缩载

荷联合作用下斜厚微板的弹性屈曲"数值结果表明"

屈曲模式受尺寸效应和倾斜角的组合影响"而不仅

仅是屈曲载荷的影响
81;

等'

##

(将
cA:B;?H4A:V6PJ

表面理论引入
@6?gC:LC?

板理论"研究了具有表

面效应的梯度多孔圆形纳米板在随动力作用下的非

线性后屈曲行为
846LD?;

和
KCJC?;

'

#N

(基于非局部

应变梯度和一阶剪切变形理论"得到了简支和夹紧

端条件下纳米板的临界屈曲载荷和后屈曲路径
8

本文基于表面弹性理论"发展了一种新的考虑

表面效应的功能梯度夹层板模型"利用力平衡分析

分别得到了功能梯度夹层板屈曲和后屈曲的控制方

程
8

考虑单轴压缩和双轴压缩"给出了临界屈曲载荷

的解析解"利用
cC7D:F;?

方法给出了加载边可动和

加载边不可动时临界后屈曲载荷的近似解
8

讨论了

板的几何尺寸以及体积分数等对临界屈曲载荷和后

屈曲平衡路径的影响
8
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功能梯度纳米板模型

图
=

为长度为
6

$宽度为
<

$厚度为
=

的由功能

梯度材料组成矩形纳米板
+

如图
#

所示"上下顶面
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处富含金属"在
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处富含陶

瓷"中间层是各向同性的均匀陶瓷材料
+

功能梯度矩形纳米板体积分数表示为'
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其中
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#表示第
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层的体积分数"
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表示

体积分数指数!

$

,

%

,h

#

+

功能梯度纳米板的有效杨氏模量由 下式
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图
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功能梯度纳米夹层板示意图
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功能梯度纳米夹层板横截面
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其中
#

!
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U

和表示第
&

层的杨氏模量
+

下标
Q

和
@

分别表示金属和陶瓷成分
+

纳米板的泊松比
$

与杨

氏模量有类似的表达式
+

与杨氏模量相比"改变泊松

比对功能梯度层合纳米板的影响可以忽略'

#"

"

#<

(

+

因

此"在这项工作中假设材料的泊松比保持不变
+

对于纳米层合板"表面效应可分为两部分"一部

分是表面残余应力"另一部分是表面弹性'

"

(

+

对于残

余应 力 的 影 响"根 据
1C

9

7CPDHX6?

I

方 程 表 示

如下'
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其中
W

表示表面的挠度"

P

取决于残余应力值和结

构形状'
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其中
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分别是
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和
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处的表面残余

应力
+

表面弹性的影响可由表面杨氏模量表示
+

考虑

表面效应的等效杨氏模量
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处的表面

杨氏模量
+

由于板的表面可视为弹性薄膜
+

考虑表面

效应的等效弯曲刚度可以表示为'
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功能梯度纳米层合板基本公式

&+%

"

g;:PJJ6ZZ

板理论

根据
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板理论"位移分量可写成'
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#是层合板的垂直位移
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各向同性材料的本构关系由下式给出%
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向剪切力
+

考虑受纵向载荷作用时层合板的屈曲"力

矩平衡方程可写成'
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层合板的力平衡方程由下式给出'
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.

(

;

.

;

!

="C

#

""&

*

;

]

.

G

.

*

_

.

1

.

;

] Û
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两种板理论求解
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功能梯度纳米层合板屈曲解析解

考虑四边简支边界条件下的功能梯度纳米层合

板"在
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分别表示如下%

3

*

_P]^T

*

"

"

3

;

_P]$

"

"

3

*

;

]$

!

#%

#

将式!

#%

#代入!

=!

#"

g;:PJJ6ZZ

板理论下的控制

方程改写为%

9

!

!

W]^T

*

.

#

W

.

*

#

_P

.

#

W

.

*

#

_

.

#

W

.

;

! #

#

!

#"

#

四边简支的边界条件表示为%

"""

! #

Z

*]$

"

6

]$

+

"

! #

Z

;

]$

"

<

]$

!

#<C

#

"""

.

#

Z

.

*

! #

#

*]$

"

6

]$

+

"

.

#

Z

.

;

! #

#

;

]$

"

<

]$

!

#<[

#

基于式!

#<C

#和!

#<[

#"横向位移
W

表示为%

W

$

#

h

Q

$

=

#

h

A

$

=

B

QA

G;?

Q

"

*

6

G;?

A

"

;

<

!

#Q

#

其中
B

QA

是待定系数"

Q

是
*

方向的屈曲半波数"

A

是
;

方向的屈曲半波数
+

将式!

#Q

#代入!

#"

#"可得%

#

h

Q

$

=

#

h

A

$

=

B

'

QA

9

!

Q

#

*

#

6

#

M

A

#

*

#

<

! #

#

#

(

T

*

Q

#

*

#

6

#

M

""

P

Q

#

*

#

6

#

M

A

#

*

#

<

! #

(

#

G;?

Q

"

*

6

G;?

A

"

;

<

$

$

!

#>

#

基于式!

#>

#可得
T

*

表达式如下%

T

*

]

6

#

*

#

9

!

Q

#

Q

#

*

#

6

#

_

A

#

*

#

<

! #

#

#

_

6

#

P

Q

#

Q

#

6

#

_

A

#

<

! #

#

!

N$

#

当
A]=

可得临界载荷%

!

T

*

#

P:

]

*

#

9

!

<

#

Q

"

_

"

! #

Q

#

_P

=_

"

#

Q

! #

#

!

N=

#

其中
"

]6

&

<+

当纳米层合板在
;

]^

<

#

和
;

]

<

#

两

边同样受到大小为
T

*

的均布载荷时"式!

#%

#可以改

写为%

3

*

_P]^T

*

"

"

3

;

_P]^T

*

"

"

3

*

;

]$

!

N#

#

基于式!

=!

#"!

#Q

#和!

N#

#"可得%

!

T

*

#

P:

]

*

#

9

!

<

#

=_

=

"

! #

#

!

NN

#

与
g;:PJJ6ZZ

纳米板相似"

4;?V7;?

板理论下单

轴压缩临界载荷表达式可以写为如下形式%

!

T

*

#

P:

]

*

#

9

!

<

#

=_

P

J/H

! #

!

Q

"

_

"

! #

Q

#

_P

=_

"

#

Q

! #

#

=_

*

#

9

!

:=H

!

<

#

=_

Q

#

"

! #

#

!

N!

#

双轴压缩下临界载荷表达式可以写为%

!

T

*

#

P:

]P_

*

#

9

!

<

#

=_

=

"

! #

#

=_

*

#

9

!

:=H

!

<

#

=_

=

"

! #

#

!

N%

#

'+&

"

功能梯度纳米层合板后屈曲近似解
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此本文用
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!>

#

情况一%未加载边
;

]

<

#

和
;

]^

<

#

是可动的
+

基于式!

!>

#可得此时临界载荷为%

!

T

*

#

P:

]

9

!

*

#

<

#

"

_

=

! #

"

#

=_

9

!

*

#

:=H<

#

=_

=

"

! #

#

_

#

!

=

*

#

)

#

="<

#

"

#

_

=

"

! #

#

""

_P =_

"

! #

#

!

%$

#

当
)

]$

且
Q]=

时"式!

%$

#与!

N!

#是相等的
+

情况二%未加载边
;

]

<

#

和
;

]^

<

#

是不可动

的
+

在这种条件下"平行于
;

轴的任意纤维的缩短

量都为零"即4

;

]$+

此时临界载荷为%

!

T

*

#

P:

]

9

!

*

#

<

#

!

=_

$

"

#

#

"

_

=

! #

"

#

=_

9

!

*

#

:=H<

#

=_

=

"

! #

#

_

#

!

=

*

#

)

#

N

"

#

_

=

"

! #

#

="<

#

!

=_

$

"

#

#

""

_P

=_

"

! #

#

!

=_

$

"

#

#

!

%=

#

(

"

结果与讨论

研究表面效应对功能梯度纳米板屈曲和后屈曲

的影响"选择
07

为金属材料"选择
+;

为陶瓷材料
807

和
+;

材料参数见表
=+

两种材料泊松比
$

均为
$+N+07

的表面参数为'

N%

(

%表面杨氏模量
#

5

]"+$>)

&

L

"表面

残余应力
%

5

]$+>=$Q)

&

L+

每层的厚度均相等
+

表
%

"

07

和
+;

材料参数"

N%

#

KC[7D=

"

4CBD:;C7

9

C:CLDBD:G6Z07C?V+;

材料
#

!

cYC

#

+

!

F

I

&

L

N

#

07 <$ #<$$

+; #=$ #NN=

(8%

"

结果的验证

当
%]

h

时"图
=

所示的功能梯度纳米夹层板

,
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的模型可以简化为均质各向同性的三层纳米层合

板
8

图
N

!

C

#是得到的三层均质纳米层合板临界屈曲

和后屈曲载荷结果文献'

N"

(对比图"其中
T

! #

*

$

P:

表

示不考虑表面效应的临界屈曲载荷
+

从图中可以看

出"本文所得结果与文献'

N"

(结果具有良好的一致

性
+

此外"将本文夹层板退化为单层均质各向同性

板"所得后屈曲载荷与文献'

N<

(对比见图
N

!

[

#"进

一步验证了本文结果的正确性
+

图
N

"

本文结果与已有结果的对比

2;

I

8N

"

KJDP6?B:CGB[DBEDD?

9

:DGD?B:DGA7BGC?VC@C;7C[7D:DGA7BG

(+&

"

功能梯度纳米层合板屈曲

本节通过给出一些数值计算结果"研究材料体

积分数和板的几何尺寸对功能梯度矩形纳米层合板

屈曲响应的影响
+

临界屈曲载荷通过参数
T

! #

*

$

P:

归

一化"

T

! #

*

$

P:

表示不考虑表面效应的临界屈曲载荷
+

图
!

给出了单轴压缩条件下"具有不同体积分

数的功能梯度纳米板临界屈曲载荷随长宽比
"

的变

化图
+

从图中可以看出"

*

方向屈曲的波数在增加
+

但在
;

方向上"对于任何长宽比"屈曲的波数始终

为
A]=+

此外由图可知"对于两种功能梯度纳米层

合板"随着体积分数
%

增加"归一化临界屈曲载荷的

值增大"这是因为夹层纳米板中金属成分增加了"使

得表面效应对板整体刚度的影响增强
+

图
!

"

单轴压缩下不同体积分数对归一化屈曲载荷的影响!

<]=$$?L

"

=]#$?L

#

2;

I

8!

"

*ZZDPBG6ZV;ZZD:D?B@67ALDZ:CPB;6?G6??6:LC7;UDV[APF7;?

I

76CVGA?VD:A?;CT;C7P6L

9

:DGG;6?

!
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"
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""

图
%

给出了双轴压缩条件下"具有不同体积分

数的功能梯度纳米板临界屈曲载荷随长宽比
"

的变

化图
+

由图可知"两种层合板的屈曲波数均为
Q]A

]=+

与单轴压缩的情况类似"随着体积分数
%

增加"

归一化临界屈曲载荷增加
+

图
%

"

双轴压缩下不同体积分数对归一化屈曲载荷的影响!

<]=$$?L

"

=]#$?L

#

2;

I

8%

"

*ZZDPB6ZV;ZZD:D?B@67ALDZ:CPB;6?G6??6:LC7;UDV[APF7;?

I

76CVGA?VD:[;CT;C7P6L

9

:DGG;6?

!

<]=$$?L

"

=]#$?L

#

""

图
"

给出了总厚度
=

对两种功能梯度层合板在

单轴压缩下归一化屈曲载荷影响
+

可以发现"两种纳

米层合板的归一化屈曲载荷随着
<

&

=

值的增加而增

加
+

这主要是因为表面面积与体积的比值随着纳米

层合板的长度和宽度的增加而增大"因此表面效应

的影响增强
+

此外"增加总厚度
=

会降低归一化屈曲

载荷
+

这是因为当增加总厚度时"表面面积与体积的

比值减小"表面效应对屈曲载荷的影响减小
+

图
"

"

单轴压缩下不同板厚对归一化屈曲载荷的影响!

6]<

"

=]#$?L

"

%]=

#

2;

I

8"

"

*ZZDPBG6ZV;ZZD:D?B

9

7CBDBJ;PF?DGGDG6??6:LC7;UDV[APF7;?

I

76CVGA?VD:A?;CT;C7P6L

9

:DGG;6?

!

6]<

"

=]#$?L

"

%]=

#

""

图
<

给出了两种纳米层合板在双轴压缩下厚度

对归一化屈曲载荷的影响
+

与单轴压缩类似"增加

<

&

=

值时"表面效应对双轴压缩屈曲载荷的影响增

强+当增加板厚时表面效应对屈曲载荷的影响减弱
+

表面效应对不同
<

&

=

值归一化屈曲载荷的影响

如图
Q+T

! #

*

:

P:

是
g;:PJJ6ZZ

纳米层合板的临界屈曲

载 荷"

T

! #

*

!

P:

是
4;?V7;?

纳米层合板临界屈曲载荷
+

可以看出在单轴压缩和双轴压缩的情况下"随着
<

&

=

,
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图
<

"

双轴压缩下不同板厚对归一化屈曲载荷的影响!

6]<

"

=]#$?L

"
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#

2;

I

8<

"

*ZZDPBG6ZV;ZZD:D?B

9

7CBDBJ;PF?DGGDG6??6:LC7;UDV[APF7;?

I

76CVGA?VD:[;CT;C7P6L

9

:DGG;6?

!

6]<

"

=]#$?L

"

%]=

#

图
Q

"

归一化屈曲载荷随
<

&

=

的变化!

6]<

"

=]#$?L

#

2;

I

8Q

"

5C:;CB;6?G6Z?6:LC7;UDV[APF7;?

I

76CVGE;BJ<

&

=

!

6]<

"

=]#$?L

#

值的增加"归一化屈曲载荷逐渐减小
+

此外"归一化

屈曲载荷的比值始终大于
=

"这说明考虑剪切变形

会降低单轴压缩和双轴压缩的临界屈曲载荷
+

(+'

"

功能梯度纳米层合板后屈曲

本节通过数值结果给出了体积分数和几何尺寸

对方形功能梯度纳米层合板后屈曲行为的影响
+

临

界后屈曲载荷通过参数
T

! #

*

$

P:

归一化处理
+

图
>

给出了可动边界条件下"不同体积分数对

两种功能梯度纳米层合板归一化后屈曲载荷的影

响
+

可以看到"两种纳米层合板的归一化后屈曲载荷

均随着体积分数指数的增大而增加
+

这是因为随着

组成功能梯度层合板的金属成分占比增多"表面效

应对有效弯曲刚度的影响增强
+

此外"可以看出随着

板几何中心的挠度
)

的增大"后屈曲载荷增大
+

图
=$

给出了在不可动边界条件下"不同体积分

数对两种纳米层合板的归一化后屈曲载荷的影响
+

可以观察到"与可动边界的情况类似"两种纳米层合

板的归一化后屈曲载荷随着体积分数指数的增大而

增加"表面效应对弯曲刚度的影响随着体积分数指

数的增大而增强
+

两种情况的区别在于"当中心挠度

为定值时"不可动边界条件下的临界载荷较可动边

界条件下的临界载荷更大
+

图
==

给出了在可动边界条件下"不同板厚对两

种功能梯度纳米层合板的归一化后屈曲载荷的影

响
+

可以观察到"归一化后屈曲荷载随着
<

&

=

值的增

加而增大"这是因为表面效应的影响随着表面面积
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图
>

"

可动边界条件下体积分数对归一化后屈曲载荷的影响!

6]<]=$$?L

"
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图
=$

"

不可动边界条件下体积分数对归一化后屈曲载荷的影响!
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图
==

"

可动边界条件下板厚对归一化后屈曲载荷的影响!
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与体积之比的增加而增强
+

此外"增加层合板的厚

度"归一化后屈曲载荷减小"原因是表面效应的影响

随着表面面积与体积比的减小而减弱
+

""

图
=#

给出了加载边不可动边界条件下的两种

功能梯度纳米层合板的厚度对归一化后屈曲载荷的

影响
+

由图可以看出"与可动边界条件类似"表面效

应对后屈曲载荷的影响随着
<

&

=

值的增加而增大"

但随着功能梯度层合板厚度的增加而减小
+

此外通

过对比图
=#

和图
==

"可以发现不可动边界条件下

的归一化后屈曲载荷大于可边界条件下的归一化后

屈曲载荷
+

图
=#

"

不可动边界条件下板厚对归一化后屈曲载荷的影响!
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"
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表面效应对具有不同
<

&

=

值的归一化后屈曲载

荷影响如图
=N+

参数
T

! #

*

:

P:

是
g;:PJJ6ZZ

纳米层合

板的临界后屈曲载荷"

T

! #

*

!

P:

是
4;?V7;?

纳米层合

板临界后屈曲载荷
+

由图可以看出归一化后屈曲载

荷的比值逐渐趋近于
=

"这说明考虑剪切变形会降

低临界后屈曲载荷"但随着板边长的增加"剪切变形

的影响在逐渐减弱
+

图
=N

"

归一化后屈曲载荷随
<

&

=

的变化!
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"

结论

本文利用一种考虑表面效应的功能梯度纳米层

合板模型研究了表面效应对纳米层合板的屈曲和后

屈曲行为的影响
+

基于
g;:PJJ6ZZ

板模型和
4;?V7;?

板模型"通过力平衡分析"导出了屈曲和后屈曲的控

制方程
8

得到了临界屈曲载荷的解析解"并用
cC7D:H

F;?

方法给出了临界后屈曲载荷近似解
8

主要结论

如下%

!

=

#表面效应对功能梯度纳米层合板稳定性的

影响与组成板材料的体积分数有关"增大金属成分

的占比"减小陶瓷成分的占比"会增加表面效应的

影响
8

!

#

#表面效应对功能梯度纳米层合板稳定性的

影响也与结构表面积与体积的比值有关
8

增加功能

梯度纳米层合板的边长"会使表面积与体积的比值

增大进而增强表面效应的影响+增加功能梯度纳米

层合板的厚度"会使表面积与体积的比值减小进而

弱化表面效应的影响
8

!

N

#考虑剪切变形会减小功能梯度纳米层合板

的屈曲和后屈曲的临界载荷
8

但是对于较薄纳米层

合板"剪切变形的影响可以忽略
8
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考虑表面效应的功能梯度夹层纳米板屈曲和后屈曲研究




