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一种结构不确定性分析的新型非概率凸集模型
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非概率凸集模型仅需获知不确定性参数的范围或界限"适用于处理工程结构中常见的小样本问题
8

本文提出一种新型非概率凸集模型
H

区间椭球交集模型来描述不确定域"并研究相应的结构不确定性传播分析方

法
8

首先提出区间椭球交集模型来描述不确定域"该模型可通过对区间模型和椭球模型进行取交运算构建
8

其次"

将区间椭球交集模型应用于结构不确定性传播分析
8

针对弱非线性响应函数"对其进行泰勒一阶展开近似"通过半

解析法对结构响应区间求解+针对强非线性响应函数"对其进行泰勒二阶展开近似"采用序列二次规划法对结构响

应区间求解
8

最后"四个算例分析验证了文中所提模型和方法的有效性和可行性
8

关键词
"

非概率凸集模型"区间椭球交集模型"不确定性传播分析"半解析法
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引言

工程实际结构广泛存在着与载荷$材料特性和

边界条件等相关的诸多不确定性'

=H!

(

8

概率模型是最

为常见处理上述不确定性的数学模型"通常需要大

量不确定样本信息构建变量的概率密度函数'

%H<

(

8

然

而"由于制造成本或测试困难等限制"在许多实际工

程结构中仅能获得有限不确定样本信息
8

针对上述

情况"

D̀?H'C;L

和
*7;GJCF6ZZ

'

Q

"

>

(提出了非概率凸

模型理论来处理实验样本不足时的不确定性问题
8

非概率凸集模型采用能包含所有样本数据且体积最

小的凸集来描述样本的边界信息"因而代表了一系

列凸集模型而非单一凸集模型"近年来受到学者的

广泛关注'

=$H#=
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8

根据模型的几何形状不同"现有的非概率凸集

模型可分为规则和不规则凸集模型两类
8

规则凸集

模型主要包括区间模型$椭球模型和平行六面体模

型"通常具备简洁的数学表达且易于解决工程中常

见的高维问题
8

区间模型采用多维长方体来描述参

数的不确定域
8̀D?H'C;L

和
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'
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(采用区

间模型描述变量的不确定域
8\C?

I

等'

=$

(提出采用

旋转矩阵法构造能包含所有样本数据的最小体积区

间
8

针对区间模型不确定性传播分析问题"

R;A

等'
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(

$

\C?
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等'
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R;A

等'

=N

(和
\A

等'

=!

(分别提出

顶点法$一阶泰勒展开法$区间摄动法$切比雪夫区

间法和改进子区间法求解结构响应区间
8

区间模型

的不确定变量均是独立变化的"因此理论上仅能处

理独立变量问题
8

椭球模型则采用高维椭球描述变

量不确定域"椭球的特征矩阵可在一定程度上表征

不确定变量的相关性"适用于处理相关变量问题
8

SJA

等'

=%

(利用旋转矩阵法在所有坐标系中寻找能

够包络实验样本点的最小体积椭球
8,;C?

I

等'

="

(利

用协 方 差 矩 阵 构 建 最 小 体 积 椭 球
8gC?

I

和

SJC?

I

'

=<

(通过半定规划法来确定最小体积椭球
8
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M
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等'
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(提出了一种相关矩阵分析法"可同时

获得椭球模型结构响应区间及响应之间的相关性
8

相对于仅能分别处理独立变量和相关变量的区间模

型和椭球模型"平行六面体模型采用多维平行六面

体量化不确定性参数"将相关变量和独立变量置于

统一框架下"可有效处理工程实际中常见的独立变

量和相关变量共存问题
8,;C?

I

等'

=>

(通过定义相关

系数和边缘区间提出一种多维平行六面体模型"但

未能提供该模型的数学表达式
8);

等'
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(通过重新
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定义相关系数提出一种改进多维平行六面体模型"

并给出该模型的显式数学表达式
8

针对改进多维平

行六面体模型对特殊角度和顶点的限定"乔'

=

(等提

出一种新的多维平行六面体模型"该模型通常比改

进多维平行六面体模型有更紧凑的不确定域及更好

的样本适应性
815

等'

#=

(提出一阶摄动法求解多维

平行六面体模型结构响应区间
8

相较于规则凸集模型"不规则凸集模型的数

学表达形式相对复杂但通常具备更好的样本适应

性"因而可以提供更紧凑的不确定域
8&C6

等'

##

(提

出了多边凸集模型"该模型是传统区间模型和主

成分分析区间模型的交集"通常比两者具备更紧

凑的不确定域"且能处理工程中常见的变量相关

和高维问题
80

MM

CGCL

M

等'

#N

(通过凸包描述不确定

域"凸包在某种程度上被看作是有限个半空间和

超平面的交集"理论上能够给出包络所有样本点

的最小体积凸集"然而该模型难以处理复杂的变

量高维问题"限制了其工程适用性
8

表
=

列出了上

述非概率凸集模型的特点
8

表
%

"

不同模型的特点

KC[7D=

"

KJDPJC:CPBD:;GB;PG6ZV;ZZD:D?BL6VD7G

模型
样本

适应性

能否处理

相关性问题

建模

效率

模型

精度

区间 弱 不能 高 低

椭球 弱 能 高 低

平行六面体 中 能 中 中

多边凸集 中 能 中 中

凸包 强 能 低 高
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本文提出一种新的非概率凸集模型
H

区间椭球

交集模型来描述结构不确定域"并研究其相应的结

构不确定性传播分析方法
8

该模型的提出基于以下

两点考虑%一是考虑到区间模型和椭球模型是两种

最为常见的非概率凸集模型"因而区间椭球交集模

型具备相对简洁的数学表达式+二是取交运算是一

种常见的保凸运算"可保证新模型仍具备凸性和更

紧凑的不确定域
8

本文剩余部分安排如下%第一节通

过取交运算构建区间椭球交集模型并研究模型性

质
8

第二节针对弱非线响应函数提出半解析法求解

结构响应区间
8

第三节针对强非线响应函数采用序

列二次规划法求解结构响应区间
8

第四节通过四个

算例验证所提模型和方法的有效性和可行性
8

第五

节对全文进行总结
8

%

"

区间椭球交集模型

区间椭球交集模型可通过对区间模型和椭球模

型进行取交运算获得"其数学表达式为
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其中"

3

表示区间椭球交集模型的不确定域"

2

O

(

是

区间中点"

2

Z

(

是区间半径
+2

O

*

是椭球中点"

3

是确

定椭球的大小和方向的特征矩阵"数学上可表示为
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如何根据给定样本点构建区间和椭球模型方法

详见附录
0+

!

=

#区间模型仅适用于处理独立变量问题"而

椭球模型仅适用于处理相关变量问题"因而两种模

型在表征不确定性时不可避免可能存在过估计"进

而影响不确定性分析的精度
+

而区间椭球交集模型

所对应的集合是区间模型和椭球模型对应集合的子

集"保证了模型的凸性且能够更精确的表征不确定

性
+

同时"考虑到区间模型和椭球模型均易于处理工

程结构中的高维问题"因此区间椭球交集模型同样

易于处理高维问题
+

!

#

#根据位置关系不同"本文所提区间椭球交

集模型中区间和椭球模型的相交情况可分成两种%

相交不包含关系!图
=

#和相交且包含关系
+

当椭球

模型和区间模型为相交但包含关系时"若椭球模型

的不确定域完全包含区间模型的不确定域时!图
#

!

C

##"区间椭球交集模型退化为区间模型
8

若区间模

型的不确定域完全包含椭球模型的不确定域时"区

间椭球交集模型退化为椭球模型!图
#

!

[

##

8

因此"

区间模型和椭球模型可视为区间椭球交集模型的两

个特例
8
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图
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"

区间椭球交集模型
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#区间椭球交集模型是区间模型和椭球模型

通过取交运算获得"因而对于一个线性或近似线性

结构响应函数"区间椭球交集模型有较大可能提供

比椭球模型或区间模型更窄的结构响应区间
8

当区

间椭球交集模型出现图
#

所示情况时"可相应地按

照区间模型或椭球模型的不确定传播分析方法求解

结构响应区间+当区间椭球交集模型出现图
=

所示

的情况时"按照下文半解析法求解模型对应结构响

应函数的结构响应区间"此时"区间模型和椭球模型

的不同位置关系将直接影响结构响应区间的求解难

度"详细的示意图可参见
#8N

节图
!8

图
#

"

两种特殊情况下区间椭球交集模型
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结构不确定性传播分析的一阶近似方法

结构不确定性传播指的是不确定性参数的波动

引起结构响应波动
8

当结构不确定参数采用非概率

凸模型描述时"其结构响应通常为一区间
8

因此"基

于区间椭球交集模型的结构不确定性传播分析的主

要任务是合理预测结构响应区间
8

假设结构响应函数为
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#

当工程结构上参数的不确定性水平较小时"为了减

少计算量"将结构响应函数在椭球中点进行一阶泰

勒展开
+
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这里采用椭球中点作为泰勒展开点"其原因在于本

文通过求解一系列降维椭球表面的极值以获取区间

椭球交集模型结构响应区间"显然椭球中点是最合

理的近似展开点
+

结构响应区间可通过如下优化问题进行求解
+
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对于式!

%

#的优化问题"其目标函数为线性函

数"可行域为凸集"则根据凸优化理论"区间椭球交

集模型的极值点其最优解必定出现在约束条件的边

界上
+

&+%

"

半解析法

如下提出以下半解析法求解式!

%

#的优化问题
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进而确定结构响应区间
+

以极大值为例"首先求解结

构响应函数在椭球模型不确定域上的极大值
+
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根据拉格朗日乘子法'
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其次"检验式!
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#得到的极值点是否位于区间模

型不确定域"即
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若满足区间模型不确定域"则将式!
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若极大值点
2

LCT不满足区间模型不确定域"则

进一步确定结构响应函数在降维椭球模型不确定域

的极大值
+

不妨设结构响应上界所对应的极值点存在
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构响应上界
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=

6

J&

D

O

J

! #

(

)

*

*

!

=N

#

同样根据拉格朗日乘子法'

#!

(

"式!

==

#的极值点为

2

!

LCT

]2

!

O

*

_

3

!

^=

7

2

!

O

! #

*

7

K

2

!

O

! #

*

3

!

^=

7

2

!

O

! #槡 *

!

=!

#

如果
2

!

LCT满足区间模型不确定域"则将式!

=!

#带

入式!

==

#得到结构响应函数的上界为

""

7

F

]

7

D

?

=

"

D

?

#

"1"

D

?

Q

"

2

!

O

! #

*

_

""

7

K

2

!

O

! #

*

3

!

^=

7

D

!

O

! #槡 *

!

=%

#

如果
2

!

LCT仍然不满足区间模型不确定域"则重复

式!

=$

#

Y

!

=!

#过程"直至获得结构响应区间上界
+

同理"结构响应下界也可按照相同的方法进行

求解"只需要进行如下调整%

求解结构响应函数在椭球模型不确定域上的极

小值点的优化问题为

L;?

7

! #

2

D

7

2

O

! #

*

_

7

K

2

O

! #

*

2^2

O

! #

*

G8B8 2^2

O

! #

*

K

3 2^2

O

! #

*

,

(

)

*

=

!

="

#

根据拉格朗日乘子法'

#!

(

"式!

="

#的极小值点
2

L;?为

2

L;?

]2

O

*

^

3

^=

7

2

O

! #

*

7

K

2

O

! #

*

3

^=

7

2

O

! #槡 *

!

=<

#

根据式!

Q

#判断极小值点是否位于区间模型不确定

域内"若满足则对应结构响应函数的极小值为

7

,

]

7

2

O

! #

*

^

7

K

2

O

! #

*

3

^=

7

2

O

! #槡 *

!

=Q

#

若存在
C

=

,

C

,

! #

%

个参数
D

=

"

D

#

"1"

D

C

不

满足区间模型不确定域"则结构响应函数的下界需

求解如下优化问题
+
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L;?

7

2

! #

K

D

7

D

?

=

"

D

?

#

"1"

D

?

C

"

2K

! #

*

_

7

K

2K

O

! #

*

2K^2K

O

! #

*

G8B8 2K^2K

O

! #

*

K

35 25^2K

O

! #

*

,

(

)

*

=

!

=>

#

式中"

D

?

=

"

D

?

#

"1"

D

?

C

依然由式!

=$

#方法确定
+2K]

D

C

_=

"

D

C

_#

"1"

D

' (

%

K

$椭球中点
2K

O

*

和特征矩阵

3K

可通过类似式!

=N

#方法获取
+

对应的极小值点为

2K

L;?

]2K

O

*

^

3K

^=

7

2K

O

! #

*

7

K

2K

O

! #

*

3K

^=

7

2K

O

! #槡 *

!

#$

#

如果
2K

L;?满足区间模型不确定域"则将式!

=<

#带入

式!

="

#"得到结构响应函数的下界为

7

,

]

7

D

?

=

"

D

?

#

"1"

D

?

C

"

2K

O

! #

*

^

""

7

K

2K

O

! #

*

3K

^=

7

2K

O

! #槡 *

!

#=

#

如果
2K

L;?不满足区间不确定域"重复上述步骤直到

获得结构响应区间下界
+

&+&

"

半解析法的步骤和实施流程

采用半解析法求解区间椭球交集模型响应区间

上界的步骤归纳如下%

!

=

#依据式!

!

#得到结构响应函数
7

! #

2

的线性

近似函数
+

!

#

#以结构响应函数的线性近似作为目标函

数"以椭球模型不确定域为约束条件"构造式!

"

#的

优化问题
+

!

N

#采用拉格朗日乘子法求解式!

"

#所示优化

问题的极大值点
2

LCT

+

!

!

#根据式!

Q

#判断极大值点
2

LCT是否位于区

间模型不确定域
+

若满足"则根据式!

>

#输出结构响

应上界+若不满足"则转步骤
%+

!

%

#根据式!

=$

#对不满足区间模型不确定域的

不确定参数赋值"构建式!

==

#所示的优化问题确定

结构响应函数上界
+

其中"降维椭球由式!

=#

#和!

=N

#

确定
+

!

"

#根据式!

=!

#给出式!

==

#所示优化问题的极

大值点
2

!

LCT

+

!

<

#根据式!

Q

#判断极大值点
2

!

LCT是否位于区

间模型不确定域"若满足"则根据式!

=%

#输出结构响

应上界+若不满足"若不满足则转步骤
%

直到获得结

构响应区间上界
+

图
N

给出了半解析法求解结构响应区间上界的

实施流程图
+

确定结构响应区间下界的步骤及实施

流程与上界的步骤及实施流程类似
+

需要指出的是"

本文半解析法适用于处理结构响应函数为弱非线性

或小范围不确定性情况下结构响应问题
+

图
N

"

求解结构响应区间上界的半解析法流程图

2;

I

8N

"

276EPJC:B6ZBJDGDL;HC?C7

M

B;PC7LDBJ6VZ6:VDBD:L;?;?

I

BJDA

99

D:[6A?V6ZGB:APBA:C7:DG

9

6?GD;?BD:@C7

""

本文所提半解析法旨在通过拉格朗日乘子法求

解一系列降维椭球上的极值"并通过验证椭球极值

点是否在区间模型的不确定域内来确定结构响应函

数的响应区间
+

降维椭球的极值通过解析方法求解"

,
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图
!

"

求解结构响应区间的降维示意图

2;

I

8!

"

KJD:DVAPB;6?V;LD?G;6?Z6:VDBD:L;?;?

I

BJDGB:APBA:C7:DG

9

6?GD;?BD:@C7

半解析法体现在解析法确定极值和判断准则相结合

以确定结构响应区间
+

而序列二次规划法通常通过

一系列的迭代步骤逐步改进解的质量"直到达到满

足一定精度要求的近似最优解
+

半解析法的最差情

况下时间复杂度为
!#

] %

"序列二次规划法的时间

复杂度为
] %

! #

N

"其次"正如图
!

所示"受到极值点

位置的不同分布的影响"半解析法通常仅需要较少

的执行次数即可确定结构响应区间"因此在实际执

行中半解析法的效率通常高于序列二次规划法"这

一结论也可通过下一节的算例二和三验证
+

&+'

"

半解析法的图解说明

本文所提半解析法的基本原理是求解一系列椭

球表面的极值"并通过检验极值点是否位于区间模

型不确定域内"来确定区间椭球交集模型的极值
+

以

下以图
!

所示的三维情形说明半解析法的求解过

程
+

若根据式!

<

#求得的极值点位于黄色区域时"显

然极值点位于区间模型不确定域内"则极值点对应

的结构响应函数值即为响应函数的极值+若根据式

!

<

#求得的极值点位于绿色区域时"极值点可通过求

解响应函数在黑色虚线表示的二维椭圆上的极值确

定
+

若根据式!

<

#求得的极值点位于粉色区域时"极

值点可通过求解响应函数在红色线段表示的一维椭

圆上的极值确定
+

若根据式!

<

#求得的极值点位于蓝

色区域时"此时意味着极值点的所有坐标均位于区

间模型的不确定域外"则极值点可直接确定为黑点

!区间模型的顶点#

+

'

"

结构不确定性传播分析的二阶近似方法

通过上述分析可知"当结构响应函数的非线性

程度不高时"泰勒一阶近似可以提供足够的精度
+

针

对强非线性结构响应函数"采用一阶近似会造成较

大的分析结果误差
+

为提高分析精度"可采用泰勒二

阶展开对结构响应函数进行近似
+

对式!

N

#的结构响应函数在椭球中点
2

O

*

进行

二阶泰勒展开%

7

! #

2

D

7

2

O

! #

*

_

7

K

2

O

! #

*

2^2

O

! #

*

_

""

=

#

2^2

O

! #

*

K

6 2^2

O

! #

*

!

##

#

其中
6

为结构响应函数
7

! #

2

的海森矩阵"其表

示为

6]

.

#
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! #

2

.

D

=

.

D
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O
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=
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D
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D
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O
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2

.

D

#

.

D
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O
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.

#

7
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2

.

D

#

.

D
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O

*

1

.

#

7

! #

2

.

D

#

.

D
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O

*
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C

7

.

#
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2

.

D

%

.

D
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O

*
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#

7
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2

.

D

%

.

D
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O

*

1

.

#

7

! #

2

.

D

%

.

D
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O

<

=

>

?

*

!

#N

#

结构响应区间通过对如下优化问题求解获得
+

! #

L;? LCT

7

! #

2

D

7

2

O

! #

*

_

7

K

2

O

! #

*

2^2

O

! #

*

_

=

#

2^2

O

! #

*

K

6 2^2

O

! #

*

G8B8 2^2

O

! #

*

K

3 2^2

O

! #

*

=̂

,

$

2^2

O

(

,

2

Z

(

)

*

(

!

#!

#

""

从几何角度而言"泰勒一阶近似和二阶近似分 别采用超平面和抛物面对结构响应函数对应的超曲

,
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面进行近似"显然二阶近似能够考虑超曲面的曲率

特性"因此"泰勒二阶近似通常具备更好的精度"更

适用于强非线性结构响应函数
+

然而"相比于泰勒一

阶近似"泰勒二阶近似需要计算响应函数的海森阵"

因而其效率通常低于一阶近似
+

总而言之"二阶近似

方法通常比一阶近似方法有较高的精度和较低的

效率
+

对于式!

#!

#所示的优化问题"上一节的半解析

法的二阶版本为该问题的求解提供了一个可行的思

路
+

然而"通过对算法精度!二阶版本算法与序列二

次规划法时间复杂度均为
]

!

%

N

##$效率和鲁棒性的

综合考虑"这里采用成熟的序列二次规划法对该模

型进行求解
+

(

"

算例

本节通过四个算例验证所提模型和方法
+

算例

一为数值算例"针对三组不同分布情况样本"分别构

建区间模型$椭球模型$平行六面体模型'

=>

(和区间

椭球交集模型并进行对比分析+算例二$三分别涉及

线性和弱非线性结构响应函数"用于对比分析基于

三种模型的不确定性传播分析结果"以及不同方法

求解结构响应区间的精度与效率
+

算例四为强非线

性结构响应函数"用于对比分析一阶近似和二阶近

似方法的精度
+

其中"算例二半解析法所得传播分析

结果以序列二次规化法结果为精确解"原因在于其

所涉及优化问题为凸优化问题"序列二次规划法即

可给出全局最优解
+

算例三半解析法所得传播分析

结果以
4&+

法结果为参考解
8

算例四所得传播分

析结果以
4&+

法结果为参考解
84&+

法确定的结构

响应区间的步骤见附录
8̀

所有序列二次规划法均以

椭球中点为初始点"迭代收敛准则为
%

7J

^

7J_=

%,

=$

^"

"其中
7J

为序列二次规划法第
J

次的函数值
+

(+%

"

数值算例

考虑三组不确定样本数据"样本数据信息详见

文献'

#%

(的
=#Y=!

页
+

这三组样本数据分别涉及两

个不确定变量之间正相关$独立和负相关情况
+

根据三组样本数据确定的区间椭球交集模型分

别为%
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=
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K
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=
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""

对于三组样本数据"采用凸包算法可求得其对

应最优凸包的体积分别为
#$+>$

$

<"+##

和
#=+NN+

凸包体积可通过
40K10̀

中的
P6?@DT'A77

函数

确定
8

区间$椭球$平行六面体及区间椭球交集模型

的精度可采用模型体积与凸包体积的比值来衡量如

表
#

所示"显然体积比越小"模型精度越高
8

""

为便于对比分析"图
%

绘制了包含相同样本点

的区间模型$椭球模型$平行六面体模型和区间椭球

交集模型
8

由表
#

和图
%

可以看出%

!

=

#由表
#

可以看出"当两变量相关时!图
%

!

C

#

和
%

!

P

##"区间椭球交集模型$平行六面体模型和椭

球模型的不确定域明显小于区间模型的不确定域"

原因在于区间模型无法考虑变量之间的相关性因而

表
&

"

四种模型体积与凸包体积的比值

KC[7D#

"

KJD:CB;66ZBJD@67ALD6ZZ6A:L6VD7G

B6BJCB6ZP6?@DTJA77

模型
体积比!模型体积&凸包体积#

第一组 第二组 第三组

区间模型
N8<<> =8$%$ N8"#%

椭球模型
=8"$% =8!$# =8%>Q

平行六面体模型
=8$%% =8$%$ =8$!<

区间椭球交集模型
=8N=Q =8$#" =8N=<

扩大了变量的不确定域+区间椭球交集模型$平行六

面体模型和椭球模型都适于量化相关变量+当两变

量独立时!图
%

!

[

##"区间椭球交集模型$平行六面

,

N"#
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#

期
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图
%

"

不同样本分布的三种模型

2;

I

8%

"

KJ:DDL6VD7GA?VD:V;ZZD:D?BGCL

9

7DPCGDG

体模型和区间模型的不确定域明显小于椭球模型的

不确定域"原因在于椭球模型无法处理变量独立问

题因而扩大了变量的不确定域
8

图
"

"

悬臂梁

2;

I

8"

"

0PC?B;7D@D:[DCL

!

#

#与区间模型和椭球模型相比"区间椭球交

集模型一方面可以获得更紧凑的不确定域"另一方

面既适用于变量相关情形又适用于变量独立情形
8

当变量相关时区间椭球交集模型的精度低于平行六

面体模型"而当变量独立时区间椭球交集模型的精

度优于平行六面体模型
8

此外"需要特别指出的是"

本算例仅针对三种二维情况进行讨论
8

当涉及高维

变量时"区间椭球交集模型仍是一种能够完全包络

所有样本点的模型"而现有的平行六面体模型通常

不能保证完全包络所有样本点'

=>

"

#$

(

8

!

N

#区间椭球交集模型需要分别构建区间模型

和椭球模型"并对两者进行取交运算获得
8

而区间模

型$椭球模型和平行六面体模型均可依据样本直接

构建
8

因此就效率而言"区间椭球交集模型低于上述

三种模型
8

(8&

"

悬臂梁结构

以图
"

所示的悬臂梁结构为例'

#"

(

8

其分别在固

定端
<

=

]#L

"

<

#

]NL

受到两个集中力
N

=

和
N

#

的

作用
+

结构的极限力矩为

,

!"#
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7

N

=

"

N

! #

#

]<

=

N

=

_<

#

N

#

!

#"

#

作用力
N

=

和
N

#

为不确定参数
+

其两组不确定样本

数据分别见表
N

和
!+

其中"第一组样本数据来自文

献'

#"

("第二组样本数据为本文假设给出
+

表
'

"

第一组样本数据

KC[7DN

"

KJDZ;:GBGCL

9

7DVCBC

)68N

=

! #

F) N

#

! #

F) )68 N

=

! #

F) N

#

! #

F)

= =8Q$Q %8%<" < =8!%" %8N<"

# =8N<" %8%!$ Q =8"<" %8!#!

N =8!#Q %8"!Q > =8#=" %8$>#

! =8#$! %8#"Q =$ =8>=# %8!>#

% =8Q<# %8!"Q == =8<=# %8QN"

" =8%"! %8<$! =# =8$=" %8!N"

表
(

"

第二组样本数据

KC[7D!

"

KJDGDP6?VGCL

9

7DVCBC

)68N

=

! #

F) N

#

! #

F) )68 N

=

! #

F) N

#

! #

F)

= =8N%# %8$># < =8!## %8!N"

# =8$># %8#!N Q =8##N %8N!%

N =8"$N %8<N! > =8!$N %8N"%

! =8N!= %8QN" =$ =8N%" %8%!Q

% =8!=N %8"#! == =8N$= %8#=N

" =8#=N %8!N% =# =8N#N %8<=!

根据两组样本数据确定的区间椭球交集模型分别为

2

+3

=

] 2

N

=

=̂+!"!

N

#

%̂+

' (

!"!

,

$+!!Q

$+

' (

N<#

B

N

=

=̂+!"!

N

#

%̂+

' (

!"!

K

%+NN! N̂+$Q<"

N̂+$Q<" Q+

' (

><#<

N

=

=̂+!"!

N

#

%̂+

' (

!"!

,

(

)

*

9

:

;

=

2

+3

#

] 2

N

=

=̂+N!<%

N

#

%̂+

' (

!"!$

,

$+#%%%

$+

' (

N<#$

B

N

=

=̂+N!<Q

N

#

%̂+

' (

!"%N

K

#=+NNN$ "̂+%N<#

"̂+%N<# <+

' (

$#Q=

N

=

=̂+N!<Q

N

#

%̂+

' (

!"%N

,

(

)

*

9

:

;

(

)

*

=

!

#<

#

""

以下分别给出三种模型结构响应区间
+

!

=

#区间模型响应区间

由于结构响应函数为不确定变量的单调线性函

数"区间模型结构响应区间可由顶点法'

==

(给出
+

7

,

(

$

7

'

O

! #

(

(

#

#

&

$

=

.

7

'

O

! #

(

.

N

&

N

Z

&(

7

F

(

$

7

'

O

! #

(

M

#

#

&

$

=

.

7

'

O

! #

(

.

N

&

N

Z

&

(

)

*

(

!

#Q

#

其中"

'

O

(

表示区间中点"

N

Z

&(

表示区间半径
+

!

#

#椭球模型响应区间

椭球模型结构响应区间可采用拉格朗日乘子

法'

#!

(求解
+

7

,

*

]

7

!

'

O

*

#

^

7

K

!

'

O

*

#

3

^=

7

!

'

O

*槡 #

7

F

*

]

7

!

'

O

*

#

^

7

K

!

'

O

*

#

3

^=

7

!

'

O

*槡
(

)

*

#

!

#>

#

其中"

'

O

*

表示椭球中点"

3

表示椭球的特征矩阵
+

!

N

#区间椭球交集模型结构响应区间

针对第一组样本数据"为确定区间椭球交集模

型结构响应区间上界"可首先求解如下优化问题
+

LCT

7

N

=

"

N

! #

#

]#N

=

_NN

#

G8B8

N

=

=̂+!"!

N

#

%̂+

' (

!"!

K

%+NN! N̂+$Q<"

N̂+$Q<" Q+

' (

><#<

N

=

=̂+!"!

N

#

%̂+

' (

!"!

=̂

,

(

)

*

$

!

N$

#

""

通过拉格朗日乘子法'

#!

(可得到式!

N$

#的极大

值点为

'

LCT

=

]'

O

*

_

3

^=

7

'

O

! #

*

7

K

'

O

! #

*

3

^=

7

'

O

! #槡 *

]

=+Q"N<

%+

' (

<Q><

!

N=

#

可以看出"极大值点位于区间模型不确定域内"即

=+Q"N<̂ =+!"!

%+<Q><̂ %+

' (

!"!

,

$+!!Q

$+

' (

N<#

!

N#

#

则区间椭球交集模型结构响应区间为

7

F

=

]

7

'

O

! #

*

_

7

K

'

O

! #

*

3

^=

7

'

O

! #槡 *

]#=+$>"%

!

NN

#

类似的"结构响应区间下界为

7

,

=

]

7

'

O

! #

*

^

7

K

'

O

! #

*

3

^=

7

'

O

! #槡 *

]=<+%!N%

!

N!

#

针对第二组样本数据"为得到其结构响应区间

上界"同样首先求解如下优化问题
+

,

%"#
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#

期
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LCT

7

N

=

"

N

! #

#

]#N

=

_NN

#

G8B8

N

=

=̂+N!<Q

N

#

%̂+

' (

!"%N

K

#=+NNN$ "̂+%N<#

"̂+%N<# <+

' (

$#Q=

N

=

=̂+N!<Q

N

#

%̂+

' (

!"%N

=̂

,

(

)

*

$

!

N%

#

""

利用拉格朗日乘子法'

#!

(可得式!

N%

#的极大值

点为

'

LCT

#

]

=+%N"$

%+

' (

Q>"=

!

N"

#

式!

N"

#可以看出极大值点
'

LCT

#

中
%

%+Q>"=̂ %+!"!

%

]$+!N#=

'

$+N<#+

则根据式!

=$

#"将不确定变量
N

#

用区间上界
%+QN"

代替"进而得到如下优化问题
+

LCT

7

N

! #

=

]#N

=

_=<+%$Q

G8B8 '

!

^'

!

O

! #

*

K

3

!

'

!

^'

!

O

! #

*

=̂

,

(

)

*

$

!

N<

#

其中降维后的不确定参数
'

!

$椭球中点
'

!

O

*

以及

特征矩阵
3

!为

'

!

]

'

N

=

(

K

'

!

O

*

]

'

=+!"=!

(

K

3

!

] "Q+

' (

(

)

* >#>%

!

NQ

#

根据拉格朗日乘子法'

#!

(

"式!

N<

#的极大值点为

'

!

LCT

#

]'

!

O

*

_

3

!

^=

7

'

!

O

! #

*

7

K

'

!

O

! #

*

3

!

^=

7

'

!

O

! #槡 *

]=+%Q=Q

!

N>

#

式!

N>

#的极大值点位于区间模型不确定域内即

=+%Q=Q̂ =+N!<% ]$+#N!N

&

$+#%%%

"则结构响应

区间上界为

7

F

#

]

7

'

!

O

*

"

%+

! #

QN" _

7

K

'

!

O

! #

*

3

!

^=

7

'

!

O

! #槡 *

""

]#$+"<="

!

!$

#

同理"结构响应区间下界为

7

,

#

]=<+%$%Q

!

!=

#

表
%

列出了三种模型不确定性传播分析结果
+

为验

证半解析法分析结果"表
%

同样给出了序列二次规

划法得出的区间椭球交集模型结构响应区间
+

表
D

"

悬臂梁的结构响应区间

KC[7D%

"

KJDGB:APBA:C7:DG

9

6?GD;?BD:@C76ZBJDPC?B;7D@D:[DCL

模型
第一组样本

响应区间
F)

,

! #

L

第二组样本

响应区间
F)

,

! #

L

区间模型
=<8N$Q$

"

' (

#=8NN#$ =<8!"$$

"

' (

#$8<=!$

椭球模型
=<8%!N%

"

' (

#=8$>"% =<8!##<

"

' (

#$8<"$N

区间椭球交集模型

!半解析法#

=<8%!N%

"

' (

#=8$>"% =<8%$%Q

"

' (

#$8"<="

区间椭球交集模型

!序列二次规划法#

=<8%!N%

"

' (

#=8$>"% =<8%$%Q

"

' (

#$8"<="

表
S

"

序列二次规划法和半解析法响应函数评价次数

KC[7D"

"

KJDD@C7ACB;6?B;LDG6Z:DG

9

6?GDZA?PB;6?Z6:

BJD+RYLDBJ6VC?VBJDGDL;HC?C7

M

B;PC7LDBJ6V

方法
响应函数评价次数

第一组 第二组

序列二次规划法
%! N$

半解析法
" Q

""

从表
%

可以看出%

!

=

#文中半解析法得到区间椭球交集模型结构

响应区间与序列二次规划法得到的响应区间一致"

验证了所提方法的有效性
8

!

#

#对于区间模型和椭球模型而言"第一组数

据中区间模型的结构响应区间完全包含椭球模型的

结构响应区间+而第二组数据椭球模型的结构响应

区间完全包含区间模型的结构响应区间
8

表明当区

间模型和椭球模型存在相交但不包含关系时"随着

结构响应极值点的位置变化"两者的结构响应区间

存在不同的关系
8

!

N

#区间椭球交集模型的不确定域既是区间模

,

""#
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型不确定域的子集也是椭球模型不确定域的子集"

因此"对于两组数据而言"区间椭球交集模型结构响

应区间完全包含于椭球模型和区间模型的结构响应

区间+表明区间椭球交集模型不仅能够具有更紧凑

的不确定域且能提供更合理的结构响应区间
8

表
"

列出了序列二次规划法和半解析法的函数

评价次数
8

可以看出"与序列二次规划法相比"半解

析法具备更少的响应函数调用次数"因此具有更高

的效率
8

(8'

"

起重机桁架臂结构

考虑图
<

所示起重机桁架臂结构
8

结构的弹性

模量
#]#a=$

%

4YC

"泊松比
$

]$+N+

结构起重端

受到作用为
N

=

]=$$F)

的竖直载荷
+

由于制造与

测量误差"上弦杆半径
4

=

$下弦杆半径
4

#

$垂向腹

杆半径
4

N

及斜向腹杆半径
4

!

均为不确定变量
+

表

<

列出了某型号起重机桁架臂的不确定变量的
"$

个样本
+

这里选取起重机桁架臂的最大位移为结构

响应函数
+

结构响应函数利用
N$

个样本点通过二次

响应面法构建"

N$

个样本点由图
Q

所示包含
=!!

个

节点和
N$!

个单元的结构有限元分析模型获取
+

结

构响应函数为%

图
<

"

起重机桁架臂结构

2;

I

8<

"

K:AGGC:LGB:APBA:D6ZCP:C?D

图
Q

"

起重机桁架臂有限元模型

2;

I

8Q

"

2;?;BDD7DLD?BL6VD76ZBJDB:AGGC:LGB:APBA:D6ZCP:C?D

,

<"#
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#
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表
V

"

起重机桁架臂结构不确定样本数据

KC[7D<

"

.?PD:BC;?B

M

GCL

9

7DVCBC6ZBJDB:AGGC:LGB:APBA:D6ZCP:C?D

序号
4

=

!

LL

#

4

#

!

LL

#

4

N

!

LL

#

4

!

!

LL

# 序号
4

=

!

LL

#

4

#

!

LL

#

4

N

!

LL

#

4

!

!

LL

#

= Q%8$% <>8>N !%8$$ N<8>> N= Q!8>! Q$8$< !%8$= N<8>>

# Q!8>! <>8>Q !!8>N NQ8$% N# Q!8>> Q$8$# !%8$$ N<8>"

N Q%8$" Q$8$# !!8>" N<8>> NN Q!8>> <>8>" !!8>$ NQ8$<

! Q%8$N Q$8=Q !!8>% NQ8$! N! Q%8$Q Q$8$< !%8=% N<8>>

% Q!8Q% <>8Q% !!8Q> N<8>$ N% Q!8>> <>8>= !!8>= N<8><

" Q!8>> <>8>N !!8>< N<8>Q N" Q!8Q% <>8>$ !!8Q> N<8>>

< Q!8>> Q$8=% !%8$! N<8>" N< Q%8$Q <>8>> !!8>" N<8>"

Q Q!8>Q Q$8$! !!8>> N<8># NQ Q%8$" Q$8$# !%8$= N<8>!

> Q%8$$ Q$8$$ !%8$! NQ8$N N> Q!8>> Q$8$# !!8>< NQ8=N

=$ Q%8$$ Q$8$! !!8>" NQ8$= !$ Q!8># <>8>" !%8$# NQ8$Q

== Q%8$! <>8>> !!8>N NQ8$$ != Q!8>Q Q$8$$ !!8>< NQ8$#

=# Q%8$Q Q$8=Q !%8=% N<8>N !# Q!8>> <>8>> !%8$# N<8>!

=N Q%8$# Q$8$< !%8$# NQ8$" !N Q%8$= Q$8$N !%8$! N<8>"

=! Q!8>> Q$8$< !!8>> NQ8$# !! Q!8>> Q$8$% !%8$> N<8>>

=% Q%8$N Q$8$< !!8>> N<8>> !% Q%8$# Q$8$" !!8>> NQ8$!

=" Q%8$= Q$8$N !%8$< NQ8$$ !" Q%8$# <>8>" !!8Q> N<8>N

=< Q!8>% <>8>! !%8$= N<8>> !< Q!8>! Q$8$$ !!8>" N<8QQ

=Q Q%8$% Q$8$! !%8$= N<8>= !Q Q!8Q% <>8>! !%8$< N<8>N

=> Q%8$# Q$8$Q !%8$Q N<8>> !> Q!8>" <>8>! !!8>% NQ8$#

#$ Q%8$= Q$8$# !!8>" N<8>" %$ Q!8>< Q$8$$ !%8$% NQ8$#

#= Q%8$Q Q$8=Q !%8$N N<8>% %= Q!8>Q Q$8$Q !%8$= NQ8$#

## Q%8=$ Q$8$! !%8$! N<8>! %# Q%8$Q <>8>" !%8=% N<8>>

#N Q!8>% <>8>Q !!8>> N<8>< %N Q!8Q% <>8Q% !!8Q> NQ8$=

#! Q!8>> Q$8$= !%8$= N<8>$ %! Q!8Q% <>8># !!8>> N<8>Q

#% Q!8>> <>8>" !!8>! NQ8$% %% Q%8$" Q$8$" !!8>! NQ8$!

#" Q!8>< Q$8$! !!8>! NQ8$N %" Q!8>% <>8>% !%8=% N<8>N

#< Q%8$Q <>8>! !%8$= NQ8$$ %< Q%8$% Q$8$$ !%8$! NQ8$#

#Q Q!8>" <>8>% !%8$! NQ8$$ %Q Q%8$# Q$8$N !%8$< N<8>"

#> Q!8>Q <>8>" !%8=N N<8>" %> Q%8$$ Q$8$" !!8>% N<8>Q

N$ Q!8>" <>8Q% !!8>< NQ8$% "$ Q%8$= Q$8$Q !!8>Q NQ8$N

1

4

=

"

4

#

"

4

N

"

4

! #

!

]N"<+N=<>%"Q$#=>#̂

=+>Q!!%!$"=#"<!4

=

#̂+>QQ>""#$N"<!##4

#

^

$+=$%<>N$!#Q!""N4

N

#̂+#==!#">>#$#QQQ4

!

_

$+$$<=>>#QQ%$%>!#>"4

#

=

_$+$=#<!!!!%>#=<N>=4

#

#

$̂+$$$"Q>"N>Q>Q#%N<%!4

#

N

_$+$="!NNNQ%#$">!QQ4

#

!

_$+$$=<QNN=$%<<$$%N!4

=
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求解区间椭球交集模型的结构响应区间转换为求解

如下优化问题%

! #

LCT L;?

1

4

=

"

4

#

"

4

N

"

4

! #

!

D

=Q$+"N<<̂ $+%$!=4

=

$̂+<!<!4

#

$̂+$N>N4

N

$̂+!>%#4

!

G8B8

4

=

Q̂!+>>

4

#

Q̂$+$=

4

N

!̂%+$#

4

!

N̂<+

<

=

>

?

>Q

K

%"+#!%Q #̂#+N!!< =̂#+=Q%N =̂$+%#=N

#̂#+N!!< NN+Q%"% N̂+Q%=# %̂+"Q=<

=̂#+=Q%N N̂+Q%=# #>+$<$= >+="<N

=̂$+%#=N %̂+"Q=< >+="<N !>+

<

=

>

?

N>$<

4

=

Q̂!+>>

4

#

Q̂$+$=

4

N

!̂%+$#

4

!

N̂<+

<

=

>

?

>Q

,

=

4

=

Q̂!+>"%

4

#

Q̂$+$=%

4

N

!̂%+$#$

4

!

N̂Q+

<

=

>

?

$$%

,

$+#N

$+NN

$+#"

$+

<

=

>

?

(

)

*

#%

!

!%

#

""

表
Q

给出了区间模型$椭球模型和区间椭球交

集模型的结构响应区间"同时给出了
4&+

法!本例

采用
=$

Q个样本模拟#确定的区间椭球交集模型结

构响应区间作为参考解
8

表
W

"

起重机桁臂架结构不确定性传播分析结果

KC[7DQ

"

.?PD:BC;?B

M9

:6

9

C

I

CB;6?C?C7

M

G;G:DGA7BGZ6:BJD

B:AGGC:LGB:APBA:D6ZCP:C?D

模型 响应区间!

LL

#

区间模型
%<8=""

"

' (

%<8""N

椭球模型
%<8=%!

"

' (

%<8"<Q

区间椭球交集模型!

4&+

法#

%<8=<$

"

' (

%<8""#

区间椭球交集模型!序列二次规划法#

%<8=Q!

"

' (

%<8""#

区间椭球交集模型!半解析法#

%<8=QN

"

' (

%<8""=

""

通过表
Q

可以看出%

!

=

#对于该非线性结构响应函数"基于半解析

法的区间椭球交集模型结构响应区间依旧包含于椭

球模型和区间模型的结构响应区间
8

!

#

#基于半解析法的区间椭球交集模型结构响

应区间与序列二次规划法和
4&+

方法给出的结构

响应区间基本一致"其上界和下界最大相对误差分

别为
$8$##b

和
$8$$=<b8

结果表明对于该弱非线

性结构响应函数"半解析法给出的结构响应区间具

有足够的精度
8

表
>

列出了
4&+

$序列二次规划法和半解析法

的函数评价次数
8

可以看出"与序列二次规划法和

表
X

"

4&+

法'序列二次规划和半解析法响应函数评价次数

KC[7D>

"
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4&+LDBJ6V
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7
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B;PC7LDBJ6V

方法 响应函数评价次数

4&+

法
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Q

序列二次规划法
<N

半解析法
=!
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4&+

法相比"半解析法具备更少的响应函数评价次

数"因此具有更高的效率
8

对于本算例而言"采用序

列二次规划法存在得不到全局最优解的可能
8

(8(

"

屋架结构

考虑图
>

所示受均布载荷的屋架结构'

#<

(

"桁架

的弦和压杆采用钢筋混凝土制成"底部的弦和拉杆

采用钢材制作
8

其结构响应函数为
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表示桁架杆杆

长"
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! #

# 和
B5 L

! #

# 分别表示两种桁架杆的截面

积"均为不确定变量
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不确定变量的不确定域为% 图
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表
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屋架结构不确定性传播分析结果

KC[7D=$

"

.?PD:BC;?B

M9

:6

9

C

I

CB;6?C?C7

M

G;G:DGA7BGZ6:BJD:66ZB:AGGGB:APBA:D

方法
结构响应区间上界 结构响应区间下界

数值 相对误差 数值 相对误差

4&+ $8$%="!

0

$8$="!%

0

一阶近似法
$8$#>>> !#8$%b $8$=N$= #=8#=b

二阶近似法
$8$%=N# $8"=>b $8$="%# $8!#%b

""

表
=$

为屋架结构不确定性传播分析结果
8

其中

4&+

法!

=$Q

个样本#作为参考解
8

由表
=$

可知"对

于该强非线性结构响应函数"一阶近似得到的结构

响应区间的上界和下界的相对误差为
!#8$%b

和

#=8#=b

"而二阶近似法的结构响应区间的上界和下

界的分别为
$8"=>b

和
$8!#%b8

可见"二阶近似法

的求解精度较高"而一阶近似法的求解精度较低"其

结果工程上无法接受
8

因此"对于该屋架结构涉及的

强非线性结构响应函数"采用二阶近似求解结构响

应区间更合理
8

D

"

结论

本文提出了一种结构不确定性分析的新型非概

率凸集模型即区间椭球交集模型
8

该模型具有比区

间模型和椭球模型更紧凑的不确定域"也适用于处

理实际工程结构中的高维问题"在精度和效率之间

保持良好的平衡
8

进一步基于区间椭球交集模型提

,
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出半解析法求解弱非线性结构的结构响应区间"其

原理是通过求解一系列椭球表面的极值"进一步确

定区间椭球交集模型的结构响应区间
8

针对弱非线

响应函数"对其进行泰勒一阶近似"并提出半解析法

求解结构响应区间+针对强非线响应函数"对其进行

泰勒二阶近似"并采用序列二次规划法求解结构响

应区间
8

四个算例表明"对比区间模型和椭球模型"

区间椭球交集模型不仅拥有更小的不确定域"还具

备更紧凑的响应区间
8

与序列二次规划化法和
4&+

相比"半解析法处理弱非线性结构问题具备相似的

精度但更高的效率
8

对于强非线性结构响应函数"采

用二阶近似法的精度明显高于一阶近似法
8

作为一

种新型非概率凸集模型"研究其其他应用如可靠性

分析和可靠性优化设计当是进一步的研究工作
8
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附录
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依据样本点构建区间和椭球模型方法

假设有
%

维不确定变量
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#区间模型的建模方法

区间中点
2

O

(

和区间半径
2

Z

(

分别为

2

O

(

]

2

F

(

_2

,

(

#

2

Z

]

2

F

(

^2

,

(

(

)

*

#

!

0=

#

式中"

2

F

(

] D

F

=(

"

D

F

#(

"1"

D

F

%

' (

(

K 和
2

,

(

] D

,

=(

"

D

,

#(

"1"

D

,

%

' (

(
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#椭球模型的建模方法

椭球的特征矩阵
3

和中点
2

O

*

依据
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和
SJC?

I
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=<

(的半定规划法求解
+

椭球的特征矩阵
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和中点
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附录
=

"

获取区间椭球交集模型结构响应区间的
/AH

方法

求解区间椭球交集模型结构响应区间的
4&+

方法的核心思想是在模型的不确定域内随机生成大量样

本"随后通过比较这些样本的响应极值来确定响应边界
8

具体步骤如下%

!

=

#获取不确定参数的上界和下界
8

!
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#在区间参数中按照均匀分布随机生成
3

个样本"

3

的数量要求为确保可以获得
%

维超长方体范围

内的任何点
+

!

N

#将所有的样本数据代入椭球模型的不确定域表达式"并确定出
4

个满足椭球域的样本"记为
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#将样本
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依次代入结构响应函数
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! #
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#统计
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的最大值
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和最小值
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即为结构响应区间的上界和下界
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