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轴对称粗糙圆杆拉压变形的摄动解法
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由于加工工艺$日常磨损$大气腐蚀等原因"构件的表面往往存在一定的表面粗糙度"本文主要研究

具有轴对称随机粗糙表面圆杆的拉压变形行为
8

首先对粗糙圆杆模型进行了数字重建"粗糙面由高度均方根和相

关长度两个统计参量协同表征
8

然后利用微元法推导了拉压情形下粗糙圆杆的无量纲控制微分方程
8

结合摄动法

和快速傅里叶变换"对该控制方程进行了求解"获得了粗糙圆杆拉压变形的摄动解"并利用解析解与有限元解验证

了摄动解的有效性
8

最后"系统地比较了摄动一阶解和二阶解对结果的贡献"并建立了扰动幅值的经验公式
8

得到

结论%扰动对结果的影响会随着高度均方根和相关长度的增大而逐渐增大+扰动中二阶解的占比会随着高度均方

根的增大而逐渐增大"但二阶解相关长度的关系不大
8

本文工作不仅拓宽了材料力学中传统拉压问题的研究范畴"

为数学物理方法的力学实践提供了实例"同时也为优化构件制造工艺以及定量评估表面缺陷对构件力学性能的影

响提供理论依据
8

关键词
"

随机粗糙表面"拉压变形"摄动法"快速傅里叶变换"统计参量
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引言

现代工业与科技发展迅速"促使工程应用对构

件精度标准提出了更高的要求
8

由于加工工艺$日常

磨损$大气腐蚀等原因"构件表面会出现缺陷"密集

的缺陷将在构件表面形成表面粗糙度"引发构件性

能的劣化'

=

(

"表面粗糙度的存在可能会缩短构件的

使用寿命甚至使构件无法满足服役需求
8

因此"构件

表面粗糙度的相关问题成为国内外学者研究的热

点
8\J;BDJ6AGD

和
0:PJC:V

'

#

(提供了一种利用随机

信号波形来表示粗糙表面轮廓的方法"该方法通过

高度均方根与相关长度"有效模拟了实际工程中的

随机粗糙表面"且具备较高精度
8KJ6LCG

'

N

(对表征

随机粗糙面所需的参数进行了系统梳理"最后指出%

通过高度均方根与相关长度这两个参数来表征随机

粗糙面的方法"更简洁且普适
8

""

在求解含有随机粗糙表面的相关问题时"
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!

(利用有限单元法研究了变截面杆的纵向

振动频率
8

杨立军等'

%

(利用摄动法分析了变截面杆

的轴向与扭转自由振动"并得出了振动平衡方程的

近似解
8

为了探究扭转波在变截面粗糙杆中的传播

特性"秦臻等'

"

(结合摄动法和快速傅里叶变换求得

了扭转波动方程离散形式的半解析解
8

李志浩等'
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(

针对具有随机表面粗糙度圆杆的扭转变形进行了系

统研究
8

杆件拉压是材料力学中的经典问题"到目前

为止"等直圆杆和多段组合杆的拉压变形问题已经

得到了充分的研究
8

然而根据文献调研"关于具有随

机表面粗糙度的圆杆在拉伸与压缩变形方面的探究

尚不充分
8

基于此"本文针对具有统计特性的轴对称粗糙

圆杆的拉压变形展开系统研究
8

本文首先利用高度

均方根和相关长度对粗糙圆杆模型的粗糙表面进行

了数字重建"然后利用微元法建立了粗糙圆杆拉压
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变形的控制微分方程
8

运用摄动法'

%H==

(和离散傅里

叶变换'

=#H=N

(获得了随机粗糙圆杆拉压变形的摄动

解"并利用特殊情况的解析解和有限元解对摄动解

的有效性进行了验证
8

当不考虑表面粗糙度时"本文

解可退化为经典的材料力学解
8

最后分析了各阶摄

动解对最终结果的贡献"深入讨论了粗糙表面统计

参量的影响规律并建立了扰动幅值的经验公式
8

利

用粗糙面统计参数重建粗糙表面"有利于获得统计

意义上的结果"扩展了摄动解析解的适用性"将为定

量评估真实构件表面粗糙度的影响提供理论支撑
8
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粗糙圆杆模型的数字重建

考虑如图
=

所示的随机粗糙圆杆模型"粗糙圆

杆左端固支"右端施加一个轴向外力
N

"杆件在外力

作用下发生拉压变形
+

采用如下方法对此随机粗糙

圆杆进行重建%

有一长为
A

"半径为
4

的光滑圆杆"

*

轴与圆杆

轴线方向重合"

;

轴与轴线方向垂直"坐标原点在杆

左侧面圆心处
+

对不同
*

位置处的截面圆半径施加

一个随机缺陷"即可得到轴对称随机粗糙圆杆模型
+

该随机缺陷可用粗糙高度函数
=

!

*

#表示"粗糙圆杆

任意截面处的半径
-
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*

#可表示为
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图
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"

轴对称粗糙圆杆示意图
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#是一个在
$

附近小范围内波动的随机量"

用于表征各种原因在构件表面上产生的缺陷
+

该函

数与截面
*

坐标相关且满足高斯分布"同时是一个

平稳随机离散序列'
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(

"其概率密度函数
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其中"

'

为粗糙面的高度均方根
+

该粗糙面的数字重建可通过线性滤波过程实

现'
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"设定高斯型自相关函数
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其中"

A
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为相关长度
+

由建模过程可知"粗糙面由高度均方根和相关

长度两个统计参量协同表征"二者均具有'长度(

=的

量纲
+

由于杆件表面的缺陷与圆杆半径相比通常较

小"故粗糙圆杆的初始半径
4

与粗糙高度函数
=

!

*

#

的高度均方根满足关系%

4

3'

+

由高度均方根与相

关长度的不同组合重建得到的粗糙面如图
#

所示%

高度均方根
'

越大"粗糙面的波动幅度越大"对应表

面的粗糙程度越大+相关长度
A

@

越大"粗糙面越趋

于平滑
+

&

"

控制方程推导及摄动法求解

设粗糙圆杆的弹性模量为
#

"任意位置的截面

面积为
B

!

*

#"不计杆自重
+

根据胡克定律"对于光

滑圆杆而言"其伸长量表达式为

.
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#
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其中"
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#为圆杆任意位置截面沿轴线方向的

位移
+

在粗糙圆杆任意微元
V*

上"可以认为截面近

似保持不变
+

根据式!
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段的伸长量可表示为
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故粗糙圆杆的拉压变形控制微分方程为

V
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对图
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所示的坐标系进行缩放
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"

不同高度均方根和相关长度组合下粗糙高度随无量纲坐标的变化曲线
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#与坐标相关"式!
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#为变系数常微分

方程"可采用摄动法'
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(求解
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选用无量纲小参数
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将摄动小量
#

引入式!
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#"展开平方项得
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分别对应摄动解的零阶解$一阶

解和二阶解
+

将式!
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#代入无量纲控制微分方程
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观察式!
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"两端关于
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的同次幂项#可得如下

三个方程
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"分别为控制微分方程的零阶&一阶

和二阶解方程#对应的边界条件为
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"两端不含高度函数
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为积分常数
&

将边界条件!
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此结果与'材料力学(

$
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%中光滑圆杆拉压变形

的结果一致#故零阶解代表
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的结果
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现采用
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!详见附录
3
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求解
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对式!
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其中#

6

为虚数单位#
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为频域变量
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对式!
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"左端运用傅里叶变换导数定理#右端

运用卷积定理$
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以上推导过程仅适用于连续函数#而粗糙高度

函数
'

!

!

"是一个离散随机序列#与截面位置相关的

量#如#

%

&

&

#

%

'

&

"

"

&

以及"

"

'

等均为离散量
&

因此#利用

抽样定理和离散傅里叶变换$

&"

%

!详见附录
3

"将式

!

'0

"离散化得

.+

&

/

! "

01

(.+

'

/

! "

01

'

.+

"

/

! "

01

)

2

601

'

"

! "

/

!

'7

"

其中#

0

为抽样的样本数#

1

为抽样间隔#

3

为时域

中离散点的序号#

/

为频域中离散点的序号#

2

为抽

样算子*

.+

&

/

! "

01

&

.+

'

/

! "

01

与
.+

"

/

! "

01

分别是"

"

&

!

31

"&

"

#$

'

#

%

'

$

与#

%

&

的离散傅里叶变换
&

设随机粗糙圆杆模型沿轴线的取点间隔为
1+

#

摄动法取点间隔为
1

#根据图
&

模型的无量纲化过

程#可知

1(

1+

4

(

!

'*

"

对式!

'7

"两端进行离散傅里叶逆变换#利用离

散卷积定理$

&"

%

!详见附录
3

"#可得一阶解特解

"

"

&

2

!

31

"

(

"

#$

'

#

%

'

$

)

!

)&

.+

"

/

! "

01

)

2

601

'

"

! "

$ %

/

!

'!

"

结合边界条件!

&.,

"#将式!

'!

"代入"

"

&

(

"

"

&

2

%

"

"

&

1

可得积分常数为

(

&

()

"

"

&

2

!

$

" !

'.

"

得到离散形式的一阶解

"

"

&

!

31

"

(

"

"

&

2

!

31

"

)

"

"

&

2

!

$

" !

'/

"

!&#

!

二阶解

二阶解方程!

&!-

"的求解过程与一阶解类似#具

体推导过程可见附录
8

#这里只给出二阶解结果

)
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"

"

'

!

31

"

(

"

"

'

2

!

31

"

)

"

"

'

2

!

$

" !

"$

"

其中

"

"

'

2

!

31

"

(

"

#$

'

#

%

'

$

)

!

)&

.+

!

/

! "

01

)

2

601

'

"

! "

$ %

/

)

"

#$

'

#

%

"

$

)

!

)&

.+

*

/

! "

01

)

2

601

'

"

! "

$ %

/

!

"&

"

零阶解离散化得

"

"

$

!

"

!

"

(

"

#$

'

#

%

$

)!

31

" !

"'

"

将式!

'/

"&式!

"$

"与式!

"'

"代入式!

&7

"#得到控

制方程!

!

"离散形式的摄动解为

"

"

!

31

"

(

"

"

$

!

31

"

%

!

"

"

&

!

31

"

%

!

'

"

"

'

!

31

"!

""

"

根据无量纲化过程#粗糙圆杆实际伸长量为

"

(4

(

"

"

!

"0

"

#

!

结果与讨论

本节首先对摄动解的有效性进行验证#然后在

此基础上深入讨论粗糙面统计参量对杆件拉压变形

的影响
&

#&"

!

结果有效性验证

本研究选用的圆杆为细长杆#根据长细比要求#

长度应远大于半径#即
4

(

$&

结合前文
$

(#

的尺度

要求#数值计算中粗糙圆杆选用如下参数+

#('$*

9:+

#

$

($&"

#

4(7$;

#

$($&';

#

"(&$$<&

如图
"

所示#验证模型共两组分别为正弦粗糙

圆杆模型与随机粗糙圆杆模型
&

前者的粗糙面由正

弦函数曲线决定#根据材料力学#可利用微元法求得

其拉压变形的解析解
&

后者粗糙面的统计参量为
#

($&$$&;

#

4

(

(7;

#可利用
3<=>=

得到其拉压变

形的有限元解
&

图
0

展示了不同方法求得的粗糙圆

杆伸长量随无量纲坐标
%

(!

,

4

的变化曲线
&

可见#

摄动解相比解析解与有限元解的最大相对误差分别

为
$&"&?

与
$@''?

#验证了摄动解的有效性
&

图
"

!

两组验证模型示意图#左+正弦粗糙圆杆#右+随机粗糙圆杆

A6

1

@"

!

=-B5;+C6-#6+

1

D+;EFGCHFI+J6#+C6FK;F#5JE

#

J5GC

+

-6D-LJ+DDF#H6CBE6K5MH+I5DFL

1

BELDG+-5

#

D6

1

BC

+

-6D-LJ+DDF#H6CB+N6E

O

;;5CD6-D+K#F;DFL

1

BELDG+-5

#&!

!

粗糙面统计参量的影响

根据前文#随机粗糙圆杆拉压变形的摄动解由

零阶解&一阶解和二阶解组成#其中零阶解代表没有

缺陷的光滑圆杆的伸长量#一阶解与二阶解之和代

表由随机缺陷形成的粗糙面对伸长量的影响
&

定义

该影响为粗糙面对结果的扰动
)"

)

"

$

)

#扰动在所

有离散点中绝对值的最大值
)"

)

"

$

)

;+N

为扰动幅

值
&

由于粗糙面的生成具有随机性#本小节数据均为

对应统计参量组合下
&$$

次样本结果的均值
&

为了厘清扰动
)"

)

"

$

)

中#一阶解与二阶解对

结果的影响大小#分别对摄动解的零阶解&一阶解与

二阶解进行分析
&

定义
&&

为圆杆上离散点轴向位移

摄动解的扰动与零阶解的比值绝对值*定义
&'

为二

阶解与一阶解的比值绝对值#即

&&

!

31

"

(

)"

)

"

$

)

)"

$

)

!!!

!

"7+

"

&'

!

31

"

(

!

'

)

"

"

'

)

!)

"

"

&

)

(

!

"

"

'

"

"

&

!

"7,

"

定义一个条件为

&

*'

!

"*

"

)

$&'
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图
!

"

两组验证模型粗糙杆伸长量结果对比"左%解析解
5+

摄动解"右%有限元解
5+

摄动解

2;

I

8!

"

&6L

9

C:;G6?6Z:6A

I

J:6VD76?

I

CB;6?:DGA7BG6[BC;?DV[

M

V;ZZD:D?BLDBJ6VGZ6:BE6@C7;VCB;6?L6VD7G

"

7DZB

%

C?C7

M

B;PC7G67AB;6?@G8

9

D:BA:[CB;6?G67AB;6?

+

:;

I

JB

%

Z;?;BDD7DLD?BG67AB;6?@G8

9

D:BA:[CB;6?G67AB;6?

其中
&'

$

"

&

越小则高阶解相对低阶解越小
+

定义
0

为粗糙圆杆上满足条件!

N"

#的离散点个数的占比"

0

越大"粗糙圆杆上满足条件!

N"

#的离散点越多
+

对于

/=

"取
&

=

]$+$=

+对于
/#

"取
&

#

]$+=+

图
%

和图
"

展

示了
0

随统计参量的变化曲线"其中
0

=

为
/=

满足

条件!

N"

#的离散点占比"

0

#

为
/#

满足条件!

N"

#的离

散点占比
+

图
%

"

&

=

随统计参量的变化曲线

2;

I

8%

"

5C:;CB;6?PA:@D6Z

0

=

E;BJGBCB;GB;PC7

9

C:CLDBD:G

""

由图
%

可知"在图中所示的统计参量范围内"

0

=

会随着
'

和
A

@

的增大而逐渐减小
+

这表明扰动的影

响会随着
'

和
A

@

的增大而逐渐增大
+

图
%

中
0

=

始终

大于
>%b

"即在不同统计参量组合下"

>%b

以上离

散点的扰动均小于零阶解的
=b+

扰动的影响比较

微小"这是由本文粗糙圆杆的缺陷远小于圆杆初始

半径所致"符合本文假设
+

由图
"

可知"

A

@

对
0

#

几乎不产生影响"

'

的影响

较为显著%

'

越小"

0

#

越大"曲线变化越平稳"

'

越大"

0

#

越小"曲线波动越剧烈
+

这意味着扰动
%.

^

.

$

%

中

二阶解的占比会随着
'

的增大而逐渐增大"但与
A

@

无关
+

为了进一步厘清粗糙面统计参量的影响"下面

研究扰动幅值
%.

^

.

$

%

LCT

与统计参量
'

和
A

@

的关

系
+

图
<

展示了固定其中一个统计参量"扰动幅值随

另一统计参量的变化情况
+

可以看到随着统计参量

,
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图
"

"

&

#

随统计参量的变化曲线

2;

I

8"

"

5C:;CB;6?PA:@D6Z

0

#

E;BJGBCB;GB;PC7

9

C:CLDBD:G

图
<

"

扰动幅值随统计参量的变化曲线

2;

I

8<

"

5C:;CB;6?PA:@D6Z

9

D:BA:[CB;6?CL

9

7;BAVDE;BJGBCB;GB;PC7

9

C:CLDBD:G

图
Q

"

预测解与摄动解的三维柱状对比

2;

I

8Q

"

N3[C:P6L

9

C:;G6?[DBEDD?

9

:DV;PB;@DG67AB;6?C?V

9

D:BA:[CB;6?G67AB;6?

,
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的增大"在双对数坐标系下扰动幅值
%.

^

.

$

%

LCT

均

呈线性增加趋势
+

""

根据扰动幅值
%.

^

.

$

%

LCT

与统计参量的关系"

使用如下公式对曲线进行最小二乘拟合

76

I

=$

!

%.

^

.

$

%

LCT

#

]J

=

76

I

=$

'

_J

#

76

I

=$

A

@

_<

!

N<

#

引入光滑圆杆最大伸长量 NA

#

"

4

#

"式!

N<

#可变形

为如下经验公式

%.

^

.

$

%

LCT

]

NA

#

"

4

#

,

R

$

,

'

J

=

,

A

J

#

@

!

NQ

#

基于上式"对多组数据进行最小二乘法拟合"

可得

J

=

]=+$$!

"

"

J

#

]$+!"%

"

"

R

$

]$+$%Q"

!

N>

#

通过式!

NQ

#可预测粗糙圆杆的扰动幅值与光滑

圆杆最大伸长量的比值

!

]R

$

,

'

J

=

,

A

J

#

@

!

!$

#

为了检验拟合效果"图
Q

将式!

NQ

#的预测解与

本文摄动解进行了对比
+

其中"方柱表示式!

NQ

#的预

测结果"红球表示本文摄动解结果"可见二者具有较

高的吻合度
+

同时在图上三个不同的角上标明了对

应统计参数条件下"粗糙圆杆的扰动幅值与光滑圆

杆最大伸长量的比值"以便对粗糙面统计参数的影

响进行直观评价
+

(

"

结论

本文利用线性滤波过程重建了含有随机粗糙表

面的轴对称粗糙圆杆的数字模型"结合摄动法和傅

里叶变换"求解了该模型拉压情形下的控制方程"得

到了粗糙圆杆轴向位移的摄动解
+

利用
40K10̀

将离散解数值化"并与解析解和有限元解分别进行

对比"验证了摄动解的有效性
8

然后"评估了摄动一

阶解和二阶解对轴向位移的贡献
8

最后"系统讨论了

统计参量对轴向位移的影响规律并建立了经验公

式
8

本文对材料力学中传统拉压问题的研究进行了

扩展"获得摄动解的过程本身也为数学物理方法的

力学实践提供了实例
8

此外"摄动解析解的建立是以

粗糙面统计参数为依据"可以从统计意义上对实际

工程中粗糙面的影响提供定量评估
8

由于本文中的

粗糙面是轴对称的"与实际工程存在差异"鉴于真实

粗糙面建模和控制方程求解的复杂性"相关工作还

有待更进一步的深入研究
8
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推导摄动解涉及的定义及公式
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Ỳ!

#

经过抽样定理与离散傅里叶变换处理过后"式!

Ỳ!
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