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本文基于结构拓扑优化的
(&4

!独立$连续和映射的简称#方法"发展出了双映射接力运作的求解途

径"因)双*的英文简称为
`

"故称之为
H̀(&4

求解途径
8

该途径由两步组成%第一步是
1

!线性#映射作用于结构拓

扑优化问题"使之成为离散模型"然后构造了约束函数+第二步是
)1

!非线性#映射作用于离散模型"使之成为连续

模型"同时实现了单元拓扑变量由离散到连续的转换过程
8

以往
(&4

方法的求解途径中"上述第一步只是起到理

论推导的作用"构造约束函数同其它建模与求解等算法均包含在第二步里"因此属于)一步求解*途径
8̀H(&4

虽然

属于)两步求解*途径"但是优化模型寻优仍然沿用
(&4

方法惯用的序列对偶二次规划算法
8

本文以位移约束的体

积极小化结构拓扑优化问题为例"示例了上述建模及求解过程
8

单载荷工况和多载荷工况的算例"均印证了本文的

研究实现了预期构想"与目前旨在得到清晰拓扑的
N

种方法 !

=

$考虑
'DC@;G;VD

投影的
+(4Y

方法+

#

$浮动投影拓

扑优化
&

简称为
2YK-

'

方法+

N

$非惩罚的光滑边界材料分布拓扑优化
&

简称为
+*43-K

'

方法#"以及
(&4

方

法以往的求解途径"进行了迭代次数$清晰程度$寻优能力等方面的对比"结果表明
H̀(&4

求解途径表现最好
8

本文

研究不仅丰富了
(&4

方法建模策略"推动了
(&4

方法求解途径的完善"也为解决模糊边界问题提供了一种优越的

做法
8

过往的连续体结构拓扑优化求解"因消除棋盘格和网格依赖性问题而采取的过滤操作导致最优拓扑构型产

生模糊边界"而且过滤半径越大"则边界越模糊
8

本文克服了这些令人堪忧的问题"可以成功地得到最优拓扑构型

的清晰边界
8

值得提及的是"本文研究的关键技术"可以移植到包括变密度方法等所有连续变量优化的方法中
8

关键词
"

结构拓扑优化"

(&4

方法"两步求解途径"线性映射"非线性映射"位移约束的体积极小化问题
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引言

连续体结构拓扑优化是在指定的设计域内"设

计材料的拓扑分布"以满足一定结构性能如位移$应

力等约束条件下"使目标最优"如结构体积!或重量#

极小化
8

在采用有限元网格对结构进行离散$分析和

优化的情况下"连续体结构拓扑优化问题本质上属

于
$H=

离散优化问题"

$

代表相应子区域不分布材

料"

=

代表相应子区域分布材料
8

由于结构的有限元

网格数通常很多"导致这类大规划的离散优化问题

求解非常困难'

=

(

8

为解决这一困难"早期连续体结构

拓扑优化的一类方法是将
$H=

之间的拓扑变量放松

到'

$

"

=

(之间"从而可以利用成熟的基于连续变量的

大规模优化求解算法
8

如均匀化方法定义了微结构

尺寸作为设计变量'

#

(

"变厚度法定义单元厚度为设

计变量'

N

(

"变密度法定义单元人工密度为设计变量"

采取惩罚函数使单元人工密度变量向
$

或
=

逼近"

典型的如固体各向同性材料惩罚模型!

+(4Y

%

+67;V
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#

'

!

(

8

不同于上

述各方法将拓扑变量挂靠在不同的物理量上"隋允

康提出的
(&4

!独立$连续和映射#方法定义独立拓

扑优化层次的设计变量"采用映射和逼近概念从数

学层面建立基于连续变量的结构拓扑优化模

!
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进化结构优化!
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#

'

Q

(以及后面发展的双向进化结

构优化方法!

*̀+-

#

'

>

(则不建立优化模型"直接依

据敏度数"采用启发式算法"对单元进行删除或保

留
8

上述各类基于单元设计变量的方法均存在棋盘

格现象及网格依赖性问题'

=$

(

"解决上述问题一种常

用的方式是对单元敏度或单元设计变量进行过滤处

理"但得到的最优拓扑在边界上存在大量灰度单元

!即单元设计变量取值不为
$

或
=

"而取
$

到
=

之间

的中间值"意味着此类单元需要圆整为
$

或
=

#

'

==

(

8

*+-

或
*̀+-

得到的结果不存在灰度单元"但需要

指定体积比约束条件"不同的体积比以及不同的删

除策略对最优拓扑构型影响很大
8

解决边界灰度单元过多的方法之一是采用

'DC@;G;VD

投影'

=#H=!

(

"但
'DC@;G;VD

投影方法中一次

性太逼近于
'DC@;G;VD

函数将引起数值问题"表征

对
'DC@;G;VD

函数逼近程度的参数需要渐次变化"

从而导致优化迭代次数大幅增加
8

另一种途径是采

用基于离散变量的优化方法
8+@C?[D:

I

等将位移和

应力约束等连续体拓扑优化问题采用基于离散变量

的线性混合
$H=

规划算法求解"但只能求解小规模

的离散变量拓扑优化问题'

=%

(

8+@C?[D:

I

和
\D:LD

等结合离散变量灵敏度和构造邻域搜索技术"采用

分支定界法求解了中等规模的离散变量拓扑优化问

题'

="

(

8Y;PD77;

借鉴
+(4Y

和
*̀+-

方法中的高效灵

敏度计算"构造一系列线性整数规划"使用商用的分

支定界求解器求解了最小柔顺度等问题'

=<

(

8̀DPFH

D:G

采用序列近似规划构造非线性整数规划子问题"

使用拉格朗日松弛算法求解了约束个数较少的大规

模离散变量拓扑优化问题'

=Q

(

8

基于离散变量优化模

型的方法还处于探索阶段"其对大规模问题的求解

效率还有待提升
8

与前述基于单元定义设计变量方法不同"另一

类结构拓扑优化方法是定义边界相关参数为设计变

量"通过边界演化来实现结构拓扑寻优
8

如水平集方

法以水平集函数的边界演化实现材料的最优分

布'

=>

(

8

可移动变形组件法'

#$

(

$可移动变形孔洞

法'

#=

(

$移动可变形杆件法'

##

(和几何投影法'

#N

"

#!

(等"

最近的如
SJC?

I

等提出的将可移动孔洞!

445

#与

边界元法结合的方法'

#%

(

"均是以几何组件的移动及

边界形状实现拓扑变化
8

这类方法可得到显式定义

的几何边界"但通常其结构拓扑仍映射到有限元的

网格单元上"其边界单元仍是以灰度单元的形式进

行模拟计算"而且最优拓扑受初始的几何参数集

影响
8

相比于基于边界演化的方法"基于单元设计变

量的方法可自由生成拓扑"如
SJC?

I

等将
+(4Y

法

与神经网络技术结合实现在结构拓扑中考虑人文的

个性化设计'

#"

(

8

但最优拓扑边界模糊"存在大量灰

度单元
8'AC?

I

结合基于单元设计变量法和基于边

界设计法两类方法的优点"研究了一种浮动投影拓

扑优化 !
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"简写为
2YK-

#方法"可以得到清晰拓扑"只有

与边界线相交的单元处于灰度状态"而且其材料插

值不需要如变密度法一样采取惩罚材料插值模型如

+(4Y

插值"而仅需要采用自然的线性材料插值方

案'

#<

"

#Q

(

82A

等基于
+(4Y

方法的框架提出一种光滑

边界材料分布拓扑优化!
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简写为
+*4H

3-K

#方法"使用单元体分比作为设计变量"早期仍

用
+(4Y

的材料惩罚模型"之后可以不使用材料惩

罚模型"而是直接用线性材料模型
8

该方法同样能得

到只有边界相交的单元处于灰度状态"边界光滑的

最优拓扑'

#>

"

N$

(

8

本文工作基于结构拓扑优化
(&4

方法'

%H<

(的概

念及建模思想"在优化的求解途径解法上进行了调

整"第一步通过)

1

!线性#映射*表达离散优化模型

时"用离散拓扑变量构造了约束函数+第二步通过

)

)1

!非线性#映射*转换离散模型为连续模型时"在

将单元拓扑变量连续化的同时"使目标和约束条件

皆成为连续拓扑变量的显函数
8

以
H̀(&4

命名这个

`

!双#映射求解途径
8

尽管
H̀(&4

的第二步同以往
(&4

方法的运作

完全相同"但是约束函数近似显式化的表达算法却

留在第一步里"尤其在迭代寻优中"这种保留显示了

数值求解的合理性
8

在达到同样最优拓扑离散效果

的要求下"

H̀(&4

收敛的更快
8

%

"

结构拓扑优化离散模型的
1

映射和建模

(&4

方法的理论体系其实就是两步走出来的%

,

N"=

,第
#

期
"""""""""""

彭细荣等%

"

结构拓扑优化
(&4

方法的
`

映射求解途径



第一步采用阶跃函数的反函数跨栏函数"把物理量

表示为离散拓扑变量的严格函数关系"形成了准确

的离散优化模型+第二步采用过滤函数逼近跨栏函

数"离散优化模型转换为近似的连续优化模型"此时

离散的
$

&

=

拓扑变量扩展为'

$

"

=

(之间的连续拓扑

变量
8(&4

方法的第一步只是理论推导过程"求解

集中在第二步上"包括构造约束函数与其它建模与

求解等算法"因此遵循)一步求解*策略
8

H̀(&4

属于)两步求解*途径"第一步视为)

1

映射*"置离散优化模型于求解的相对独立阶段
8

对

结构设计域进行有限元离散"对应于每一个单元"定

义一个独立的拓扑层次的设计变量8
/

&

"以8
/

&

]$

表示

对应单元删除"

8

/

&

]=

表示对应单元保留
+

由于仅取

$

或
=

两个离散值"称之为离散拓扑设计变量
+

单元各物理量与离散拓扑变量8

/

&

的关系可表

示为乘积形式%

C&

!

8

/

&

#

]

8

/

&C

$

&

!

=

#

其中

8

/

&

]

$

表示删除

=

(

)

*

表示保留
!

#

#

称完成离散线性变换运作的式!

=

#为)

1

映射*"

1

是

1;?DC:

的缩写
+

由此"物理量只能取到两个状态%

$

或
C

$

&

"称
C

$

&

为结构单元对应的固有量
+

物理量可以为单元的体

积!或重量#$单元刚度矩阵$单元质量矩阵$单元材

料对应的弹性模量等等
+

以单元体积和结构总体积为例%

G

&

!

8

/

&

#

$

8

/

&

G

$

&

"

"

?

!

!

"

#

$

#

3

&

$

=

8

/

&

G

$

&

!

N

#

其中"

G

$

&

为单元固有体积"

3

为有限元网格中单元

总数
+

单元刚度矩阵和结构总刚度矩阵分别为%

#

&

!

8

/

&

#

$

8

/

&

#

$

&

"

"

$

!

!

"

#

$

#

3

&

$

=

8

/

&

#

$

&

!

!

#

其中"

#

$

&

为单元固有刚度矩阵
+

对矩阵而言"这里的

求和符号意指单元矩阵组装成整体矩阵的过程
+

将约束函数表示为函数向量形式为
%]

!

H

=

"

1"

H

!

#

K

"由此可表示基于离散拓扑变量的优化

模型%

L;?

8

/

+

#

3

?

!

!

"

#

G8B8H

I

!

!

"

#

,

7

I

!

I

]=

"1"

!

#

""

8

/

&

]$6:=

!

&]=

"1"

3

(

)

*

#

!

%

#

其中"

!

"

为离散拓扑变量向量"目标函数为结构总体

积"

!

为约束总数"

3

为设计变量总数
+

以位移约束为例"说明约束函数的显式化的过

程
+

式!

%

#中的位移约束
H

I

!

!

"

#"按惯用表达"记为

1

I

!

!

"

#

+

根据莫尔定理"

I

自由度的位移为'

%

"

"

(

%

1

I

$

#

3

&

$

=

!

&

4

&

#

K

'

?

&

$

#

3

&

$

=

!

'

4

&

#

K

#

(

=

&

'

?

&

!

"

#

其中"

&

4

&

表示位移实载荷工况下单元
&

的节点位移

向量"

'

4

&

与
'

?

&

分别表示实$虚载荷工况下单元
&

的

节点力向量
+

将式!

!

#代入式!

"

#得到%

1

I

!

!

"

#

$

#

&

+

2

6

!

'

4

&

#

K

!

#

$

&

#

(

=

'

?

&

&

!

"

&

!

<

#

其中

2

6

]

2

&

%

8

/

&

]=

!

&]=

"1"

3

#3 !

Q

#

很可惜"实$虚载荷下式!

<

#中两个节点力向量

皆为离散拓扑变量的隐函数"因而尚未得到位移以

离散拓扑变量表达的显函数
+

不过"此式提供启发%

若式中分子在迭代中为常数"则位移成为非零的拓

扑变量倒函数
+

为此"下面在一次寻优迭代中进行讨

论"第
?

次迭代时"式!

<

#的分子为%

'!

'

4

&

#

K

!

#

$

&

#

^=

'

?

&

(

!

G

#

]

8

/

!

G

#

&

'!

'

4

&

#

K

!

#

&

#

^=

'

?

&

(

!

G

#

]

8

/

!

G

#

&

@

!

G

#

&

I

!

>

#

尽管超静定结构的内力随单元面积的变化而改

变"但是在每一次迭代寻优中"按照暂时)静定化假

设*"得知各单元内力不随单元改变"这种处理无论

在截面层次还是拓扑层次的优化"皆屡试不爽
+

换句

话说"在第
G

次迭代寻优中"式!

<

#中的约束系数若

用式!

>

#"则可视为常数
+

于是"由式!

<

#得到离散拓

扑变量的如下显函数%

1

I

!

!

"

#

$

#

&

+

2

6

8

/

!

G

#

&

@

!

G

#

&

I

&

8

/

&

!

=$

#

为减少计算量"根据式!

"

#"式!

>

#可转换为%

@

!

G

#

&

I

]

'!

'

4

&

#

K

&

?

&

(

!

G

#

]

'!

'

?

&

#

K

&

4

&

(

!

G

#

!

==

#

其中下标
I

对应于虚工况
?

"其为只在
I

自由度方

向作用单位荷载的虚工况'

%

"

"

(

+

具体编程时"可以自

行选上述的一种
+

总结一下"位移约束推导的可用结

果是式!

Q

#$式!

=$

#和式!

==

#三式
+

,

!"=
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&

"

化离散模型为连续模型的
)1

映射处理

上一节虽然叙述了
1

映射后得到离散拓扑优

化模型的过程"但是离散问题的求解存在组合爆炸

困难"须将其转换能够近似逼近它的连续化问题
8

式!

=

#与式!

#

#其实揭示了
(&4

方法中跨栏函

数'

%H<

(的作用"用过滤函数可以逼近它"见图
=8

图
=

"

过滤函数逼近跨栏函数

2;

I

8=

"

2;7BD:ZA?PB;6?C

99

:6T;LCBD'A:V7DZA?PB;6?

采用过滤函数
)

!

/

&

#逼近跨栏函数8

/

&

"取得一石

二鸟的效果%取
$

&

=

的离散变量拓广为闭区间'

$

"

=

(

上的连续变量"离散模型式!

%

#扩展为如下连续

模型%

L;?

/

+

#

3

?

!

)G

!

/

=

#"

)G

!

/

#

#"1"

)G

!

/

3

##

G8B8H

I

!

)

7

!

/

=

#"

)

7

!

/

#

#"1"

)

7

!

/

3

##

,

7

I

!

I

]=

"1"

!

#

""

$

,

/

&

,

=

!

&]=

"1"

3

(

)

*

#

!

=#

#

其中
)G

!

/

&

#为目标函数的过滤函数"

)

7

!

/

&

#为约束函

数的过滤函数
+

以上做法是
(&4

方法里熟知的由离散到连续

的变换"为了行文方便"本文命名为
)1

映射"

)1

是非线性的英文缩写
+

此时结构拓扑优化问题的位移约束"由式!

=$

#

和式!

==

#连续化为如下两式%

1

I

!

"

#

$

#

3

&

$

=

/

!

G

#

&

@

!

G

#

&

I

&

)J

!

/

&

#

""""""

!

=N

#

@

!

G

#

&

I

$

'!

'

4

&

#

K

&

?

&

(

!

G

#

$

'!

'

?

&

#

K

&

4

&

(

!

G

#

!

=!

#

其中"

)J

!

/

&

#是单元刚度矩阵的过滤函数
+

这里需要做一个重要说明%进行
)1

映射后"

,

映射阶段的式!

Q

#就不需要单独予以考虑了"原因是

连续变量在
$

与
=

的闭区间上"接近
$

的数值可以

用一个很小的正数例如取
/

&

]=a=$

^"替代"这不仅

可以防止有限元分析时出现奇异"而且优化模型中

待删单元对应的项也不会出现数值发散
+

因此"原本

是难以预判的主动集计算"相应的式!

Q

#就可以免去

考虑了"这是十分有利的处理
+

本文篇幅所限"

`

映射之后的求解"将结合位移

约束的结构拓扑优化问题"在下一节予以介绍
+

'

"

位移约束结构体积极小化问题求解

累计前面的阐述"顺序进行了包括
1

映射和

)1

映射的
`

映射之后"位移约束下结构总体积最

小的结构拓扑优化问题"可以表示为如下显式模型%

L;?

/

+

#

3

?

!

"

#

$

#

3

&

$

=

)G

!

/

&

#

G

$

&

G8B81

I

!

"

#

$

#

3

&

$

=

/

!

G

#

&

@

!

G

#

&

I

&

)J

!

/

&

#

,

1

I

"

!

I

$

=

"1"

!

#
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/

&

,

/

&

,

=

!

&

$

=

"1"

3

(

)

*

#

!

=%

#

其中
)G

!

/

&

#为单元体积过滤函数
+

令

*

&

]=

&

)J

!

/

&

# !

="

#

则

/

&

]

)

^=

J

!

=

&

*

&

# !

=<

#

于是式!

=%

#转化为%
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*

+

#

3

#

3

&

$

=
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!

)

(

=

J

!

=

&

*

&
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G

$

&
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#

3

&

$

=

/

!

G

#

&

@

!

G

#

&

I

*

&

,

1

I

"

!

I

$

=
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!

#
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=

,

*

&

,

*

&

"

!

&

$

=
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3

(

)

*

#

!

=Q

#

其中"

*

&
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&

)J

!

/

&

#

+

将目标函数进行二阶
KC

M

76:

展开"其第
&

项为%

)G

!

*

&

#

-
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!

*

$

&

#

_

)

K

G

!

*
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L
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*
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&
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$

&

#

#

!
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#

其中"目标函数一阶和二阶导数为%

)

K

G

!

*

&

#

]

)
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G

!

/

&
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&

!

*

&

#
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!
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/
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由式!

="

#得%

V/

&

V*

&

]^

)

#

J

!

/

&

#

)

K

J

!

/

&

#

!

##

#

从式!

##

#求二阶导数%

V

#

/

&
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#
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!

/

&
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)
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/
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#

)

N
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!
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#

)

K

J

!

/

&

#

!

#N

#

将式!

##

#代入式!

#$

#"同时将式!

##

#和式!

#N

#代入

式!

#=

#"分别得%

)
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#

略去式!

=>

#中对最优解没有影响的常数项"并记%
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即得到式!

=Q

#的二阶近似优化模型%
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#

!

#Q

#

前述过滤函数可取专著'

%

"

"

(中介绍的任意一

种形式"例如当取为幂函数形式时"单元及刚度矩阵

的过滤函数为%

)G

!

/

&

#

]/

"

G

&

"

和
"

)J

!

/

&

#

]/

"

J

&

!

#>

#

此时"对应的目标函数中的系数可求得为%

<
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#

对式!

#Q

#可以采用
(&4

方法惯用的序列对偶二次

规划算法求解'

%

"

"

(

+

收敛准则取为%

V?]

!

?

!

J_=

#

?̂

!

J

#

#&

?

!

J

#

&#

!

N#

#

其中
#

为设定的收敛限值"通常可取
#

]=a=$

^!

+

从本质看"

1

映射是离散
H

离散的过程"而
)1

映射是离散
H

连续的过程
8

尽管对
`

映射模型的求解

得到了很接近离散的最优拓扑构型"但是还缺一个

从连续
H

离散逆映射的一锤定音过程
8

为此"这里简

要地介绍一下本文方法中的逆映射做法"包括边界

圆整化技术
8

第一步采用加权平均的方式"用单元拓扑设计

变量得出节点拓扑变量"即%

/

!

%

#

&

$

#

3

&.

I

$

=

"

I

/

!

.

#

I

#

3

&.

I

$

=

"

I

!

NN

#

式中
/

!

%

#

&

表示节点拓扑变量"

/

!

.

#

I

表示单元拓扑变

量"

3

&.

是与
&

节点相连的单元数"

"

I

是与
&

节点相连

的单元
I

的夹角
+

第二步是按节点拓扑分布场的等值线!或面#将

区域划分成删除区域和保留区域
+

等值线!或面#阀

值简单处理可按最优体积比不变的原则确定"也可

按使主动性能约束取等式的条件来确定"但需要做

有限元分析"前者按最优体积比不变处理则不需要

做有限元分析"但可能会使性能约束与连续模型时

的结果有略微差别
+

以下算例中"过滤函数取为幂函数形式"指数分

别取为
"

G

]=

"

"

J

]=$+

最优拓扑边界按最优体积比

不变的原则确定等值线!或面#阀值
+

(

"

算例与讨论

以下算例将下列
%

种方法得到的结果进行

对比%

!

=

#采用
'DC@;G;VD

投影的
+(4Y

方法'

=#H=!

(

"惩

罚函数采用幂函数形式"指数取
N

"简记为
+(4Y'

+

!

#

#

2YK-

方法'

#<

"

#Q

(

"物理量与设计变量间采

用线性关系式"简记为
2YK-

+

!

N

#采用非惩罚的
+*43-K

方法'

N$

(

"物理量

与设计变量间采用线性关系式"简记为
+*43-K

+

!

!

#

(&4

一步解法'

%

"

"

(

"过滤函数采用幂函数形

式"单元刚度矩阵的过滤函数幂指数取
N

"简记为
-H

(&4

+

!

%

#

H̀(&4

方法"过滤函数采用幂函数形式"单

元刚度矩阵的过滤函数幂指数取
=$8

鉴于前三种方法一般求解体积约束下结构柔顺

度极小化问题"而本文遵循
(&4

方法一直秉承的理

,
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念"以结构性能为约束结构体积极小为目标建模
8

两

种模型在某些情况下是具有互逆关系'

N=

(

"为方便比

较"在设置
(&4

和
H̀(&4

解法的位移约束条件时"

通过确定适当的位移约束值"使之最优体积目标值

正好与前三种方法设置的体积约束值相等
8

运行时间的比较是基于所有方法均运行在同一

硬$软件环境之下的前提之下
8

柔顺度值的比较基于

所有最优拓扑结构的结构体积比均相同的前提之

下
8

离散度值用于衡量最优拓扑结构时拓扑变量分

布值的离散程度
8

文献'

N#

(定义

!

%>

$

=

3

#

3

&

$

=

!/

&

!

=

(

/

&

# !

N!

#

描述离散程度"但其值越小"代表离散程度超高"与

离散程度成反比关系
+

本文采取如下更为直观并合

乎常理的离散度定义"其值越大"代表离散程度超

高"与离散程度成正比关系
+

定义

!

/

&

/̂

&

#!

=̂ /

&

#

,

=a=$

^!

!

N%

#

为设计变量值逼近
$

!或8
/

&

#或
=

的单元"称为离散单

元"离散度
3/

定义为满足式!

N%

#的离散单元总数

除以总单元数
+

后面算例中所比较的及图形中所描

述的均是
3/

值
+

但在表
=

和表
N

中同时也列举了

!

%>

值
+

(+%

"

算例
=

!单工况二维悬臂梁结构拓扑优化设计

此算例为经典算例"算例参数参考文献'

#>

(

+

如

图
#

所示%基结构为
=%$a=$$

的平面体"厚度为
=

"

材料弹性模量为
=

"泊松比为
$+N+

一集中载荷
N]=

作用于右边界中心位置
+

左边界采用固定支承
+

有限

元网格为
=%$a=$$

的边长为
=

的正方形单元"过滤

半径取为
#+%+

图
#

"

算例
=

力学简图

2;

I

8#

"

4DPJC?;PV;C

I

:CLZ6:*TCL

9

7D=

""

+(4Y'

$

2YK-

和
+*43-K

三种方法建立的

模型为体积比约束下柔顺度极小的优化模型"体积

比约束值设为
$8N8

为了比较"后面两种
-H(&4

和

H̀(&4

解法建立的是位移约束下结构总体积极小

化的优化模型"位移约束力作用方向上位移大于或

等于一定值
8

为方便比较"使所有最优结构体积比相

同!即
-H(&4

和
H̀(&4

解法的目标函数值为
$8N

#"

通过试凑确定后两种方法的位移约束值分别为
-H

(&4

的
%̂<8!

及
H̀(&4

的
^%=8#8

依据本算例条

件及文献
N=

的结论可知"本算例中结构柔顺度等于

力作用方向的位移绝对值"基于此原因"后面直接将

-H(&4

和
H̀(&4

解法最优点的位移值转化为柔顺

度"再与其它计算方法进行比较
8

参与的
%

种方法得到计算结果比较见表
=

所

示"最优拓扑见表
#

所示
8

值得指出的是%

2YK-

和

+*43-K

两种方法声称得到清晰且光滑边界的最

优拓扑"其有限元分析模型仍是基于单元拓扑变量

!或单元人工密度#连续分布的模型"故此"对这两种

方法补充输出单元拓扑变量分布图"对其它
N

种方

法则依据文献'

#>

"

N$

(的方式"补充输出清晰且光滑

边界的最优拓扑
8

表
%

"

算例
=

各方法计算结果比较

KC[7D=/DGA7BP6L

9

C:;G6?6ZV;ZZD:D?BLDBJ6VGZ6:*TCL

9

7D=

方法名称 迭代次数 运行时间 柔顺度值 离散度值
3/

离散度值
!

%>

+(4Y' %=% QN8N %N8# $8>NQ% $8$#Q#

2YK- ="> !>8Q %$8= $8%%#$ $8$Q"=

+*43-K =#! ###8N %$8> $8>$<# $8$!#%

-H(&4 %! ="8! %<8! $8<Q>N $8=$=$

H̀(&4 "N =%8! %=8# $8>N># $8$=Q#

,

<"=

,第
#

期
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表
&

"

算例
=

各方法最优拓扑比较

KC[7D#

"

-

9

B;LC7B6

9

676

IM

P6L

9

C:;G6?6ZV;ZZD:D?BLDBJ6VGZ6:*TCL

9

7D=

方法名称 单元拓扑值分布 光滑边界最优结构

+(4Y'

2YK-

+*43-K

-H(&4

H̀(&4

""

从表
=

的结果对比中可以看到"声称可得到清

晰拓扑的
!

种方法
+(4Y'

$

2YK-

$

+*43-K

和
H̀

(&4

中"本文提出的
H̀(&4

解法离散度值最大"迭

代次数最少"运行时间最短"而柔顺度值相差并不

大"柔顺度最小的是
2YK-

"本文方法比其结果高

#8#b

"但运行时间省
##$8Qb

"离散度值高
$8NQ<#8

从表
#

所列的最优拓扑图比较来看"除
+(4Y'

方

法图形不相同外"其它
!

种方法图形基本相同
8̀H

(&4

解法与原来的
-H(&4

解法相比"边界更清晰"

图形几乎一样"前两个结点位置更向结构中点靠近

一些"

2YK-

得到的最优拓扑的柔顺度最小"其结构

的前两个结点位置也是最靠近结构的水平中轴线
8

(8&

"

算例
#

!多工况二维悬臂梁结构拓扑优化设计

此算例亦为经典算例"算例参数参考文献'

=!

(

8

如图
N

所示
=%$a=%$

矩形平板"材料弹性模量
#]

=

"泊松比
$+N+

平板左边界固定约束"受两种荷载工

况作用"工况
=

%集中荷载
N

=

]=

竖直向上作用于右

上角+工况
#

%集中载荷
N

#

]=

竖直向下作用于右下

,

Q"=

, 固体力学学报
"""""""""""""""""

#$#%

年第
!"

卷



图
N

"

算例
#

力学简图

2;

I

8N

"

4DPJC?;PV;C

I

:CLZ6:*TCL

9

7D#

角
+

有限元网格为
=%$a=$$

的边长为
=

的正方形单

元"过滤半径取为
#+%+

与算例
=

采用相同的方式进行比较
++(4Y'

$

2YK-

和
+*43-K

三种方法设定体积比约束
$8!8

后面两种
-H(&4

和
H̀(&4

解法通过试算出位移约

束值"使最优目标体积比也正好等于
$8!8

经过计

算"

-H(&4

方法的位移约束值分别
N

=

作用力方向

位移小于或等于
N#+=

和
N

#

作用力方向位移大于或

等于
^N#+=

+

H̀(&4

解法的位移约束值分别
N

=

作

用力方向位移小于或等于
N$+"

和
N

#

作用力方向位

移大于或等于
N̂$+"+

表
'

"

算例
#

各方法计算结果比较

KC[7DN

"

/DGA7BP6L

9

C:;G6?6ZV;ZZD:D?BLDBJ6VGZ6:*TCL

9

7D#

方法名称 迭代次数 运行时间 柔顺度值 离散度值
3/

离散度值
!

%>

+(4Y' =#"# N==8" N$8Q

+

N$8Q $8>Q>Q $8$$#<

2YK- ==# !<8# N$8N

+

N$8N $8%N<> $8$>>=

+*43-K =## N=!8% N$8!

+

N$8! $8>#!% $8$#>>

-H(&4 <Q NN8! N#8=

+

N#8= $8QN<= $8$<<!

H̀(&4 !" =<8Q N$8"

+

N$8" $8>%%$ $8$=N%

表
(

"

算例
#

各方法最优拓扑比较

KC[7D!

"

-

9

B;LC7B6

9

676

IM

P6L

9

C:;G6?6ZV;ZZD:D?BLDBJ6VGZ6:*TCL

9

7D#

方法名称 单元拓扑值分布 光滑边界最优结构

+(4Y'

2YK-

+*43-K

,

>"=
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#

期
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-H(&4

H̀(&4

""

用
%

种方法计算得到的结果分别如表
N

和表
!

所示
8

从表
N

和表
!

中的结果比较可以看到"在多荷

载工况下"也是
H̀(&4

方法求解效率最高"离散度

也非常高"仅
+(4Y'

方法的离散度值比它更高"这

是因为
+(4Y'

方法求解这个问题时原程序设定的

$8$=

收敛值下无法正常收敛"放松收敛限值为
$8$N

时"也经
=#"#

次迭代才收敛"致使其逼近
'DC@;G;VD

函数的参数非常大"使得结果的离散度值很高
8

结构

的柔顺度值相差都不大"所得到的最优拓扑是几乎

相同的
8

值得指出的是"其它方法在处理多荷载工况

问题时"是将各工况的柔顺度加权处理成单目标问

题"其加权系数是会对最优拓扑有影响的"在复杂的

多工况问题时"难以合理地确定各工况间的加权系

数
8

而
-H(&4

和
H̀(&4

解法都是以位移为约束建

立模型"不需要进行加权处理"所建立的优化模型更

为合理
8

H̀(&4

解法的目标值体积比和离散度值的迭

代历史曲线"以及典型步骤的拓扑变量分布图形如

图
!

所示"从图中可以看到"迭代寻优过程非常平

稳$高效"目标值体积比快速趋于稳定"离散度值快

速增大"最优拓扑在第
=%

迭代时已经非常清晰"离

散度值为
$8Q><=

"体积比为
!=8!Nb8

表明本文所提

出的
H̀(&4

解法非常高效且寻优能力很强"得到的

最优拓扑边界清晰
8

图
!

"

算例
#

的迭代曲线及拓扑

2;

I

8!

"

(BD:CB;@DPA:@DC?VB6

9

676

I

;DGZ6:*TCL

9

7D#

""

为更清晰地看到处理模糊边界的效果"采取较

大的过滤半径
"8$

"用
-H(&4

和
H̀(&4

得到的最优

拓扑如图
%

所示
8

在较大的过滤半径下"

-H(&4

经

==>

次迭代收敛得到的最优拓扑边界模糊"离散度

,

$<=

, 固体力学学报
"""""""""""""""""

#$#%

年第
!"

卷



值为
$8"<=!

"而
H̀(&4

经
%>

次迭代得到的最优拓

扑边界非常清晰"离散度值为
$8Q>"%8

图
%

"

大过滤半径下
-H(&4

和
H̀(&4

最优拓扑比较

2;

I

8%

"

&6L

9

C:;G6?6Z6

9

B;LC7B6

9

676

I

;DG6[BC;?DV[

M

-H(&4C?V H̀(&4 E;BJ7C:

I

DZ;7BD:;?

I

:CV;AG

(8'

"

算例
N

!三维悬臂梁结构拓扑优化设计

算例参数参考文献'

#Q

(

8

如图
"

所示
"$a!$a#$

三维长方体"材料弹性模量
#]=

"泊松比
$+N+

长方体

左端面固定约束"右下角边线中点受一集中力
N]=

作用
+

有限元网格为
"$a!$a#$

的边长为
=

的正方

体单元"过滤半径取为
N+$+

位移约束集中力作用方面

向下位移!位移竖直向上为正#大于或等于
=̂$+

图
"

"

算例
N

力学简图

2;

I

8"

"

4DPJC?;PV;C

I

:CLZ6:*TCL

9

7DN

经
%!

次迭代收敛"最优拓扑值分布及光滑边界的最

优拓扑结构如图
<

所示
+

最优体积比为
=#8!Nb

"位

移约束值为
^>8>>

"满足约束条件
8

离散度值为

$8>#!!8

目标体积比和离散度值迭代历史曲线如图

Q

所示"约束迭代曲线如图
>

所示
8

从图形可以看到

得到的最优拓扑值离散度很高"结构边界清晰
8

迭代

过程平稳收敛
8

相同问题"文献'

#Q

(用
2YK-

方法"

以体积比
=%b

为约束条件"极小化结构柔顺度"经

="!

次迭代收敛"本文方法迭代次数少
==$

次
8

图
<

"

算例
N

最优拓扑

2;

I

8<

"

-

9

B;LC7B6

9

676

IM

Z6:*TCL

9

7DN

D

"

结语

本文基于
(&4

方法"强调了两次映射"展示了

建模的两步途径%

在第一步的
1

映射之后"得到了迭代中每次建

立的离散优化模型"显示了离散拓扑变量的线性作

用000体现在离散线性函数的准确乘积上
8

在第二步的
)1

映射之后"得到了迭代中每次

寻优的连续优化模型"显示了连续拓扑变量的非线

性作用000体现在过滤函数对跨栏函数的逼近上
8

求解算法仍然沿用
(&4

方法惯用的序列对偶

二次规划算法"可以得到边界清晰的拓扑结构"克服

了
(&4

原有的)一步解法*采用过滤操作消除棋盘

,
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期
"""""""""""

彭细荣等%

"

结构拓扑优化
(&4

方法的
`

映射求解途径



图
Q

"

算例
N

的体积比和离散度值迭代曲线

2;

I

8Q

"

(BD:CB;@DPA:@DG6Z@67ALD:CB;6C?VV;GP:DBDVD

I

:DDZ6:*TCL

9

7DN

图
>

"

算例
N

的位移约束迭代曲线

2;

I

8>

"

(BD:CB;@DPA:@D6ZV;G

9

7CPDLD?BP6?GB:C;?BZ6:*TCL

9

7DN

格和网格依赖性问题时所产生的模糊边界的不足
8

以位移约束结构体积极小化的连续体结构拓扑

优化问题为例"示例了上述建模及求解过程
8

并以单

载荷工况和多载荷工况的算例"与
N

种旨在得到清

晰拓扑的方法如
+(4Y'

$

2YK-

和
+*43-K

进行

了计算效率$清晰程度和寻优能力等综合对比"也与

-H(&4

进行了对比"结果表明本文所提出的
H̀(&4

解法综合比较表现最优
8

本文进行了大量的数值计算及比较"限于篇幅

不能全面展开"简要提示如下几点%

!

=

#

+(4Y'

$

2YK-

和
+*43-K

方法均需要

指定体积比约束"而体积比约束事先是无法确知的"

以上各方法在处理多荷载工况问题时"各工况间的

加权系数也难以合理确定
8

而本文的方法沿用
(&4

方法一直沿用的建模传统"以体积极小为目标"结构

性能为约束"该建模的优势在文献'

N=

"

NNHN%

(等中

已经进行了详细的介绍"本文不予赘述
8

!

#

#

H̀(&4

解法收敛条件简单"只需要指定目

标函数的相对误差限+过滤函数的参数取值范围较

宽泛"数值实验表明"采用幂函数形式的过滤函数

时"其参数
"

J

可以从
N

到
#$

范围内取值均不会出

现数值问题+寻优算法也不需要设置每迭代步设计

变量的运动极限
8

简单的参数设置为程序的稳健性

提供了保障
8

而
+(4Y'

$

2YK-

和
+*43-K

等各

,
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方法均需要设置复杂的组合收敛条件或渐近的参数

变化"其采用的
440

算法或准则算法也都是需要

设置设计变量的运动极限"程序参数的设置比本文

所提出方法更为复杂
8

此外"不同于
+(4Y

等方法中

常用的一阶近似的
440

寻优算法"

(&4

方法一直

使用高效的序列对偶二阶近似的算法"如序列对偶

二次规划算法!

+3RY

#

'

=

"

%H<

(或对偶显式模型
3YH

*4

方法'

N"

"

N<

(

"此亦是本文方法效率更高的原因

之一
8

!

N

#逆映射采取两步做法"第一步用各个汇交

单元的拓扑变量值加权插值得到该汇交节点的拓扑

变量值+第二步按拓扑变量场的等值线!或面#确定

最优拓扑边界"可以得到清晰光滑的拓扑构型
8

!

!

#本文研究的关键技术"可以移植到包括变

密度方法等所有连续变量优化模型对应的方法中"

即使相关模型并不是独立的拓扑优化层次"而是挂

靠在较低的优化层次上"也必定会产生两个效果%其

一是相关的映射函数可以比原来的非线性程度大大

提高"其二是迭代收敛将会加快
8

这些优点本文在对

于
(&4

方法的改进上都做了详细阐述"并且已见成

效"其缘由皆归属于双映射的结果"并不因为依赖于

(&4

方法的本身
8

也就是说"双映射是一个普适的

处理技术"本文只是以
(&4

方法做了成功的实验而

已
8

相信读者能够理解"限于篇幅"本文不予赘述了
8
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