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具有挠曲电效应的薄膜
B

有限厚度

基底结构的屈曲行为研究
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本文建立了一个具有挠曲电效应薄膜
B

有限厚基底结构屈曲的理论模型"通过最小能量法对结构总

能量进行分析"研究了挠曲电效应对薄膜
B

基底结构发生屈曲演化的影响"并对全局屈曲和局部起皱两种屈曲模式

进行了区分
9

目前研究表明薄膜中挠曲电效应越强"结构越细长"越倾向于发生全局屈曲
9

同时"结构发生失稳所需

的临界应变越大"且挠曲电效应对局部起皱失稳模式的影响更突出
9

挠曲电效应的存在会增大结构的刚度"改善结

构的可拉伸性
9

褶皱薄膜中挠曲电效应的可控性对材料极性的产生与控制有着重要意义
9

这些发现将有助于微纳

尺度上机电设备的设计与应用
9

关键词
"

挠曲电效应"有限厚度基底"薄膜
B

基底结构"屈曲模式
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引言

挠曲电效应!
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#"是指由非均

匀变形或应变梯度诱导产生的电极化现象'

#

"

$

(

"已

被证明在纳米尺度的电介质膜中极性结构的形成中

起主导作用"挠曲电效应不受材料结构对称性和居

里温度的限制"广泛存在于固体介电材料中'

@

"

!

(

9

由

于其独特的优势"挠曲电效应在柔性电子器件$微纳

机电系统!

5

&

*+5,

#$应变梯度工程$生物医疗和

电子&光电子学等领域具有广阔的应用前景'

&BA

(

9

然

而由于无机材料的固有脆性"需要进行特别的结构

设计才能实现大的应变梯度'

L

"

D

(

9

由于在无机纳米

膜和纳米线中"应变梯度随着结构尺寸从体积减小

到纳米尺度而增加"挠曲电效应变得显著'

#%

"

##

(

"因

此提出一种具有大面积且可调节应变梯度的结构设

计方法成为了研究的重点问题
9

普遍存在的褶皱现象作为一种表面不稳定性"

已广泛应用于柔性电子产品$生物医疗和微结构制

造等领域'

#$B#!

(

9

基于屈曲失稳原理的褶皱薄膜中的

非均质变形已被证明可以引入大范围且可调节的应

变梯度'

#&

"

#"

(

"可以实现对薄膜中的挠曲电效应的充

分利用
9Q>G

O

等'

#A

(建立了一个考虑挠曲电效应的

机电耦合模型来研究自由薄膜的屈曲性质"发现更

小尺寸的薄膜表现出更强的抗屈曲性能"证实了挠

曲电效应在纳米尺度的屈曲薄膜中的关键作用
9

,P>G

O

等'

#&

(提出了一种考虑表面失稳的薄膜
B

基底

结构中挠曲电效应的理论模型"为机械改变介电材

料极性提供一种无电压的策略
9,P>G

O

等'

#L

(进一步

研究了一种通过褶皱薄膜中的挠曲电效应来机械调

控极化结构的新途径"通过改变褶皱薄膜形态"实现

了从非极性状态到极性状态的转变"为极化拓扑结

构提供更广泛的结构选项
9

这些发现证明了褶皱压

电或铁电薄膜中挠曲电效应的存在和应用前景
9

此外"

RP>G

O

等'

#D

(和
C>SIM><

等'

$%

(的研究表明"

有限厚度基体上的无机薄膜在失稳时存在整体屈曲

和局部起皱两种模式
9

其中"较薄的基底更容易发生
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整体屈曲"较厚的基底更容易发生局部起皱'

$#

"

$$
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9

不同模式的失稳褶皱将引起不同的应变梯度"在整

体和局部屈曲两种模式间切换有助于实现大范围且

可调节的挠曲电效应
9

而目前针对褶皱薄膜挠曲电

效应的研究还没有考虑到无机薄膜中不同的失稳模

式的影响
9

本文研究挠曲电效应对薄膜
B

基底结构发生屈曲

演化的影响
9

在第
#

节中"给出了薄膜
B

基底结构的总

能量推导过程"在第
$

节中"对两种屈曲模式出现的

条件进行区分"讨论不同模式下的临界应变$褶皱形

态与可拉伸性
9

最后"第
@

节给出了本文主要结论
9

%

"

理论模型

图
#

显示了用于制备褶皱薄膜基底结构的预拉

伸策略
9

薄膜粘合到平坦的预应变软基底上!图
#

!

>

##

9

然后释放预应变"基底收缩导致薄膜压缩"并

出现两种不同的屈曲状态!图
#

!

;

#和!

F

##"该过程

已被实验观测'
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"
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9

图
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"

薄膜
B

基底结构的两种屈曲模式
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同时"薄膜中出现了不同的挠曲电极化现象
9

平

坦结构!图
#

!

>

##中"内在材料是中心对称的,全局

屈曲模式!图
#

!

;

##中"对称性破坏产生挠曲电极

化,局部起皱模式!图
#

!

F

##中"对称性破坏产生更

复杂的挠曲电极化
9

薄膜和基底的厚度分别用
?

和

$

表示"结构的长度为
;!

%!%

"

基于挠曲电效应的薄膜的能量

在这一节"我们首先推导考虑挠曲电效应的屈

曲薄膜的能量"其能量密度可以表示为%
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分别为柯西应力$应变$高阶

矩应力和应变梯度
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为电位移"
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表示静电场
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根据文献'
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"屈曲薄膜的力电耦合本构方程

可以表示为%
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分别为介电常数$弹性常数$

压电常数和挠曲电常数
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接下来"我们考虑屈曲薄膜的位移形式
!

根据文

献'

$A

(

"薄膜的横向位移和轴向位移分别可以假

设为%

P

\

XLF7J

! #

Q2

!

"

#

,

\

X

-

#

LJIG

! #

Q2 Y

-

$
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$

JIG$

! #

Q2

!

A
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其中"

L

和
Q

是屈曲后的振幅和波数"

-

#

和
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$

是待

定的弹性参数
!

将薄膜建模为非线性
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梁"薄膜

的位移应变关系可表示为%
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其中"

*

U

<:

为释放预拉伸基底产生的薄膜平面内压缩

应变"

*

2

为薄膜的轴向总应变
!

接下来"我们推导电场的表达式
!

在没有自由电

荷的情况下"要求电位移满足高斯定理
!
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#求解得到在不考虑电场

梯度逆效应的情况下"电势$电场及其梯度的表
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屈曲薄膜的总能量可以写为%
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为挠曲电

参数引起的项"其值为
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有限厚弹性基底的能量

薄膜
O

基底界面处法向应力
K

与剪应力
,

2

可以

表示为%
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为了准确地捕捉薄膜基底结构的屈曲行为"本

文采用完整的薄膜轴向位移形式!包括
JIG

! #

Q2

和

JIG$

! #
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#

!

因此"作用在界面上的法向应力和剪应

力的表达式为%
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为了求解基底的平面应变问题"采用
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应力

函数方法"基底的平衡方程为%
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由于薄膜的横向位移形式为
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"同时根据薄膜基底结构的位移连续性
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底边界条件可以定义为%

P

J

XLF7J

!

Q2

#"

",

2/

X

,

#

JIG

!

Q2

#

Y

,

$

JIG

!

$Q2

#

""

>S/X%

)

/

X%

"

",

2/

X%>S/XZ

'

(

)

$

!

$@

#

将应力函数!

$#

#带入边界条件!

$@

#中"求解该

方程可得到
S

!

C

#

#

"

S

!

C

#

$

"

S

!

C

#

@

"

S

!

C

#

!

!
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上表面法向应力
)

/

*

/X%

和剪应力
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的表达
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$

$
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$
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'
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)
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!

$"

#

薄膜中性轴处的轴向位移为
,

\

X,

J

*

/X%

Z

?

\

,

P

\

&

,

! #

2

&

$

"根据薄膜和基底之间界面处的平衡

条件"求解得到待定系数
,

#

"

,

$

%

,

#

XZ

#

$

-

-

\

?Q

!

?QY$*

!

#

#

$#

#

-

-

\

?Q*

!

#

#
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0

#
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X
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$

-

-

\
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$

-

-

\

?Q*

!

$

#

$#

Y#

Q

$

L

$

X

0

$

Q

$

L

'

(

)

$

!

$A

#

因此"薄膜中性轴处的轴向位移可重新写为%

,

\

X

-

#

LJIG

! #

Q2 Y

-

$

QL

$

JIG$

! #

Q2

!

$L

#

其中"
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-

-

\
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-
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X

#

L

Z

0

$

!

-

-

\

?Q

!

根据式!

$@

#以及

!

$!

#!

$&

#"可以得到基底能量表达式为%

:

J

#

#

$

Q

$

"

#

$

"

&

Q

%

)

/

P
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! #
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/
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%
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#

L

!

Q

@

*

!
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#
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$
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(
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#
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#
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%
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(
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#

(

Q

(

*

!

#

#

##

* +

Q

!

$D

#
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"

薄膜
O

基底结构的总能量

薄膜
O

基底结构总能量可以写为%

"

:

S7S>8
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J
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X

-

-

\

?

*

$

U

<:
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!
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!
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其中%
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#
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#
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!
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!
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! #
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Y
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!

#
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##

Q

(

$

!
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#
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X
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!

$

#

$#

0

$

$

-

-

\

?Q

YL $

-

$

Z

! #

#

!

$

!

@$

#

从总能量方程!

@%

#可以看出%当
5

/*

U

<:

时"总

能量在振幅
LX%

时最小"这意味着柔性膜基结构

不会屈曲
!

另一方面"当
5

+*

U

<:

时"结构会发生屈曲

失稳"由于
E

0

#

'

$$

"

$A

(

"故可将其忽略"令
,

:

S7S>8

&

,

L

X%

可以得到该结构起皱失稳时的振幅为%

LX

$

Q

*

U

<:

Z槡 5

!

@@

#

将式!

@@

#回代到总能量表达式!

@%

#中"可以将

总能量可以写为关于波数
Q

的函数%

:

S7S>8

X

-

-

\

?

*

$

U

<:

$

Z'D

@#

*

U

<:

Z

'

$

G

@@

$?

Z

-

-

\

?

5

Z

*

U

! #

<:

$

$

!

@!

#

&

"

结果与讨论

&!%

"

屈曲失稳模式分析

根据公式!

@!

#可以得到"总能量
:

S7S>8

依赖于

5

!

Q?

#"且是
5

的二次函数
!

显然"当
5

+*

U

<:

时"公式

!

@!

#中的总能量
:

S7S>8

是关于波数
Q

的最小化"它决

定了薄膜
O

基底结构的屈曲状态
!

在下面数值仿真

中使用到的参数为%

/

\

X%!@@

"

/

J

X%!!L

"

-

\

X$#%

[C>

"

-

J

X$!&5C>!

为了区分薄膜
O

基底结构的屈曲区域"并评估

挠曲电效应强弱对屈曲区域的影响"绘制了图
$!

由图
$

的数值结果可以发现%在基底与薄膜厚

度比
$

&

?X#%!

时"当薄膜挠曲电系数
'

@#

X#c

#%

Z&

'

&

K

时"函数
5

!图
$

!

>

#中蓝色三角曲线#是关

于
Q?

单调递增函数"这意味着当
QX#

和
1

X;

时"

5

最小
!

即"此时结构仅会出现全局屈曲一种失稳模

式
!

然而"当薄膜挠曲电系数
'

@#

X%'

&

K

和
%!&c

#%

Z&

'

&

K

时"函数
5

!图
$

!

>

#中红色圆圈曲线#不是

关于
Q?

单调递增函数"存在局部极小值点
!

此时"随

结构长度
;

的不同可能出现整体屈曲或起皱失稳

两种失稳模式"而且这两种屈曲状态可以通过比较

与它们对应的
5

函数值来确定
!

如图
$

!

;

#所示"函

数
5

关于
Q?

有一个极小值点"该点对应于的屈曲

状态为起皱失稳"但是"当
Q?

+

$

"

?

&

;

F

时"结构的

)
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屈曲状态为整体屈曲
!

为了更清楚地区分这两种屈

曲模式"给出了临界长度
;

F

!

当
;

+

;

F

时!即图中橙

色部分#"结构发生起皱失稳,否则"结构只会发生整

体屈曲!即图中蓝色部分#

!

因此"可以得到薄膜挠曲

电系数越小"结构越容易发生局部起皱
!

挠曲电效应

的存在会增大结构的刚度"改善结构的可拉伸性
!

图
$

"

不同挠曲电系数下
5

和
Q?

的关系

3I

O

9$

"

VP:<:8>SI7GJPI

U

;:SN::G

5

>GMQ?=GM:<MI\\:<:GS\8:_7:8:FS<IFF7:\\IFI:GSJ

""

为了区分薄膜
O

基底结构的屈曲区域"并评估

薄膜和基底的厚度对屈曲区域的影响"绘制了图
@!

由图
@

的数值结果可以发现%在薄膜挠曲电系数
'

@#

X#c#%

Z&

'

&

K

时"当基底与薄膜厚度比
$

&

?

%

#%!

时"函数
5

是关于
Q?

的单调递增函数"此时不

论结构长度
;

如何变化"结构仅会出现全局屈曲一

种失稳模式
!

然而"当基底与薄膜的厚度比
$

&

?

&

#%!

时"随结构长度
;

的不同可能出现整体屈曲或

起皱失稳两种失稳模式
!

因此"可以得到结构基底厚

度越大"结构越容易发生局部起皱
!

在进行结构设计

时需要根据不同的目标考虑薄膜材料的挠曲电参

数$厚度$基底的厚度与结构的长度来诱导结构产生

相应的屈曲模式
!

图
@

"

不同厚度比下
5

和
Q?

的关系

3I

O

9@

"

VP:<:8>SI7GJPI

U

;:SN::G

5

>GMQ?=GM:<MI\\:<:GSSPIFHG:JJ<>SI7J
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图
!

"

薄膜
B

基底结构整体屈曲与局部起皱之间的转换关系
9

!

>

#$!

;

#$!

F

#分别为薄膜挠曲电系数
'

@#

X%'

&

K

"

%!&c#%

Z&

'

&

K

"

#!%c#%

Z&

'

&

K

时的相图"!

M

#从整体上反映了挠曲电效应强弱对两种失稳模式转换的影响

3I

O

9!

"
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U

;:SN::G

O

87;>8;=FH8IG

O
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?

"

>GM

!

M

#
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O

SP7\\8:_7:8:FS<IFIS

?

7GSP:F7G̀:<JI7G7\

SP:SN7IGJS>;I8IS

?

K7M:J

""

从图
$

与图
@

的分析中可以得到"薄膜挠曲电

系数$结构长度与基底&薄膜厚度比都会影响薄膜&

基底结构的屈曲失稳模式"为了进一步明确整体屈

曲和局部起皱"并深入理解临界长度
;

F

与薄膜挠曲

电系数
'

@#

和基底&薄膜厚度比
$

&

?

之间的关系"在

图
!

中给出了整体屈曲和局部起皱之间的转换

关系
!

图
!

!

>

#中"薄膜挠曲电系数
'

@#

X%'

&

K

"从这

个图中可以清楚地观察到"当基底&薄膜厚度比
$

&

?

+

A#

!数值计算得到#时"结构的屈曲状态是整体屈

曲
!

当这个比值大于
A#

时!即增加了基底的厚度#"

结构的屈曲状态由结构的长度
;

决定"当
;

&

;

F

时

!即在图中蓝色方框曲线上方蓝色区域#"结构屈曲

状态是整体屈曲,当
;

+

;

F

时!即在图中黄色区

域#"结构屈曲状态是局部起皱
!

如图
!

!

>

#所示"基

底越厚"临界长度
;

F

的值越大"这意味着要形成整

体屈曲状态"结构应该越长
!

在图
!

!

;

#和图
!

!

F

#中"

薄膜挠曲电系数
'

@#

分别为
%!&c#%

Z&

'

&

K

和
#!%

c#%

Z&

'

&

K

"随薄膜挠曲电系数增大"产生两种失

稳模式的临界厚度比增大"临界长度变化趋势与图

!

!

>

#相同
!

从图
!

!

M

#中可以直观地看到"随着薄膜

挠曲电效应增强与基底厚度减小"临界长度
;

F

的值

越小"结构越容易发生全局屈曲
!

&!&

"

屈曲失稳特性分析

在图
&

!

>

#中"薄膜挠曲电系数
'

@#

X%'

&

K

$结

构长度
;

&

?X#%%%

"从图中可以清楚地观察到"当基

)

%$
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图
&

"

不同挠曲电系数下基底&薄膜厚度比与失稳临界应变的关系
9

!

>

#$!

;

#$!

F

#分别为薄膜挠曲电系数
'

@#

X%'

&

K

"

%9&c

#%

Z&

'

&

K

"

#9%c#%

Z&

'

&

K

时的关系图"!

M

#从整体上反映了挠曲电效应强弱对失稳临界应变的影响

3I

O

9&

"
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U
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&
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Z&

'

&
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U
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?
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M

#
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"

SP:IG\8=:GF:7\SP:\8:_7:8:FS<IFIS

?

7GSP:F<ISIF>8JS<>IG7\

IGJS>;I8IS

?

IJ<:\8:FS:M

底$薄膜厚度比
$

&

?

+

A#

时与"结构的屈曲模式是

整体屈曲"失稳的临界应变随厚度比增大而增大
!

当

这个比值大于
A#

时"结构的屈曲模式是局部起皱"

失稳的临界应变随厚度比增大而减小
!

在图
&

!

;

#和

图
&

!

F

#中"薄膜挠曲电系数
'

@#

分别为
%!&c#%

Z&

'

&

K

和
#!%c#%

Z&

'

&

K

"随薄膜挠曲电系数增大"两

种失稳模式的临界厚度比增大"临界应变变化趋势

与图
&

!

>

#相同
!

从图
&

!

M

#中可以直观地看到"随薄

膜挠曲电效应增强"结构发生失稳的临界应变增大"

且对局部起皱阶段的影响更突出
!

上述研究表明"挠曲电效应的存在可以提高结

构的拉伸性能
!

为了理解这种拉伸性的基本机制"我

们研究了当受到不同的压缩应变时的振幅和最大应

变
!

起皱膜中的最大应变可以表示为'

#&

(

%

*

K>_

XZ

*

U

<:

Y

#

!

L

$

Q

$

Y

?

$

LQ

$

F7J

!

Q2

# !

@&

#

为了进一步研究挠曲电效应对局部起皱失稳模

式的影响"图
"

描绘了不同挠曲电系数条件下"预应

变与局部起皱振幅与最大应变之间的关系"以直观

地说明薄膜&基底结构可拉伸性的改善
!

从图
"

!

>

#

可以看出"薄膜挠曲电效应越弱"结构发生局部起皱

的临界应变就越小
!

同时"振幅随预应变的增大而增

大
!

然而当薄膜挠曲电效应较强时"结构在预应变小

的时候振幅较小"预应变大的时候振幅较大
!

从图
"

!

;

#可以看出"薄膜中挠曲电效应越强时"薄膜中最

大应变越小"再次说明了挠曲电效应的存在可以提
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高结构的拉伸性能
!

图
"

"

在不同挠曲电系数下!

>

#局部起皱振幅$!

;

#最大应变与预应变之间的关系
9

!

>

#中放大图显示了振幅的变化细节
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SP::G8><
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:MIK>

O
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U

8IS=M: >̀<I>SI7G

图
A

"

不同挠曲电系数下"失稳模式以及振幅的对比
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图
L

"

挠曲电极化在褶皱薄膜上的分布
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图
A

给出了在结构长度
;

&

?X#%%%

$基底&薄膜

厚度比
$

&

?X##%

和结构预应变
*

U

<:

X%!%@b

时不

同挠曲电系数薄膜的褶皱轮廓图
!

从图中可以看到"

对于局部起皱失稳模式"薄膜挠曲电效应较强时"褶

)
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) 固体力学学报
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皱更稀疏"同时褶皱振幅更大"与图
"

!

>

#结论相符
!

当薄膜挠曲电效应增强到一定程度时"结构失稳模

式从局部起皱转变为全局屈曲"此时"结构振幅是局

部失稳模式的两倍多
!

在基于褶皱的微电子机械设

计过程中需要注意采用合适的参数来避免结构发生

不合适的失稳模式
!

&!'

"

挠曲电极化分析

为了评估屈曲薄膜中挠曲电效应的大小"首先

推导得到屈曲薄膜应变梯度为%

*

22

"

/

XZ

*
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?
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#
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$
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#
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LQ
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F7J

!

Q2

# !

@"

#

由应变梯度引起的挠曲电极化表达式为%

7
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图
L

展示了由失稳褶皱诱导的挠曲电极化在不

同位置的分布情况"给出了挠曲电极化强度的验证

对比图
!

计算采用文献'

#&

(中的参数"设置薄膜厚度

?X#%%

&

K

"厚度比
$

&

?X&%%

"预压缩应变
*

U

<:

X

"b

以及挠曲电系数
'

@#

X!!&c#%

Z&

'

&

K

"可以看

到本文局部起皱模式下理论预测结果与
,P>G

O

等

人的半无限大基底模型结果基本一致"且本文结果

与有限元分析获得的结果具有更好的一致性
!

挠曲

电极化可以通过压缩应变连续调节"褶皱薄膜中挠

曲电效应的可控性对材料极性的产生与控制有着重

要意义
!

G

"

总结

总之"我们提出了一个理论模型来研究具有挠

曲电效应的褶皱薄膜
O

自由支撑有限厚基底结构屈

曲的理论模型
!

通过对结构总能量的分析"研究了挠

曲电效应对薄膜
O

基底结构发生屈曲演化的影响"

并对全局屈曲和局部起皱两种屈曲模式进行了区

分
!

此外"我们还讨论了不同模式下的临界应变$褶

皱形态与可拉伸性"得到了以下一些结论%

!

#

#薄膜中挠曲电效应越强"结构越细长"越容

易发生全局屈曲
!

挠曲电效应的存在会增大结构的

刚度"改善结构的可拉伸性
!

!

$

#薄膜中挠曲电效应越强"结构发生失稳所

需的临界应变越大"且对局部起皱失稳模式的影响

更突出
!

!

@

#薄膜中挠曲电效应越强时"局部失稳模式

的振幅越大"薄膜中最大应变越小"再次说明了挠曲

电效应的存在可以提高结构的拉伸性能
!

!

!

#对于局部起皱失稳模式"薄膜挠曲电效应

较强时"褶皱更稀疏"同时褶皱振幅更大
!

当薄膜挠

曲电效应增强到一定程度时"结构失稳模式将从局

部起皱转变为全局屈曲
!

!

&

#挠曲电极化可以通过压缩应变连续调节"

褶皱薄膜中挠曲电效应的可控性对材料极性的产生

与控制有着重要意义
!

我们期待对考虑挠曲电效应褶皱薄膜的屈曲模

式进行讨论将有助于在微纳尺度上设计多功能的基

于褶皱的设备"如传感器$能量采集器和柔性电子

设备
!
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