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任意边界条件下功能梯度阶梯圆柱壳的振动特性研究
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对金属
H

陶瓷功能梯度材料阶梯圆柱壳在任意边界条件下的振动特性展开了研究
)

首先$采用
.8"

F

R

模型和幂函数体积分数得到金属
H

陶瓷功能梯度材料属性
)

其次$引入人工弹簧技术$模拟各壳段间的连续耦合及

壳体两端的边界条件$并基于一阶剪切变形理论推导出壳体的能量表达式
)

最后$选取
%7(B

I

'7(X

多项式构造容许

函数$基于
V&

I

=("

F

7HV"RK

法对任意边界条件下壳体的动力学微分方程进行求解计算$通过与现有文献对比$验证了

本文方法的有效性与收敛性
)

结果表明*体积分数指数增长$壳体固有频率也随之增长+而长径比和厚径比对壳体

的振动特性影响均不同$随着长径比的增加壳体的固有频率减小$随着厚径比的增加壳体的固有频率增大+且相较

于旋转弹簧$平动弹簧的刚度值对壳体振动特性的影响显著
)

关键词
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功能梯度材料(
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)是一种结构和成分呈现连续梯度变化的复

合材料$具备高强度'耐高温和耐腐蚀等优点%
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)

阶梯圆柱壳应用于实际工程$例如激光平台的减震

基座和火箭的燃料箱等%

L

$
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&

)

将
!3+'

应用到阶梯

圆柱壳中$在航空航天'军事和化工等领域有着广泛

的应用前景$故开展任意边界条件下功能梯度
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)阶梯圆柱壳的振动特性

研究具有重要价值
)

目前$学者对
!3

圆柱壳的动力学特性展开了

大量的研究$例如*

Z8

I

等%

O

&基于
Z8X(

壳体理论$研

究了由镍和不锈钢组成的
!3

圆柱壳的振动特性$

并分析了几何参数'体积分数指数以及材料组成类

型对壳体固有频率的影响
)

王宇等%

-

&基于
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壳体理论和传递矩阵方法$对旋转态双
!3

碳纳米

管增强复合材料圆柱壳的行波振动特性开展了研

究
)

庞福振等%
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&引入耦合弹簧技术$采用一阶剪切变

形理论和
V"RK

法$对中厚
!3

圆柱壳的自由振动进

行了研究
)

刘超等%
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壳体理论和
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H
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法$推导了含孔隙金属
H

陶瓷
!3

圆柱壳的

模态频率方程$研究了
!3

圆柱壳在热荷载'弹性基

础以及轴向荷载作用下的模态频率
)

在实际工程应用中$难以完全实现经典边界条

件$因此$众多研究者对任意边界条件下
!3

圆柱壳

的振动问题展开了研究
)

例如*
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等%
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&通过一阶剪

切变形理论和人工弹簧技术$分析了任意边界条件

下旋转
!3

碳纳米管增强复合材料圆柱壳的自由振

动
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等%
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&对厚度不均匀的三层
!3

圆柱壳自由

振动展开了研究$利用人工弹簧技术来模拟任意边

界条件$讨论了几何参数'材料参数以及弹簧刚度对

壳体结构模态频率的影响
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刘超等%
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多项式构造容许函数$对旋转
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层合圆柱壳

在任意边界条件下的行波模态特性进行了讨论
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微观力学模型$研究了弹性边界下
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石墨烯增强

自旋圆柱壳的振动特性
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关于阶梯圆柱壳相关结构的动力学研究$
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壳体理论$并采用区域分

解法$研究了厚度沿轴向阶梯变化的圆柱壳振动的

精确解$分析了边界条件和几何参数对固有频率和

振型的影响
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等%
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&采用回转矩阵法$求解了任

意边界条件下多级圆柱壳的固有频率和稳态响应问

题
)Z"
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壳体理论$通过
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法$讨论了任意边界条件下均匀阶梯圆柱壳的自由

振动特性
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法$对石墨烯增强多孔复合材料阶梯

圆柱壳的自由振动进行了分析
)

综上所述$目前对阶梯圆柱壳的振动展开了大

量研究$但大多研究是由单一材料组成$
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组成

的阶梯圆柱壳的研究较少$此外$关于讨论任意边界

条件影响的文献也比较少
)

故开展对
!3

阶梯圆柱

壳在任意边界条件下的振动特性研究具有重要的研

究意义和应用前景
)

本文以金属
H

陶瓷
!3

阶梯圆柱

壳模型为研究对象
)

首先$通过轴向分段思想建立了

金属
H

陶瓷
!3

阶梯圆柱壳力学模型$引入人工弹簧

技术模拟各壳段间的连续耦合及壳体两端的边界条

件+其次$采用一阶剪切变形理论'
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法求解了壳体的固有频率+最后

分析了边界条件'体积分数指数'几何参数和弹簧刚

度对壳体振动特性的影响
)
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理论方法
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阶梯圆柱壳的力学模型

如图
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)所示$建立
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阶梯圆柱壳的力学模

型$固定柱坐标系(
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)在壳体表面作为参考$
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为

坐标原点$
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和
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分别表示轴向'周向和径向方向$

中面任意一点在
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方向上的位移分别由
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和
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壳体中面半径为
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$壳体总长度为
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$如图
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为了使数学表述更加简单方便$定义轴向无量纲
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阶梯圆柱壳的示意图
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)可知$在壳体两端(即
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和
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处)定义五组弹簧$即设置三组线性移动弹簧和两组

扭转弹簧$分别用
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表示在壳体两端单位弧长处的弹簧刚度系数$通

过调节弹簧刚度系数值来模拟任意边界条件
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阶梯圆柱壳的材料属性

本文研究的
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阶梯圆柱壳是由金属
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陶瓷
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制成$金属和陶瓷在厚度方向上分布符合
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段壳体的有效材料参数可表示为*

:

D

#

P :

>

U:

( )

G

&

D

S

T:

G

!

D

#

P

!

>

U

!

( )

G

&

D

S

T

!

G

+

D

#

P

+

>

U

+

( )

G

&

D

S

T

+

&

'

(

G

(

>

)

式中$

:

D

#

'

!

D

#

'

+

D

#
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分别为金属和陶

瓷材料的杨氏模量'泊松比和密度
"&

D

S

表示第
D

段

壳体中金属材料的体积分数$具体表达式为*
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阶梯圆柱壳的动力学方程

基于一阶剪切变形理论$假设在整个壳体厚度

上横向剪切应变是恒定的$同时考虑横向剪切变形$

采用剪切修正系数保证壳体表面的零剪切条件$故
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个壳段上任意一点在
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和
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D

X

3

'

6

D

X

3

和
;

D

X

3

(

X

$

3P>

$

G

$

N

$

O

$

-

)

分别为第
D

个壳段的拉伸刚度'耦合刚度和弯曲刚

,
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度$表示为*

'

D

X

3

$

6

D

X

3

$

;

D

X

- .

3

?

2

J

D

"

G

Y

J

D

"

G

W

D

X

3

>

$

U

$

U

- .

G

<U

(

5

)

!3

阶梯圆柱壳第
D

个壳段的应变能可以表

示为*

O

D

&

?

=

G

2

G

0

?

2

$

D

@

>

$

D

(

(

D

#

)

?

$

D

##

@

(

D

*

)

?

$

D

**

@

(

D

#

*

-

?

$

D

#

*

@

L

D

#

.

D

##

@

L

D

*

.

D

**

@

L

D

#

*

.

D

#

*

@

W

D

#

-

?

$

D

#U

@

W

D

*

-

?

$

D

*

U

)

P<

*

<

$

(

>?

)

式中$

$

D

'

$

DT>

表示第
D

个壳段左端和右端的无量纲

坐标
"

第
D

个壳段的动能可以表示为*

4

D

?

=

G

2

G

'

?

2

$

D

@

>

$

D

-

9

D

?

%(

Z

B

D

?

)

G

@

(

Z

+

D

?

)

G

@

(

Z

Q

D

?

)

G

&

@

G9

D

>

%(

Z

B

D

?

)

G

(

Z

,

D

#

)

G

@

(

Z

+

D

?

)

G

(

Z

,

D

*

)

G

&

@

9

D

G

%(

Z

,

D

#

)

G

@

(

Z

,

D

*

)

G

&.

P<

*

<

$

(

>>

)

式中$

9

D

?

'

9

D

>

'

9

D

G

为惯性项$其具体表达式如下*

9

D

?

$

9

D

>

$

9

D

- .

G

?

2

J

D

"

G

Y

J

D

"

G

+

D

#

>

$

U

$

U

- .

G

<U

(

>G

)

相邻两个壳段之间的耦合势能表示为*

O

D

B

?

>

G

2

G

'

?

%

3

B

B

D

?

UB

DT>

( )

?

G

T3

+

+

D

?

U+

DT>

( )

?

G

T3

Q

(

Q

D

?

UQ

DT>

?

)

G

T3

#

(

,

D

#

U

,

DT>

#

)

G

T3

*

(

,

D

*

U

,

DT>

*

)

G

&

P<

*

(

>L

)

两端的边界弹簧所储存的弹性势能表示为

O

'

?

>

G

2

G

'

?

%

3

?

B

B

G

?

@

3

?

+

+

G

?

@

3

?

Q

Q

G

?

@

3

?

#

,

G

#

@

3

?

*

,

G

*

&

[

$

?

?

P<

*

@

>

G

2

G

'

?

%

3

>

B

B

G

?

@

3

>

+

+

G

?

@

3

>

Q

Q

G

?

@

3

>

#

,

G

#

@

3

>

*

,

G

*

&

[

$

?

>

P<

*

(

>N

)

"""

!

!3

阶梯圆柱壳的振动方程

考虑轴对称几何体变形的周期性$将
!3

阶梯

圆柱壳的位移场统一表示为*

B

D

?

$

$

*

$

( )

$ PO

D

()

$

#8'-

( )

*

#8'

1

( )

$

+

D

?

$

$

*

$

( )

$ P&

D

()

$

'";-

( )

*

#8'

1

( )

$

Q

D

?

$

$

*

$

( )

$ P/

D

()

$

#8'-

( )

*

#8'

1

( )

$

,

D

#

$

$

*

$

( )

$ P

2

D

()

$

#8'-

( )

*

#8'

1

( )

$

,

D

*

$

$

*

$

( )

$ P

3

D

()

$

'";-

( )

*

#8'

1

( )

&

'

(

$

(

>O

)

式中$

-

为周向波数$

1

为固有角频率$

O

D

(

$

)'

&

D

(

$

)'

/

D

()

$

'

2

D

()

$

'

3

D

()

$

为壳体的轴向振型函数
"

采用
%7(B

I

'7(X

多项式构造容许位移函数$具

体表达式如下*

O

D

()

$

?

7

L

2

?

?

O

D

2

4

D

2

()

$

$

!

&

D

()

$

?

7

L

2

?

?

&

D

2

4

D

2

()

$

/

D

()

$

?

7

L

2

?

?

/

D

2

4

D

2

()

$

2

D

()

$

?

7

L

2

?

?

2

D

2

4

D

2

()

$

$

!3

D

()

$

?

7

L

2

?

?

3

D

2

4

D

2

()

&

'

(

$

(

>-

)

式中$

O

D

2

'

&

D

2

'

/

D

2

'

2

D

2

'

3

D

2

是按照
V&

I

=("

F

7HV"RK

法

思想所假定振型函数的待定系数$

2

为轴向半波

数$

L

为
%7(B

I

'7(X

多项式截断数
"4

D

2

()

$

P4

D

2

,

$

U

$

DT>

T

$

( )

D

"

G

$

DT>

U

$

( )

D

"

( )

G

$

4

9

( )

, 为第一类
%7(B

I

'7(X

多项式$其递推关系式表示为*

4

?

()

$

P>

$

!

4

>

()

$

P>

4

2T>

()

$

PG

$

4

2

()

$

U4

2U>

()

$

!

2

8

( )

&

'

(

G

(

>/

)

在
%7(B

I

'7(X

多项式中$

$

在区间
U>

$

% &

>

上$

而定义的无量纲坐标
$

9

?

$

% &

>

$因此需要对
%7(H

B

I

'7(X

多项式中的
$

进行坐标变换$如下式*

$

U

$

DT>

T

$

( )

D

"

G

$

DT>

U

$

( )

D

"

G

(

>1

)

展开系数向量
&

H

$

D

HPB

$

+

$

Q

$

2

$

( )

(

和函数向

量
'

H

$

D

HPB

$

+

$

Q

$

2

$

( )

3

通过
V&

I

=("

F

7HV"RK

法定义

后$容许位移函数表示为*

O

D

(

$

)

P

&

B

$

D

,

'

B

$

D

(

$

)$

!

&

D

(

$

)

P

&

+

$

D

,

'

+

$

D

(

$

)

/

D

(

$

)

P

&

Q

$

D

,

'

Q

$

D

(

$

)$

!

2

D

(

$

)

P

&

2

$

D

,

'

2

$

D

(

$

)

3

D

(

$

)

P

&

3

$

D

,

'

3

$

D

(

$

&

'

(

)

(

>5

)

式中$

&

H

$

D

HPB

$

+

$

Q

$

2

$

( )

(

和
'

H

$

D

(

HPB

$

+

$

Q

$

2

$

3

)

分别为
>[

(

LT>

)和(

LT>

)

[>

的向量$具体表达

式如下*

&

B

P

-

O

>

?

$

O

>

>

$0$

O

>

2

$0$

O

>

L

$0$

O

D

?

$

O

D

>

$0$

O

D

2

$

!!

0$

O

D

L

0$

O

(

K

?

$

O

(

K

>

$0$

O

(

K

2

$0$

O

(

K

L

.

&

+

P

-

&

>

?

$

&

>

>

$0$

&

>

2

$0$

&

>

L

$0$

&

D

?

$

&

D

>

$0$

!!

&

D

2

$0$

&

D

L

0$

&

(

K

?

$

&

(

K

>

$0$

&

(

K

2

$0$

&

(

K

L

.

&

/

P

-

/

>

?

$

/

>

>

$0$

/

>

2

$0$

/

>

L

$0$

/

D

?

$

/

D

>

$0$

!!

/

D

2

$0$

/

D

L

0$

/

(

K

?

$

/

(

K

>

$0$

/

(

K

2

$0$

/

(

K

L

.

&

2

P

-

2

>

?

$

2

>

>

$0$

2

>

2

$0$

2

>

L

$0$

2

D

?

$

2

D

>

$0$

!!

2

D

2

$0$

2

D

L

0$

2

(

K

?

$

2

(

K

>

$0$

2

(

K

2

$0$

2

(

K

L

.

&

3

P

-

3

>

?

$

3

>

>

$0$

3

>

2

$0$

3

>

L

$0$

3

D

?

$

3

D

>

$0$

!!3

D

2

$0$

3

D

L

0$

3

(

K

?

$

3

(

K

>

$0$

3

(

K

2

$0$

3

(

K

L

&

'

(

.

(

G?

)

,
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'

H

$

D

P 4

D

?

(

$

)$

4

D

>

(

$

)$0$

4

D

2

(

$

)$0$

4

D

L

(

$

- .

)

(

G>

)

取各能量表达式的最大值$可将壳体的拉格朗

日能量函数表示为*

4?

7

A

D

?

>

(

4

D

9&D

Y

O

D

&

9&D

)

Y

O

'9&D

Y

7

A

Y

>

D

?

>

O

D

9&D

(

GG

)

式中$

A

为壳段数
"

根据最小势能原理$对振型系数
&

求导将拉格

朗日函数进行最小化$如下*

"4

"

&

P?

$

!

&

P

&

B

$

&

+

$

&

Q

$

&

2

$

&

- .

3

(

GL

)

通过式(

GL

)得到
78

阶梯圆柱壳的振动特征方

程为*

(

(

)

T(

C

T(

1

U

1

G

)

)

&

4

P?

(

GN

)

式中$

(

)

'

(

C

'

(

1

和
)

分别为势能矩阵'连接刚度矩

阵'边界刚度矩阵和质量矩阵
"

#

!

收敛性和有效性验证

#"!

!

模型参数

为了验证本文方法在求解
!3

阶梯圆柱壳振动

特性的收敛性和正确性$采用轴向分段的思想$建立

了金属
.

陶瓷
!3

阶梯圆柱壳的模型
"

其中$金属材

料为结构钢$陶瓷材料为氮化硅$材料性能参考文献

%

G

&$具体材料参数如表
>

所示
"!3

阶梯圆柱壳的

尺寸为
PP?">9

$

=POP

$

J

G

P?"??G9

$

J

>

PGJ

G

$

=

>

P=

G

"

表
!

!

!3

阶梯圆柱壳的材料属性

6&B=(>

!

+&R(C"&=

A

C8

A

(CR"('8S!3'R(

AA

(<#

I

=";<C"#&='7(==

参数 结构钢 氮化硅

弹性模量(

3*&

)

G?/)/11 LGG)G/>O

密度(

$

F

"

9

L

)

1>-- GL/?

泊松比
?)L>/O- ?)GN

#)"

!

收敛性验证

人工弹簧技术模拟了壳体两端的边界条件和各

壳段间的连续耦合$图
G

为连接弹簧刚度对圆柱壳

无量纲频率的影响
)

由图
G

可知$当弹簧刚度值为

>?

>?

Y

"

9

时$壳体各阶模态下的固有频率已经收

敛$能够模拟各壳段间的连续耦合条件
)

因此$为了

保证准确性和有效性$后续研究连接弹簧刚度值取

>?

>G

Y

"

9)

图
L

为
!3

阶梯圆柱壳随边界弹簧刚度的收敛

性曲线$验证了不同边界条件下弹簧刚度的收敛性
)

由图
L

可知$当弹簧刚度值小于
>?

N

Y

"

9

时$壳体

的固有频率几乎没有变化$可以视为自由边界条件+

当弹簧刚度值在
>?

N

)

>?

>?

Y

"

9

时$壳体的固有频

率迅速增加$可以视为弹性边界条件+当弹簧刚度值

大于
>?

>G

Y

"

9

时$壳体的固有频率收敛$可以视为

固支边界条件
)

为了方便表达$将不同的边界条件用

不同的字母表示$

!

表示自由边界条件$

0

表示简支

边界条件$

%

表示固支边界条件$

2>

'

2G

和
2L

分别

表示是三种不同的弹性边界条件
)

不同边界条件下

的弹簧刚度值如表
G

所示$其中$

X

P?

$

>)

图
G

!

连接弹簧刚度值对圆柱壳固有频率的影响

!"

F

)G

!

Q;S=@(;#(8S'R"SS;(''X&=@('8S#8;;(#R"8;'

A

C";

F

8;;&R@C&=SC(

a

@(;#

I

8S#

I

=";<C"#&='7(==

,
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图
L

!

!3

阶梯圆柱壳随边界弹簧刚度的收敛性曲线

!"

F

)L

!

%8;X(C

F

(;#(#@CX(8S!3'R(

AA

(<#

I

=";<C"#&='7(==E"R7'R"SS;(''8SB8@;<&C

I

'

A

C";

F

表
"

!

不同边界条件下的弹簧刚度值

6&B=(G

!

.&=@('8S'

A

C";

F

'R"SS;(''E"R7<"SS(C(;RB8@;<&C

I

#8;<"R"8;'

边界条件
3

X

B

(

Y

"

9

)

3

X

+

(

Y

"

9

)

3

X

Q

(

Y

"

9

)

3

X

#

(

Y

,

9

"

C&<

)

3

X

*

(

Y

,

9

"

C&<

)

! ? ? ? ? ?

%

>?

>G

>?

>G

>?

>G

>?

>G

>?

>G

0 ? >?

>G

>?

>G

? ?

2>

>?

1

>?

1

>?

1

>?

1

>?

1

2G ? ? >?

1

>?

1

?

2L ?

>?

1

>?

1

? ?

!!

0H0

边界条件下壳段数对圆柱壳无量纲频率的

影响如表
L

所示$其中$

PP>9

$

=

"

PPG?

$

J

"

PP

?"?>

$

2P>

$无量纲频率为
5

P

1

P

%(

>U

!

G

)

+

"

:

&

>

"

G

"

由表
L

可知$在保证各个壳段连续的情况下$壳段

数对无量纲频率的影响较小
"

其中$定义误差公

式为*

<

I

P

I

文献U
I

本文

I

文献
[>??h

(

GO

)

式中$

<

I

为误差值$

I

文献 和
I

本文 分别为文献给出的

参考频率和本文计算的频率参数
"

不同边界条件下
!3

阶梯圆柱壳固有频率的收

敛性如表
N

所示$其中$

2P>"

由于采用
%7(B

I

'7(X

多项式构造容许位移函数$考虑到其
L

的问题$需

要对振型函数展开项
L

进行分析
"

由表
N

可知$当

L

大于
O

时$随着
L

的增大$壳体的固有频率逐渐

趋于稳定$对计算结果产生的影响较小
"

因此$在保

证计算精度和计算效率的前提下$所讨论
%7(B

I

H

'7(X

多项式的截断数取
LP>?"

#"#

!

有效性验证

为了验证本文方法的适用性$对任意边界条件

下均匀厚度圆柱壳的固有频率进行了验证
"

当壳体

各子段的厚度相等且组成材料的体积分数指数
(

P?

时$模型由
!3

阶梯圆柱壳变为了单一材料的

均匀厚度圆柱壳$得到的结果如表
O

所示$其中$

P

P>9

$

=PG?9

$

JP?"?O9

$

2P>

$无量纲频率为

5

P

1

P

G

+

(

>U

!

G

)"槡 :"

表
-

为
0H0

边界条件下
!3

圆柱壳的固有频率对比$考虑了体积分数指数
(P

?"O

和
( PG

两种情况$其中$

=

"

PP>

$

J

"

PP

?"??G"

表
/

为
0H0

和
%H%

边界条件下阶梯圆柱壳
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表
#

!

0H0

边界条件下壳段数对圆柱壳无量纲频率的影响

6&B=(L

!

Q;S=@(;#(8S;@9B(C8S'7(=='(

F

9(;R8;<"9(;'"8;=(''SC(

a

@(;#

I

8S#

I

=";<C"#&='7(==E"R70H0B8@;<&C

I

#8;<"R"8;'

-

壳段数

G L N O

文献%

>O

&

<

I

> ?)?>->? ?)?>->? ?)?>->? ?)?>->? ?)?>->? ?

G ?)??5L5 ?)??5L5 ?)??5L5 ?)??5L5 ?)??5L1 ?

L ?)?GG>? ?)?GG>? ?)?GG>? ?)?GG>? ?)?GG>? ?

N ?)?NG?5 ?)?NG?5 ?)?NG?5 ?)?NG?5 ?)?NG?5 ?

O ?)?-/51 ?)?-/51 ?)?-/51 ?)?-/51 ?)?-1?> ?)?NN

- ?)?55-/ ?)?55-/ ?)?55-/ ?)?55-/ ?)?55/L ?)?-?

表
$

!

不同边界条件下
!3

阶梯圆柱壳固有频率的收敛性

6&B=(N

!

%8;X(C

F

(;#(8S;&R@C&=SC(

a

@(;#

I

8S!3'R(

AA

(<#

I

=";<C"#&='7(=='E"R7<"SS(C(;RB8@;<&C

I

#8;<"R"8;'

边界条件
-

固有频率(

W_

)

截断数
L

LPO LP/ LP5 LP>> LP>L

%H%

> G1--)O/- G1LN)>-O G1G/)?O> G1G/)?N1 G1G/)?NO

G >O-N)?GL >OL5)??N >OL>)O1- >OL>)O/- >OL>)O/>

L >GO?)G-- >GN>)??G >GL/)?OL >GL/)?NL >GL/)?N?

N >O-O)/-/ >OO-)1/G >OOG)/>- >OOG)/?1 >OOG)/?G

O >5-5)O// >5O5)OG1 >5OO)/5L >5OO)/1N >5OO)//?

0H0

> G?5N)?LL G?5L)/15 G?5L)/-G G?5L)/O1 G?5L)/O-

G 5LL)ON> 5LL)N/O 5LL)N/O 5LL)N/O 5LL)N/O

L 51L)/>G 51L)G?> 51G)1O/ 51G)1O> 51G)1O?

N >L5?)OL> >L11)-O> >L11)?1> >L11)?/5 >L11)?/O

O >1N-)-5/ >1NL)5L? >1NL)>L/ >1NL)>LN >1NL)>L>

%H!

> >>-5)?>? >>-L)L5G >>->)/>N >>->)N>- >>->)>LG

G N51)>L> N5-)NO? N5O)1L- N5O)1G/ N5O)1GG

L ->>)5O/ ->>)>GL ->?)L51 ->?)L1- ->?)L/L

N >?LG)>GO >?L?)N5O >?G1)511 >?G1)5/> >?G1)5-5

O >-G?)?-> >->/)OG/ >->O)L?G >->O)L?G >->O)L?G

的无量纲频率对比$其中$

J

>

"

PP?"?>

$

J

G

"

J

>

P?"O

$

=

>

"

=P>

"

G

$

=

"

PP>?

$无量纲频率为
5

P

1

P

G

,

+

(

>U

!

G

)"槡 :"

结果表明$分析结果与文献和仿真

结果保持良好的一致性
"
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表
I

!

任意边界条件下圆柱壳无量纲频率比较

6&B=(O

!

%89

A

&C"'8;'8S<"9(;'"8;=(''SC(

a

@(;#

I

8S#

I

=";<C"#&='7(=='E"R7&CB"RC&C

I

B8@;<&C

I

#8;<"R"8;'

边界条件
-P> -PG -PL -PN

0H0

文献%

>?

&

?)?>-> ?)?L5G/ ?)>?51 ?)G>?G1

本文
?)?>-> ?)?L5G/ ?)>?5O ?)G?5?>O

<

I

? ? ?)??L ?)??-

%H%

文献%

>?

&

?)?LG1O ?)?N?-N ?)>?55/ ?)G>?LG

本文
?)?LG5/ ?)?N?-/ ?)>?5-N ?)G?5?/

<

I

?)??N ? ?)??L ?)??-

表
J

!

0H0

边界条件下
!3

圆柱壳的固有频率比较

6&B=(-

!

%89

A

&C"'8;'8S;&R@C&=SC(

a

@(;#

I

8S!3#

I

=";<C"#&='7(=='E"R70H0B8@;<&C

I

#8;<"R"8;'

-

固有频率(

W_

)

(P?)O (PG

文献%

5

& 本文 文献%

5

& 本文

> >L)LG> >L)LGL >L)>?L >L)>?L

G N)OG55 N)O>-5 N)NNLO N)NNLL

L N)GO1- N)>5> N)>GLO N)>GLN

N /)G>-- /)?5>5 -)51G -)51>1

O >>)O>G >>)LL/ >>)>O> >>)>O>

表
K

!

阶梯圆柱壳无量纲频率比较

6&B=(/

!

%89

A

&C"'8;'8S<"9(;'"8;=(''SC(

a

@(;#

I

8S'R(

AA

(<#

I

=";<C"#&='7(=='

-

0H0 %H%

文献%

>-

& 文献%

>N

& 本文 文献%

>-

& 文献%

>N

& 本文

> ?)?O-ON ?)?O-ON ?)?O-ON ?)?5/-O ?)?5/-- ?)?51-N

G ?)?G?/N ?)?G?/N ?)?G?/O ?)?N>L- ?)?N>L- ?)?N>1>

L ?)?G?ON ?)?G?OL ?)?G?OO ?)?G//N ?)?G//L ?)?G/1/

N ?)?G5>N ?)?G5>L ?)?G5>- ?)?LL/N ?)?LL/G ?)?LL1N

O ?)?L1>5 ?)?L1>1 ?)?L1G? ?)?N>L1 ?)?N>L- ?)?N>NO

$

!

结果分析

$)!

!

边界条件影响

不同边界条件下$即
0H0

'

%H%

'

2>H2>

和
2>H2G

四种边界条件下$

!3

阶梯圆柱壳的固有频率随周

向波数的变化关系如表
1

所示
)

随着周向波数的增

大$两种经典边界条件下的固有频率都先减小后增

大
)

而在
2>H2>

和
2>H2G

两种弹性边界条件下$固

有频率都随着周向波数的增大而增大
)

由表
1

可知$

在
0H0

边界条件下$

!3

阶梯圆柱壳的最低阶固有频

率出现在周向波数
-PG

处$

%H%

边界条件下最低阶

频率在模态(

>

$

L

)处获取$并且由于边界连接刚度的

影响$

%H%

边界条件下
!3

阶梯圆柱壳的固有频率

最大
)
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表
L

!

不同边界条件下
!3

阶梯圆柱壳的固有频率比较

6&B=(1

!

%89

A

&C"'8;'8S;&R@C&=SC(

a

@(;#

I

8S!3'R(

AA

(<

#

I

=";<C"#&='7(==' E"R7<"SS(C(;RB8@;<&C

I

#8;<"H

R"8;'

-

固有频率(

WK

)

0H0 %H% 2>H2> 2>H2G

> G?5L G1G- /L- -GG

G 5LL >OL? /OL /?5

L 51G >GL- 5/- 5N/

N >L1/ >OOG >L5? >LN/

O >1NG >5OO >1OO >1GL

$)"

!

体积分数指数影响

给定的金属
H

陶瓷
!3

阶梯圆柱壳模型中$其材

料属性在厚度方向上呈现梯度变化$当
(P?

时$

!3+'

仅由单一金属材料组成$随着
Y

的增大陶瓷

材料的比例逐渐增大
)

本文对
2>H2>

'

2>H2L

和
2GH

2L

三种弹性边界条件下金属
H

陶瓷体积分数指数对

固有频率的影响展开了分析$其中$选取周向波数
-

PG

为例
)

由图
N

可知$三种弹性边界条件下固有频

率都随着体积分数指数的增大而呈现增大的趋势$

这是由于随着体积分数指数的增加$陶瓷在
!3+'

中的比例增加$而固有频率主要受
!3+'

的杨氏模

量和密度的影响
)

由式(

GN

)可知$壳体结构的固有频

率主要取决于质量矩阵和刚度矩阵$由于边界连接

刚度的影响$

2>H2>

边界条件下对应的固有频率最

大
)

同时$随着体积分数指数的增大$边界条件对阶

梯圆柱壳的固有频率的影响越来越大
)

图
N

!

弹性边界条件下体积分数指数对固有频率的影响

!"

F

)N

!

Q;S=@(;#(8SX8=@9(SC&#R"8;(D

A

8;(;R8;;&R@C&=

SC(

a

@(;#

I

E"R7(=&'R"#B8@;<&C

I

#8;<"R"8;'

$)#

!

几何参数影响

几何参数是影响
!3

阶梯圆柱壳固有频率的重

要因素之一
)

本文讨论了弹性边界条件下长径比和

厚径比对
!3

阶梯圆柱壳的固有频率的影响$图
O

(

&

)为不同周向波数下固有频率随长径比的变化关

系$图
O

(

B

)不同周向波数下固有频率随厚径比的变

化关系
)

图
O

!

几何参数对固有频率的影响

!"

F

)O

!

Q;S=@(;#(8S

F

(89(RC"#

A

&C&9(R(C'8;;&R@C&=SC(

a

@(;#

I

!!

由图
O

(

&

)可知$保持半径和厚度比值不变的情

况下$当长径比从
>

)

>?

变化时$固有频率随着长径

比的增大而呈现减小的趋势$当长径比为
>

时$各阶

固有频率得到最大值
)

并且不同周向波数下固有频
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率的变化趋势有所不同$低阶周向波数下长径比对

固有频率的影响相对较小$随着周向波数的增大$固

有频率的变化趋势逐渐增大+由图
O

(

B

)可知$保持

长度和半径不变的情况下$在低阶周向波数下$

!3

阶梯圆柱壳的固有频率对厚径比的变化不敏感$随

着周向波数的增大$固有频率随厚径比的增大而增

大$且周向波数越大$固有频率的增大趋势越明显
)

$)$

!

弹簧刚度影响

为了研究弹簧刚度的影响$在壳体两端设置五

组弹簧$即三组线性平动弹簧和两组扭转弹簧$通过

调节不同弹簧刚度值来实现任意复杂的边界条件
)

如图
-

(

&

)所示$设置扭转弹簧刚度值为
>?

>G

Y

"

9

$

平动弹簧刚度值从
>?

?

Y

"

9

增加到
>?

>O

Y

"

9)

如图

-

(

B

)所示$设置平动弹簧刚度值为
>?

>G

Y

"

9

$扭转

弹簧刚度值从
>?

?

Y

"

9

增加到
>?

>O

Y

"

9)

由图
-

(

&

)

可知$随着弹簧刚度值的增大$

!3

阶梯圆柱壳的固

有频率逐渐增大$不同体积分数下的固有频率随刚

度值的增大呈现近似线性关系
)

对于线性平动弹簧

而言$弹簧刚度的敏感范围出现在
>?

-

H>?

>?

Y

"

9)

由

图
-

(

B

)可知$扭转弹簧对
!3

阶梯圆柱壳的固有频

率的影响较小
)

上述现象表明$不同方向上的弹簧对

弹簧刚度敏感范围和固有频率的影响程度不同
)

图
-

!

弹簧刚度对固有频率的影响

!"

F

)-

!

Q;S=@(;#(8S'

A

C";

F

'R"SS;(''8;;&R@C&=SC(

a

@(;#

I

I

!

结论

基于一阶剪切变形理论$以金属
H

陶瓷
!3

阶梯

圆柱壳为研究对象$提出了一种以
%7(B

I

'7(X

多项

式为容许函数的半解析法$此方法具有良好的收敛

性和有效性$采用人工弹簧技术确定弹簧刚度值$从

而得到任意边界条件下的振动特性$主要结论如下*

(

>

)在经典边界条件下$

!3

阶梯圆柱壳的固有

频率随着周向波数的增大呈现先减小后增大的趋

势+在
2>H2>

和
2>H2G

两种弹性边界条件下$固有

频率都随着周向波数的增大而增大+由于边界连接

刚度的影响$

%H%

边界条件下
!3

阶梯圆柱壳的固

有频率最大
)

(

G

)在不同弹性边界条件下$

!3

阶梯圆柱壳的

固有频率随着体积分数指数的增大而增大+主要由

于随着体积分数指数的增大$陶瓷的比例逐渐增大$

其固有频率主要受
!3

的杨氏模量和密度的影响
)

(

L

)

!3

阶梯圆柱壳的固有频率随着长径比的

增大而减小+低阶周向波数下固有频率对厚径比的

变化不敏感$而高阶周向波数下固有频率随着厚径

比的增加而增大$并且增大的趋势越来越明显
)

(

N

)边界弹簧刚度对壳体频率具有明显影响$

平动弹簧对频率的影响较大$旋转弹簧对频率的影

响较小
)
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