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含夹杂和裂纹的平面内应力干涉半解析模型
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材料不可避免引入的夹杂$裂纹等缺陷影响其力学特性
8

为了研究各向同性全空间内裂纹与夹杂的

相互干涉作用"本文基于等效夹杂法与分布位错技术相结合的方法"将非均质夹杂近似为与基体具有相同弹性模

量且含有未知本征应变的均质夹杂"将
$

'

%

混合型裂纹近似为密度未知的攀移位错和滑移位错"建立了可仿真各

向同性全空间内夹杂和裂纹干涉作用的半解析模型"并基于位错分布求解了裂纹尖端的应力强度因子
8

模型采用

共轭梯度法迭代求解了未知量"并借助快速傅里叶变换算法提高计算效率"最后通过有限元方法验证了模型的有

效性
8

本模型可为缺陷材料内各结构的干涉作用以及由此诱导的断裂行为的解析提供理论方法
8

关键词
"

夹杂"裂纹"等效夹杂法"分布位错技术"应力强度因子
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引言

材料在制造或服役过程中可能形成夹杂$空洞$

微裂纹等缺陷
8

夹杂可分为均质夹杂和非均质夹杂"

其中与基体材料具有相同弹性模量并含有本征应变

的夹杂为均质夹杂"而与基体材料属性不同的夹杂

为非均质夹杂
8

空洞由于其特殊的属性特征"可视为

弹性模量为
$

的非均质夹杂"其内部无任何应力
8

裂

纹本质是材料内部的连续性缺陷"具有连续分布的

特征&同时"

$

'

%

混合型裂纹具有自由表面"裂纹尖

端不产生相对位移
8

通常"夹杂与基体的交界处由于

材料属性突变产生应力集中"从而导致微裂纹形成"

而裂纹扩展路径上的夹杂会加速或阻挡裂纹生长
8

这些缺陷相互干涉$共同作用"最终导致材料的疲劳

失效(

=

"

#

)

8

等效夹杂法 !

*

]

9@_B7C?<(?D79;@6? 4C<E6L

"

*(4

#是针对材料中夹杂的非线性应力'应变问题提

出的解析方法"该方法假设夹杂与基体具有相同弹

性模量"其对弹性场的影响通过等效的本征应变反

应
8

迄今"已有很多研究基于
*;EC7X

\

张量解析了规

则形状$数量较少的夹杂问题
8MC?CL@I<

等(

O

)研究了

嵌入在各向同性弹性体中相互作用的球形夹杂附近

应力状态"以及夹杂分布对夹杂'基体界面处应力的

影响&

39?L9F;

等(

!

)在圆形
*;EC7X

\

夹杂应力解的

基础上采用极限的思想得到半无限条带状夹杂的应

力场&

1CC

等(

"

)研究了椭圆柱夹杂外部点
*;EC7X

\

张量的封闭解"分析了圆形柱状夹杂的影响作用&

U9

和
a@?

(

N

)求解了包含多边形非均质夹杂的二维

无限域的弹性场&

U9

等(

Q

)在此基础上解析了三维

区域的多面体夹杂
8

近年来"

*(4

的灵活运用为夹

杂问题的求解提供了新思路%

&EC?

等(

%

)将涂层结构

近似为位于材料界面的非均质夹杂"综合运用共轭

梯度法(

>

)

!

&6?

P
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B<CTFBL@C?<4C<E6L

"

&T4

#和快

速傅里叶变换!

2B;<269F@CFRFB?;G6FA

"

22R

#"研

究了接触载荷下材料结构塑性演变规律&

SE69

等(

=$

)提出了无限空间中多个任意形状三维非均质

夹杂的半解析求解方法"并分析了材料内空洞对弹

性场的影响&进一步"

SE69

等(

==

"

=#

)提出了一种采用

三维和二维快速
22R

相结合的方法用于快速求解

表面载荷下各向同性三维半空间中任意形状夹杂问

题"研究了在硬涂层下基体内部不同弹性模量的非
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均质夹杂对弹性场的影响
8

裂纹是局部应力集中导致的材料缺陷"其破坏

材料自身的连续性并在尖端处产生应力奇异性
8

通

常"根据断裂面的相对位移方向"二维平面内裂纹形

式可分为
$

型!张开型#$

%

型!剪切型#$

$

'

%

混合

型等
8

位错本质则属于晶体沿晶格方向形成的缺陷"

'@77;

等(

=O

)借助位错的力学解析形式"提出了分布

位错 技 术 !

3@;<F@X9<CL 3@;76DB<@6? RCDE?676

:\

"

33R

#"将裂纹近似为沿裂纹走向的刃型位错(

=!J=N

)

"

其中
$

型裂纹近似为攀移位错"

%

型裂纹近似为滑

移位错
8

运用此方法"王强胜等(

=Q

)借用叠加原理和

TB9;;J&ECX

\

;EC_

数值积分法求解了半空间在赫兹

压力作用下表面裂纹尖端的应力强度因子!

+<FC;;

(?<C?;@<

\

2BD<6F

"

+(2

#"并分析了裂纹长度$裂纹埋

入深度对裂尖
+(2

的影响&李文俊等(

=%

)利用相同方

法求解了赫兹压力下次表面偏折裂纹的力学性质"

探究了不同深度$长度比$载荷比对裂尖
+(2

和裂纹

扩展方向的影响
8

张启洞等(

=>

)借助该方法研究了微

裂纹对于主裂纹扩展行为的影响
8&EC?

等(

#$

)研究

了接触载荷作用下半平面内沿着任意方向的剪切型

裂纹粘滑摩擦情况"并详细讨论了摩擦系数$裂纹角

度和裂纹位置的影响
8

为避免讨论裂纹尖端奇异性

问题"

SE69

等(

#=J#O

)采用规则网格离散裂纹段并将计

算节点设置在网格中心"解析了全空间内分段函数

表征的分布位错的应力影响因子"迭代获得各向同

性全空间内可描述裂纹干扰行为的位错分布"以及

影响裂纹尖端塑性的主要因素&

36?

:

等(

#!

"

#"

)将断

面相对滑移单元作为最外层的收敛条件"提出了半

空间内递进加载模式下滑移区域演变的数值算法"

解析了加载
J

卸载$滚'滑动等非稳态接触条件下断

面的滑移行为
8

借助分布位错法表征裂纹可研究裂

纹面的接触行为及与裂纹尖端塑性区和裂纹扩展紧

密相关的
+(2

等"是探索实际裂纹问题的强有力

工具
8

在材料制造过程中夹杂物经常聚集形成微缺陷

或被作为增强纤维'颗粒添加到复合材料中"但其存

在常在其周围引起应力集中"从而形成裂纹和位错
8

因此"研究多种夹杂物$位错和裂纹的相互作用对材

料的优化和性能改进具有重要意义
8

针对此类问题"

1@

和
&EC?

等(

#N

)讨论了两个长条状夹杂物和裂纹

之间的相互作用"提出了一种预测由裂纹尖端附近

夹杂物引起的
$

型裂纹
+(2

的方法&

RB6

等(

#Q

)研究

了裂纹$圆形夹杂和刃型位错之间的相互作用"表明

非均质夹杂与刃型位错对
+(2

的影响存在竞争关

系&

SEB?

:

等(

#%

)求解了含多个椭圆夹杂的二维无限

平面在温度均匀变化下的弹性场"利用连续分布的

位错模拟平面的边界"应用等效夹杂法和分布位错

技术得到的应力叠加求解平面的热应力&

36?

:

等(

#>

)开展了接触载荷作用下各向同性半空间基体

中含表面涂层的近表面裂纹和界面裂纹的研究"结

果表明裂纹面在基体和涂层中闭合的模式不同
8

含

非匀质属性特征的周期性分布复合材料也是研究者

关注的问题之一%

SE69

等(

O$

)通过
22R

中设定循环

边界条件的方法建立了具有周期性结构复合材料的

半解析模型"分析了三维全空间内各向异性复合材

料的应力场和有效模量&

36?

:

等(

O=

)也基于本方法

研究周期性分布的非均质夹杂'裂纹相互作用的复

合材料有效弹性模量问题
8

本模型基于以上算法提

出了采用应力坐标转换方法解析任意方向裂纹问

题"并研究了夹杂的非均匀特性对裂纹的干涉作用"

相关结论可为复杂材料组织的力学性能解析提供理

论工具
8

本论文提出的模型结合了等效夹杂法和分布位

错技术等"将各向同性全空间所含的非均质夹杂和

$

'

%

混合型裂纹均匀化"形成了考虑夹杂'裂纹干

涉作用的半解析方法"采用
&T4

迭代求解表征材

料非弹性行为的本征应变和位错密度"采用
22R

提

高计算效率"并基于位错分布外推得到裂纹尖端的

位错密度"从而求解裂尖的
+(2

&最后"采用有限元

方法验证模型的有效性"为缺陷材料内各结构的干

涉作用以及由此诱导的断裂行为的解析提供理论

参考
8

%

"

问题描述与简答

在各向同性全空间中存在着任意形状非均质夹

杂和统一方向的
$

'

%

混合型裂纹"本研究选择包含

所有夹杂和裂纹的矩形区域作为计算域
8

基于等效

夹杂法和分布位错技术求解全空间中夹杂和裂纹干

涉问题原理如图
=

所示
8

其中"局部坐标系
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原点位于计算域中心"坐标轴方向则取决于裂纹走

向
#

计算域划分为
&

*

h&

6

个大小相同的
"

*h

"

6

的矩形网格单元"应力计算点位于每个单元的中心"

单元可通过!

*

!

"

6

#

#表示"其中
=

+!+

&

*

"

=

+

#

+

&

6

#

单元数量及尺寸可根据所要研究的裂纹$夹杂

情况而定
#

非均质夹杂具有与基体材料不同的弹性模量"

且包含各种非弹性应变
#

基于等效夹杂法"非均质夹

杂均可近似为与基体材料具有相同弹性模量且含未

知本征应变的均质夹杂
#

在计算域中"所有非均质夹

杂
&

'

均近似为由若干单元组成的均质夹杂"通过

细化单元网格可相对精确的捕捉任意形状的夹杂
#

裂纹常经历混合模式加载%

$

型裂纹主要承受

拉'压应力作用"表现为裂纹面的张开或闭合&

%

型

裂纹主要承受剪切应力作用"产生沿裂纹面的切向

位移
#

利用分布位错技术"

$

型裂纹近似为具有未知

位错密度
(

,的攀移位错"

%

型裂纹近似为具有未知

位错密度
(

的滑移位错
#

本模型中"每个
$

'

%

混合

型裂纹
)

'

可分解成若干连续的裂纹段"每个裂纹段

都沿着矩形单元的中心线"以方便求解每一裂纹段

的位错密度
#

通过该模型探究了单裂纹到多夹杂'多裂纹等

不同情况的应力分布
#

对于尚未探明的斜裂纹问

题(

#=

"

##

)

"本模型借助应力坐标转换公式!

=

#"进行
#

次坐标转换可有效解决
#

当斜裂纹角度为
!

时"将全

局坐标系下的远场载荷值转化成局部坐标系下的

值"施加到本模型中
#

有限元处理部分将在下一节进

行介绍
#

图
=

"

全空间夹杂和裂纹干涉问题的建模及求解
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理论公式及数值建模

&#%

"

非均质夹杂的建模

非均质夹杂通过等效夹杂法近似为与基体材料

具有相同弹性模量且含未知本征应变
*

!

:

5

的均质夹

杂
&

"均质化单元的总应力由本征应力
"

!

"位错诱

发应力
"

E 和外载荷诱发应力
"

( 组成"可以被表

示为(
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其中
2

为基体材料的弹性模量"

2

' 为非均质夹杂的

弹性模量"

*

!为均质夹杂的本征应变
#

在本模型中"假设裂纹的两个表面彼此不接触
#

因此"每个裂纹都应满足沿法向和切向的自由牵引

力条件
#

除外载诱发应力和位错诱发应力外"还需导

*
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期
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入本征应变诱发应力"由此建立如下控制公式%
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5

V=
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#

#

B76?

:)

'

!

O

#

计算域
!

中每个矩形单元内的本征应力
"

!可

由非均质夹杂近似后的均质夹杂单元内本征应变引

起的本征应力叠加得到"如式!

!

#所示
#

要说明的是"

每个矩形单元内的本征应变认为是均匀的"但整个

夹杂内的本征应变又处于非均匀状态
#

"

!

!

"

#

V
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=
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+
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=
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# !

!

#

其中"

3

'W

,

"

#

W

+

是矩形单元(

!

"

#

)中点!

*

!

"

6

#

#处的应

力与以!

*

,

"

6

+

#为中心的矩形单元(

,

"

+

)中的本征应

变
*

!

:

5

之间的影响系数
#3

'W

,

"

#

W

+

的表达式参考
SE69

等(

=$

)的工作
#

基于上述方法本模型可处理任意形状的夹杂"

处理方式是将其离散为若干个大小相同的矩形夹

杂
#36?

:

等(

OO

)采用该方法求解了球形夹杂的问题"

尽管规则网格不能光滑捕捉到夹杂的边界区域"但

仍能得到较合理的结论"从而证明了本模型仿真任

意形状夹杂的适用性
#

需要提及的是%计算域内网格

密度越大"夹杂边界附近应力越准确
#

&#&

"

裂纹的建模

如前所述"

$

'

%

混合型裂纹被近似为攀移位

错和滑移位错"未知的位错密度
(

,和
(

有待通过

分布位错技术确定
#

在计算域
!

中"裂纹位于原点

O

"长度为
'

"为了表征位错沿裂纹方向的连续性"每

个网格内的位错密度可采用分段函数表示%

(

,

VE

,

*Z0

,和
(

VE*Z0 #

如图
#

所示"位错沿整个裂

纹连续分布
#

且用于表征每个裂纹段近似分布的分

段线性函数在两个相邻裂纹段上连续"即参数对

E

,

"

0

,及
E

"

0

应满足以下关系%

E

,

!

"

#

"

*Z0

,

!

"

#

VWE

,

!

Z=

"

#

"

*Z0

,

!

Z=

"

#

E

!

"

#

"

*Z0

!

"

#

VWE

!

Z=

"

#

"

*Z0

!

Z=

"

%

&

'

#

!

"

#

理论上"裂纹尖端处由于材料结构的失稳而产

生无限应力
#

本文为避免尖端属性的讨论"应力计算

点设置在单元中心"而裂纹尖端位于单元边界上"本

模型采用分段线性函数拟合非线性的位错密度"并

不能准确表征尖端处的应力状态
#

需要提及的是%计

算域内离散网格尺寸越小"应力计算越准确
#

在各向同性全空间中"攀移位错和滑移位错在

图
#

"

位错密度的线性近似
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:
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#处产生的应力
"

E

:

5

可根据位于!

*

0

"

6

0

#处的

M9F

:

CF;

向量分量
)

,和
)

得出(

=O

)

%

"

E

:

5

!

*

"

6

"

*

0

"

6

0

#
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#

-
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.

Z=

#
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*
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"

6

0

#
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!
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"

*
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#
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0

"
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5

*

"
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"

*

0

"

6

! #

0
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!

:

"

5

V=

"

#

# !

N

#

其中
"

E为位错诱发应力&

M9F

:

CF;

向量
)

,和
)

分别

由攀移位错和滑移位错确定&

.

为全空间材料的

d676;6_

常数!对于平面应变问题"

.

VOW!

/

"

/

为泊

松比#&

-

为剪切模量&

Q

,

:

5

和
Q

:

5

是影响函数(

=$

)

#

在计算域各点!

*

"

6

#处"由中心在!

$

"

$

#处且沿

中心线分布的攀移位错和滑移位错而产生的应力

"

E

:

5

可以通过对公式!

N

#积分得到%

"

E

:

5

!

*

"

6

#

7

#

-

&

!
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#
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*
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*
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"
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(
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*
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"
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"
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=

"

#

&

"
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2

(
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*

"

"

*

)# !

Q

#

沿每个裂纹段的位错密度
(

,和
(

分别由线性

分段函数近似
#

计算域内的矩形单元(

!

"

#

)中观测点

!

*

!

"

6

#

#处应力可通过所有位错产生的应力求和

得到%

"

E

!

"

#

7

(

&

6

;

=
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7

$

(
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=
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'
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;

+
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=
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=
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=
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=
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%

#

其中"

"

,
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,

"

#

W

+

"

R

,
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,

"

#

W

+

"

"

'W

,

"

#

W

+

和
R

'W

,

"

#

W

+

是与攀

移位错和滑移位错及应力计算点位置相关的影响函

数(

#=

)

"将矩形单元中点!

*

!

"

6

#

#处的应力
"

E

!

"

#

与单元

*
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(

,

"

+

)的位错密度参数
E

,

,

"

+

"

0

,

,

"

+

"

E

,

"

+

和
0

,

"

+

联系起

来"即可叠加得到每个单元中由位错密度诱发产生

的应力值
#

同时由于裂纹两端闭合"裂纹尖端的攀移位移

和滑移位移均为零"使得
0

,

"

*

和
0

"

*

从一端!

*

=

"

6

#到另一端!

*

#

"

6

#的位移为零"求和公式需满足如

下条件%

"

*

(

*

=

+

*

+

*

#

0

,

7

$

"
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*

(

*

=

+

*

+

*

#

0

7

$

!

>

#

&#'

"

非均质夹杂和裂纹的统一建模

计算域中网格单元的应力由本征应变和位错诱

发的应力相互叠加得到"通过控制公式!

#

#

C

!

O

#考

虑两者的共同作用"以上条件保证统一建模后计算

结果的准确性
#

在上一节中"裂纹引起的应力
"

E

:

5

用

位错密度的代表参数
E

,

"

0

,

"

E

和
0

表示&本征应

力
"

!

:

5

用本征应变
*

!

:

5

表示"通过将公式!

!

#和!

%

#代

入到公式!

#

#

C

!

O

#中可以整理得到%
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B76?

:'

'

!

==

#

公式!

=$

#

C

!

==

#和前述公式!

"

#和!

>

#构成一组

可解的控制公式
#

采用
22R

算法以提高公式!

=$

#

C

!

==

#中耗时的平面求和的计算效率(

O!

)

#

&T4

用以迭代求解非均质夹杂和
$

'

%

型裂

纹共同作用的应力问题"控制方程为式!

=$

#

C

!

==

#"

两式本质上属于未知参量
!

的线性方程组
"!V#

"

求解目标分为两部分"其一是非均质夹杂内部的本

征应变
*

!

"其二是攀移位错和滑移位错的密度
(

,

和
(

"对两者分别使用
&T4

"直至两者收敛精度同

时达设定值"本模型中收敛精度为
=h=$

WN

#

应用该

方法"

SE69

等(

=$

"

##

)研究了各向同性三维半空间中

任意形状夹杂问题&

36?

:

等(

#>

)研究了接触载荷作

用下各向同性半空间基体表面涂层与界面'近表面

裂纹的干涉问题
8

本质上"

&T4

是求解对称正定矩阵方程的数

学方法"尽管本模型中离散后的矩阵方程非必要对

称"但上述研究表明
&T4

仍具有一定的适用性
8

&T4

求解关于未知参量
!

的线性方程组
"!V#

如下%

$!

$

#V%!

$

#V#W"!!

$

#

!
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#

0

!

:

#V

.

%

I

!

:
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:
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I

!

:
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:

#

!
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#

*

!

:Z=
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*
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!

:
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:
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!
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#
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:Z=
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:

#W

0

!

:
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:

#
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#
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:Z=
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%

I

!

:Z=
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:Z=

#

%

I

!

:

#%!

:

#

!

=N

#
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:Z=

#V%!

:Z=

#Z

(

!

:Z=

#$!

:

#

!

=Q

#

其中"

!

是表征本征应变
*

!和位错密度
(

,和
(

的

未知参量"两者分别对应的矩阵
"

由影响函数

3

'W

,

"

#

W

+

和
"

'W

,

"

#

W

+

$

R

'W

,

"

#

W

+

构成&下标中的整数
:

表

示迭代步骤&向量
$

和
%

分别代表共轭方向和共轭

残差&向量
%

I 是
%

的转置&变量
0

是每次迭代的步

长
#

采用上面所示的迭代过程求解式!

=$

#

C

!

==

#时"

一般只需
"C=$

步即可实现深度收敛
#

&8(

"

+(2

求解

根据
+(2

的定义(

O"

)

"只要已知长度为
7

的裂纹

的应力"则裂纹尖端附近的
+(2

可由以下公式获得%
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"
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#

!
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#

应力可由本征应变和位错密度的解确定"式

!

=%

#可改写为下式(

#>

)

%
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*

6

#

!

!
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#

其中!

"

66

Z@

"

*

6

#

( 表示外部载荷引起的应力"!

"

66

Z

@

"

*

6

#

!为本征应力分量
#

值得注意的是"裂纹在外载

作用下于裂纹尖端产生的应力具有奇异性"其值接

近无限大
#

本模型中用分布位错来等效裂纹"在式

!

=>

#中由位错在裂纹尖端产生的应力同样具有奇异

*

"!!

*第
!

期
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含夹杂和裂纹的平面内应力干涉半解析模型



性"而由于外载和非均质夹杂在裂纹尖端处产生的

应力是有限的"两者应力值对于上式计算可以忽略

不计"所以!

"

66

Z@

"

*

6

#

(和!

"

66

Z@

"

*

6

#

!可以从式!
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#

中合理地舍去
#+(2

可由下式求得%
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,

!
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#

位错密度在物理意义上被定义为裂纹面之间任

意点斜率的负值"通过归一化处理(

ON

)

"位错密度可以

表示为
(

,

!

.

#

V

$

!

.

#

1
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!

.

#和
(

!

.

#

V

$
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.

1

!

.
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$

!

.

#

是一项初等函数"

1

,

!

.

#和
1

!

.

#是光滑的连续函数
#

其基本解可表示为
$
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#
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(
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"
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)

#+(2

可

通过以下公式获取%
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取极限"公式!
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假设
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#由多项式表示(

=O

)

"再结合

最小二乘法回归分析(
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)

"

+(2

可以表示为%
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水平裂纹左右俩侧的
9
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和
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%

可进一步表

示为%
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其中!

Z=

#代表左侧"!

W=

#代表右侧
#

'

"

数值结果验证

本节简要介绍有限元验证模型"并对比有限元

模型与数值模型的计算结果"以证明本文所建立模

型的功能和适用性
#

经对比分析"本模型能够较好解

决裂纹'夹杂干涉问题
#

且与有限元模型相比"该方

法能够直接处理全空间问题"不会产生因有限元方

法造成的截断误差
#

'#%

"

有限元模型建模及斜裂纹处理

本文是研究各向同性全空间内夹杂'裂纹的干

涉作用"其中夹杂与裂纹位于目标计算域
(

*

h(

6

内"

并无周期性约束的要求"因此数值模型中无需对包

含夹杂'裂纹相互作用的矩形区域边界施加约束
#

有

限元建模中"为了消除边界效应计算域进行合理放

大"固定不施载一侧的边界"同样不存在周期性边界

条件"保证与数值模型的同等约束条件
#

如图
O

所

示"在中心划分出与本模型相同大小的目标域"计算

域约为目标域的
=$$

倍
#

有限元目标计算域网格与

本模型网格尺寸保持一致"以确保两者计算结果相

匹配"同时便于提取相应单元上的应力值以对比分

析&为精确求解裂尖
+(2

"裂纹区域的网格需进一步

细化
#

局部坐标系
*NON

6

N

位于目标计算域中心"裂

纹$夹杂的各种初始条件设置与数值模型一致"以实

现相同的验证条件
#

在有限元模型中"裂尖
+(2

通过

T

积分的方式获得"将线积分的
T

积分在有限元中

用计算更加方便准确的环形区域积分代替"在两裂

尖位置设置
%

个以裂尖为中心且向外扩大的环形区

域"即可利用有限元准确计算出裂纹尖端的
+(2

"并

用以验证本模型的计算结果
#

针对斜裂纹问题需进行的
#

次坐标转换"数值

模型的应力转换已在上一节完成"有限元模型部分

的处理方式如图
O

所示
#

将有限元中心计算域和局

部坐标系逆时针旋转角度
!

"在全局坐标系下"施加

载荷分别为
"

**

"

0

*

6

"

0

6

*

"

"

66

"其中
0

*

6

V

0

6

*

#

经应力

坐标转换后"本模型在局部坐标系下需施加的远场

载荷分别为
"

N

**

"

0

N

*

6

"

0

N

6

*

"

"

N

66

#

模型间的应力对比

需在同一坐标系下进行"因此在局部坐标系中提取

有限元模型应力再与数值模型对比
#

'#&

"

单裂纹缺陷

定义单个长度为
'

=

V#$

#

A

的水平裂纹
)

=

位

于矩形计算域中心"局部坐标系原点
ON

!

$

"

$

#位于

裂纹中心"基体的弹性模量
"

?

V!#$TKB

"泊松比
/

V$#O#

在远场载荷
"

**

V

"

66

V

0

*

6

V=TKB

作用下"计

算得到本模型和有限元模型的
_6?4@;C;

应力场
#

如图
!

所示"在拉伸应力和剪切应力作用下"裂纹尖

端出现明显的应力集中"且两种方法具有很好的一

致性
#

取特定单元!

6

V=

#

A

上#!避开裂纹尖端的

奇异性#上的主应力及
_6?4@;C;

应力值进行对比

*

N!!
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图
O

"

有限元验证模型

2@

:

8O

"

REC_CF@G@DB<@6?A6LC7@?G@?@<CC7CAC?<

!

2*

#

图
!

"

本模型和有限元模型的
_6?4@;C;

应力场!

4KB

#

2@

:

8!

"

REC_6?4@;C;;<FC;;G@C7L;

!

4KB

#

6X<B@?CLX

\

<EC

[

FC;C?<AC<E6LB?L<EC2*A6LC7

图
"

"

本模型和有限元模型特定单元!

6

V=

#

A

上#的应力

对比

2@

:

8"

"

&6A

[

BF@;6?6G;<FC;;C;G6F;

[

CD@G@DC7CAC?<;

!

B76?

:

6

V=

#

A

#

6X<B@?CLX

\

<EC

[

FC;C?<A6LC7B?L<EC2*

A6LC7

验证
8

值得注意的是%本模型计算的应力为矩形单元

中心的应力"并不能准确捕捉裂纹尖端的奇异性"而

有限元模型为了更精确计算裂纹的响应行为"需对

裂纹尖端附近的网格进行细化"因此图
"

以及后文

中的应力对比图中"应力提取点并不完全对应"从而

导致模型应力计算的误差
8

图
"

所示"各主应力及

_6?4@;C;

应力值在除裂纹尖端附近吻合较好"证

实了本模型准确性"且能清楚显示出裂纹尖端周围

的应力突变
8

从图
"

还可观察到"距离裂纹较远位置

处的应力情况与远场载荷基本一致"这主要是因为

裂纹对应力的干扰作用具有一定的区域性"干扰区

域外的应力不受裂纹影响
8

""

不同于线弹性断裂力学中已知的无限大薄板中

心裂纹"其
+(2

值与施加外载成线性关系(

O"

)

"本模

*

Q!!
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期
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型基于位错密度求解得到裂纹尖端
+(2

"其沿裂纹

呈线性分段函数形式分布
8'@77;

(

=O

)提出采用分布位

错技术求解裂纹问题"假设裂纹面相对位移可用抛

物线方程拟合得到
8

本模型基于该假设外推得到裂

纹尖端的位错密度"进而得到裂尖的
+(2

"有限元基

于裂尖周围应力利用
T

积分求解
+(2

"对比有限元

结果证明了模型的有效性
8

但值得注意的是%复杂载

荷作用下裂纹面的位移并不完全呈现抛物线形式"

由此而导致
+(2

的计算误差
836?

:

等(

#>

)详细讨论

了本方法求解半空间竖直裂纹问题"分析了
+(2

误

差可能产生的原因
8

因此为了验证此种方法的准确

性"需计算多组不同载荷下的
+(2

值进行对比
8

基于

长度为
'

=

V#$

#

A

的水平裂纹"在不同大小远场载

荷
"

**

V

"

66

V

0

*

6

V"$4KB

(

O$$4KB

作用下计算得

到本模型和有限元模型中裂纹左右两尖端的
+(2

值

U

$

$

U

%

"因所求两侧
+(2

的值基本一致"本文选取

裂纹尖端左侧的值进行对比
#

同时采用线弹性断裂

力学中
+(2

的理论公式进行进一步验证
#

如图
N

所

示"有限元模型和理论公式中的
+(2

具有较好的一

致性"由本模型计算得到的
+(2

也在可接受的误差

范围内
#

理论公式中
U

$

$

U

%

的值和载荷呈正相关"

在成倍数增长的载荷作用下"本模型计算出
+(2

的

值也呈同样规律
8

由此可验证本模型对裂纹尖端

+(2

计算的准确性
#

图
N

"

不同外载下有限元模型$理论公式和本模型横裂纹尖端左侧
U

$

$

U

%

对比

2@

:

8N

"

&6A

[

BF@;6?6G<ECU

$

$

U

%

6G<EC7CG<<@

[

G6F<ECDFBDI;6X<B@?CL@?<EC2*A6LC7

"

B?B7

\

<@DB7AC<E6L

B?L

[

FC;C?<A6LC79?LCFL@GGCFC?<FCA6<C76BL;

'#'

"

斜裂纹缺陷

结合本模型和应力坐标转换公式(

O>

)

"限于网格

局限性的斜裂纹问题也能得到求解
#

本模型和有限

元模型对斜裂纹的处理过程已在前述章节中详细介

绍"本节将进一步验证本模型对斜裂纹计算的准

确性
#

设定斜裂纹角度为
O$j

"将有限元模型中的矩

形计算域逆时针旋转
O$j

"斜裂纹仍位于矩形计算

域中心"长度
(

=

V#$

#

A

"有限元模型在全局坐标系

下施加远场载荷
"

**

V

"

66

V

0

*

6

V=TKB

"而本模型施

加经应力坐标转换后的远场载荷
"

N

**

V

! 槡=Z O

'

#

#

TKB

"

"

N

66

V

! 槡=W O

'

#

#

TKB

"

0

N

*

6

V$#"TKB#

图
Q

为

本模型和有限元模型计算得到的
_6?4@;C;

应力"

裂纹尖端均出现应力集中现象"在相同应力梯度下"

两者吻合较好
#

在有限元结果中将局部坐标系
*NON

6

N

逆时针

旋转
O$j

"在本模型及有限元模型各自局部坐标系

内取特定单元!

6

V=

#

A

上#的应力值进行对比分

析"如图
%

所示"边界处的拉伸和剪切应力值与应力

坐标转换的结果吻合"裂纹尖端也出现应力集中"对

比结果也进一步证实本模型准确性"表明了本模型

对于斜裂纹的处理能力
#

为了说明本模型对斜裂纹

处理能力的普适性"进一步验证倾角为
N$j

的斜裂

纹"验证步骤和
O$j

相同&

N$j

情况下经应力坐标转换

后本模型施加的远场载荷分别为
"

N

**

V

! 槡=Z O

'

#

#

TKB

"

"

N

66

V

! 槡=W O

'

#

#

TKB

"

0

N

*

6

VW$#"TKB#

提取

*
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特定单元!

6

V=

#

A

上#的
_6?4@;C;

应力值进行对

比"如图
>

所示"结果吻合较好"说明本模型对于各

角度的斜裂纹均具有较好的处理能力
#

图
Q

"

本模型和有限元模型得到的
_6?4@;C;

应力场!

4KB

#

2@

:

8Q

"

REC_6?4@;C;;<FC;;G@C7L;

!

4KB

#

6X<B@?CLX

\

<EC

[

FC;C?<AC<E6LB?L<EC2*A6LC7

图
%

"

本模型和有限元模型特定单元!

6

V=

#

A

上#的应力

对比

2@

:

8%

"

&6A

[

BF@;6?6G;<FC;;C;G6F;

[

CD@G@DC7CAC?<;

!

BJ

76?

:6

V=

#

A

#

6X<B@?CLX

\

<EC

[

FC;C?<A6LC7B?L

<EC2*A6LC7

""

本模型不仅可以计算横'竖裂纹的
+(2

"亦可以

求解斜裂纹的
+(28

设置斜裂纹角度为
!"j

"有限元

模型施加远场载荷
"

**

V

"

66

V

0

*

6

V"$ 4KB

(

O$$

4KB

"本模型施加相应的经应力坐标转换后的载荷"

对比有限元模型$线弹性断裂力学解析模型与本模

型的计算结果如图
=$

所示
#

在斜裂纹角度为
!"j

的

情况下"三种模型所得
U

$

和
U

%

的值也分别具有较

好的一致性"本模型与解析公式计算的误差在可接

受范围内"且本模型计算的
U

$

和
U

%

值也随着载荷

增加同比增大"说明本模型能够较为准确计算斜裂

图
>

"

裂纹倾斜
O$j

和
N$j

时本模型和有限元模型特定单元

!

6

V=

#

A

上#的
_6?4@;C;

应力对比

2@

:

8>

"

&6A

[

BF@;6?6G;<FC;;C;G6F;

[

CD@G@DC7CAC?<;

!

B76?

:

6

V=

#

A

#

6X<B@?CLX

\

<EC

[

FC;C?<A6LC7B?L<EC

2*A6LC7HEC?<ECDFBDI@;<@7<CLX

\

O$jB?LN$j

纹的
+(2#

'#(

"

多夹杂"单裂纹缺陷

夹杂的存在会改变裂纹的尖端应力进而影响裂

纹扩展"本模型进一步探究了夹杂对裂纹区域应力

场的影响
#

在章节
O##

基础上引入两个分别位于裂

纹左'右尖端附近的方形非均质夹杂
&

=

和
&

#

"其边

长
(V#$

#

A

"中心位置分别为!

W#"

#

A

"

$

#和!

#"

#

A

"

$

#"弹性模量
"

:

V#!$TKB

"泊松比
/

V$#O#

模

型施加远场载荷
"

**

V

"

66

V

0

*

6

V=TKB

"并完成数值

仿真
#

图
==

为本模型和有限元模型计算得到的
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*
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期
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图
=$

"

不同应力水平下有限元模型和本模型斜裂纹左端
U

$

$

U

%

对比

2@

:

8=$

"

&6A

[

BF@;6?6G<ECU

$

B?LU

%

6G<EC7CG<C?L6G<ECDFBDIX

\

<EC2*A6LC7B?L

[

FC;C?<

A6LC79?LCFL@GGCFC?<FCA6<C76BL;

4@;C;

应力"两者之间仍具有很好的一致性
#

与单裂

纹情况相比"裂纹尖端附近的夹杂增加了应力场的

复杂性"且尖端应力受到明显影响
#

取特定单元!

6

V=

#

A

上#的主应力及
_6? 4@;C;

应力值进行对

比"如图
=#

所示
#

各应力值吻合较好"进一步证明了

模型准确性
#

表明在裂纹和双夹杂的复杂相互干涉

作用下"本模型仍可得到较为正确的结果
#

由应力云

图可以观察到引入夹杂后会影响裂纹尖端应力情

况"图
=O

进一步对比了有!

a

#'无!

)

#夹杂缺陷的单

裂纹
_6?4@;C;

应力分布特征
#

由于夹杂与基体的

力学特性差异"夹杂所在区域应力显著减小"而裂纹

尖端两处的应力明显增大"说明本模型能够准确反

映由夹杂引起的裂纹尖端应力变化
#

图
==

"

含夹杂下本模型和有限元模型的
_6?4@;C;

应力场!

4KB

#

2@

:

8==

"

REC_6?4@;C;;<FC;;G@C7L;

!

4KB

#

6X<B@?CLX

\

<EC

[

FC;C?<AC<E6LB?L<EC2*A6LC7

HEC?D6?;@LCF@?

:

<ECCGGCD<6G@?D79;@6?;

""

为进一步探究夹杂对裂纹尖端
+(2

的影响"施

加远场载荷
"

**

V

"

66

V

0

*

6

V"$4KB

(

O$$4KB

"对

比本模型与有限元模型结果如图
=!

所示"可以观察

到%有限元模型与本模型计算出的
+(2

差值逐渐增

大"特别是剪切型裂纹尖端的
+(2U

%

"但相对误差

基本在
!##k

左右"不影响裂纹作用的分析
#

说明本

模型在夹杂影响下也能对裂纹尖端
+(2

提供较为准

确的判断
#

夹杂对裂纹作用的影响主要是因为夹杂

引入了非弹性的本征行为"而本模型假设各离散单

元中的本征应变均匀"因此本征应力的计算精度取

*
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图
=#

"

多夹杂'单裂纹下本模型与有限元模型特定单元!

6

V=

#

A

上#的应力对比

2@
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图
=O

"

单裂纹下有无夹杂时特定单元!

6

V=

#

A

上#的

_6?4@;C;

应力对比

2@

:
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图
=!

"

不同应力水平下有无夹杂时有限元模型和本模型裂纹左端
U

$

$

U

%

对比

2@

:

8=!

"

&6A

[

BF@;6?6G<ECU

$

B?LU

%

6G<EC7CG<<@

[

6G<ECDFBDI;H@<E

'

H@<E69<@?D79;@6?;9?LCFL@GGCFC?<FCA6<C76BL;

6X<B@?CLX

\

<EC2*A6LC7B?L

[

FC;C?<A6LC7

决于网格单元大小"从而在计算表征裂纹行为的位

错密度时进一步造成计算偏差
#

因此"图
=!

所示算

例可见"有夹杂时
U

%

误差明显比无夹杂时大
#

同

时"相较于无夹杂时
U

$

$

U

%

的值均有所增大"表明

夹杂的存在一定程度加剧了裂纹尖端的应力集中
#

由图
="

可得出"在保证夹杂与裂纹间距不变的

情况下"随着非均质夹杂弹性模量的增加裂纹尖端

的
+(2

逐渐减小
#

其中"在非均质夹杂的弹性模量满

足
"

:

V"

?

时可以得到全空间中不存在夹杂物时裂

纹尖端的
+(2

值
U

$

#

这表明夹杂物的弹性模量同样

对裂尖应力存在一定影响"可在后续的研究中针对

夹杂物的弹性模量对全空间裂纹应力分布和塑性区

域的影响进行探讨
#

'#)

"

多夹杂"多裂纹情况

本模型不仅能较好解决上述问题"对于多裂纹'

多夹杂情况也具有较强的处理能力"基于上一小节

的多夹杂'单裂纹情况"保持中心裂纹
)

=

位置不变"

再插入一个长度
'

#

VO$

#

A

的横裂纹
)

#

"中心位于

点!

$

"

W="

#

A

#"两条裂纹
)

=

$

)

#

和两个方形非均

质性夹杂
&

=

$

&

#

嵌入矩形计算域"施加远场载荷
"

**

V

"

66

V

0

*

6

V=TKB#

在有限元模型相同位置插入长

度一致的裂纹"因为本模型考虑裂纹面为自由表面"

*

="!

*第
!

期
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图
="

"

非均质夹杂弹性模量对裂尖
+(2;

的影响

2@

:

8="

"

REC@?G79C?DC6Ga69?

:

0

;A6L979;6G<EC@?E6J

A6

:

C?C69;@?D79;@6?;6?<EC+(2;6GDFBDI<@

[

;

故有限元模型中两条裂纹均不施加接触
#

得到计算

结果后"取特定单元!

6

V=

#

A

上#的应力值进行对

比"如图
=N

所示"相比与单裂纹"多裂纹'多夹杂的

复杂情况下"拉伸和剪切应力的值也更加复杂多变"

并由于这是随机选取的一条裂纹"表明本模型在多

裂纹'多夹杂的复杂干涉情况下仍然可以得到准确

结果
#

且有限元模型和本模型的结果对比具有一致

性"展现本模型对更加复杂情况的处理能力"扩大了

本模型的适用范围
#

图
=N

"

双裂纹'双夹杂下本模型与有限元模型沿特定单元

!

6

V=

#

A

上#的的应力对比

2@

:

8=N

"

&6A

[

BF@;6?6G_6?4@;C;;<FC;;C;G6F;

[

CD@G@DC7CAC?<;

!

B76?

:6

V=

#

A

#

6X<B@?CLX

\

<EC

[

FC;C?<A6LC7B?L

<EC2*A6LC7H@<E<H6JDFBDI;

'

<H6JDFBDI;

(

"

结论

本模型基于各向同性全空间"结合分布位错技

术和应力坐标转换求解了空间中任意方向裂纹问

题&基于等效夹杂法处理任意形状的多个非均质夹

杂"将两者综合得到非均质夹杂和多裂纹相互干涉

作用的半解析解"并基于位错特征求解干涉作用下

裂纹尖端的
+(28

本模型也能够处理多个非均质夹

杂物和多裂纹的相互作用"而不会增加额外的复杂

性
8

本文逐步讨论了单裂纹到多裂纹'多夹杂的情

况"展现了本模型对裂纹$夹杂耦合影响的准确描述

能力
8

并通过对比本模型及有限元模型两者干涉后

的应力场及裂尖的
+(2

"验证了本模型的正确性
8

但

本模型中的应力场是裂纹和夹杂不接触时在远场载

荷作用下的结果"没有考虑当裂纹和夹杂存在交叉

的情况"这将在后续的研究中进行深入探究
8

本方法

在非均质材料断裂失效及裂纹尖端弹塑性问题中依

然具有潜在的应用前景
8
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