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各向异性材料广泛应用于诸多工程领域!研究其振动特性对结构减振与安全设计具有重要意义
6

本

文基于一种新的近场动力学算子方法%
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&构建非局部各向异性模型!并应用于

各向异性板的自由振动分析
6

该模型结合了
BÎ A

将局部微分及其乘积转化为非局部积分的特点!将经典各向异

性理论中的应变能密度从局部形式重构为非局部形式
6

同时!采用变分原理并引入自由振动方程!构建了适用于各

向异性自由振动问题的
BÎ A

求解方案
6

通过三个数值算例"各向异性矩形薄板(各向异性矩形含裂纹板(各向异

性矩形含孔板的自由振动!并将计算结果与有限元结果比较!说明了模型在计算含缺陷以及不连续的各向异性板

自由振动问题时具有收敛性(稳定性以及高计算精度
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各向异性材料广泛应用于航空航天(船舶建造(

建筑工程等领域#
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了解各向异性材料与结构的

振动特性!进而采取合理有效的减振措施!具有理论

和实践意义
6

传统的经典数值方法在处理存在高阶

导数和奇异点等情况的各向异性问题时!通常需要

额外处理
6

近年来!研究者尝试采用辛叠加法#
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$等分析各向异性振动问题
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针对振动问题!
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$提出了一种正交各向异

性微极
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模型进行含孔板的自由振动模态分析*
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了欧拉梁和铁木辛柯梁的自由振动特性*
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应用
BI

方法分析了含裂纹板的自由振动
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在
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理

论基础上!研究者近年又提出一些非局部建模和求

解方法!典型如近场动力学微分算子#
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$进一步提出了键关联的弱形

式
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!能有效抑制零能模式
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这些非局部建模分

析方法近几年被成功应用于非线性热传导#
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可将局部微分问题直接转化为相应的非局部积分形

式!而且扩展适用于微分的乘积
6

同时!采用
BÎ A

可以直接重构各种物理问题的非局部模型!并确保

消除零能模式的影响
6

本文基于
BÎ A

思想推导非

局部各向异性模型!将传统各向异性理论从局部形

式转化为非局部形式
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同时!利用变分原理并结合自

由振动方程!构建了各向异性自由振动的非局部求

解方案
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通过对各向异性矩形薄板(含裂缝板和含孔
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板的自由振动分析!验证了本文所重构模型和求解

方法在分析含缺陷以及不连续各向异性自由振动问

题方面的适用性和计算精度
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号与有限元方法中的装配运算一致
D

不考虑阻尼影响的自由振动方程的特征值形式

可表示为"

+

%

b

+

.

0

%

a<

%

0D

&

求解式%

0D

&!可确定固有圆频率
+

和固有振型
%

!

0

为物质点质量矩阵!表示为"

0a

,

4

1

/ / / /

/

,

4

.

/ / /

/ /

,

4

0

/ /

/ / /

6

/

/ / / /

,

4

M

0

1

2

3

!'!%(

%

5/

&

其中!

,

为材料密度
D

式%

0D

&可写为标准特征值

形式"

1

%

a

-%

%

51

&

其中!

1a0

b1

+

!

-

a

+

.

D

数值算法流程图如图
0

所示
D

图
0

!

数值算法流程图

,&

-

60

!

,('L<>%#!'+$*:"#&<%(%(

-

'#&!>:

'
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?

!

算例验证

本节应用基于
BÎ A

方法重构的非局部各向

异性模型开展自由振动分析
D

首先通过求解各向异

性矩形薄板的自振频率!验证本文方法的准确性和

收敛性
D

其次!通过求解各向异性矩形含裂缝板和含

孔板在不同各向异性偏角下的各阶自振频率!验证

本文方法计算各向异性含缺陷结构自由振动问题的

精确性!且通过模态分析!验证本文方法计算结果的

连续性与稳定性
D

算例中弹性刚度系数均取
>

11

a

1CD0.OB%

!

>

..

aCD11OB%

!

>

22

a5D3OB%

!

>

1.

a

1D.3OB%

!

>

12

a/D12OB%

!

>

.2

a/D11OB%D

材料密

度
,

a.C//U

-

)

:

0

D

自振频率的表达式为"

*

a

+

.

'

%

5.

&

?D=

!

各向异性矩形薄板

矩形薄板尺寸为
Ba/D5:

!

=a/D.:

!左端固

定
D

整体坐标系和材料坐标系之间的夹角为
$

a

'

)

.D

BÎ A

数值计算中!将矩形板均匀离散为
C///

个

物质点
D

离散间距
(

Ja5::

!近场范围尺寸取
.

a

0

(

JD

为进行对比!同时进行有限元计算!矩形板被

离散为
11532

个三角形单元!单元边长为
5::D

表
1

中给出了各向异性矩形薄板前
3

阶自振频

率!并与有限元解进行对比
D

从表中可以看出!

BÎ A

解与有限元解非常一致!最大相对误差为

/6331d6

表
=

!

矩形板自振频率%

)

a

/

)

.

&

T%F("1

!

,#"

W

*"$<&";'+!>"#"<!%$

-

*(%#

K

(%!"

%

$

a

'

)

.

&

阶次
*BÎ A

%

G[

&

*,NA

%

G[

& 相对误差%

d

&

1 .CD650 .2/6.5 /6011

. 3D.651 33563C /63C5

0 115165 110263 /65/C

5 .5406D .52/6/ /6C2C

C .24561 .2C/6D /634C

2 0CC36D 0C5C61 /603D

4 503062 502D6C /60.0

3 550161 50D.65 /6331

!!

分别取不同的离散间距
(

Ja5::

(

2::

(

3::

(

1/::

!图
5

为前三阶自振频率的相对误差
D

从图中可以看出!相对误差随着物质点离散间距的

减小而快速减小!说明本方法具有较好的收敛性
D

图
5

!

不同离散间距下前
0

阶频率的相对误差

,&

-

65

!

9"(%!&Y""##'#'++&#;!0+#"

W

*"$<&";+'#?&++"#"$!

?&;<#"!"?&;!%$<"

?D>

!

各向异性矩形含裂缝板

考虑各向异性矩形含裂缝板的自由振动!几何

条件如图
C

所示
DBa/D5:

!

=a/D.:

!板中心裂

缝长度
'a/D. :

!宽度
(a5 ::

!左端固定
D

BÎ A

数值计算中!将含裂缝矩形板均匀离散为

5D//

个物质点
D

离散间距
(

Ja5::

!近场范围尺

寸取
.

a0

(

JD

有限元计算中!含裂缝矩形板被离散

为
1/D1.

个三角形单元!单元边长为
5::D

图
C

!

各向异性矩形含裂缝板几何条件

,&

-

6C

!

O"':"!#

=

<'$?&!&'$;'+%$&;'!#'

K

&<#"<!%$

-

*(%#

<#%<U"?

K

(%!"

表
.

给出了含裂缝板在偏角
$

a/

!

'

)

2

!

'

)

0

!

'

)

.

下前
0

阶自振频率的
BÎ A

和
,NA

计算结

果
6

从表中可以看出!前
0

阶自振频率最大相对误差

'
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表
>

!

各向异性矩形含裂缝板自振频率

T%F(".

!

P%!*#%(+#"

W

*"$<&";'+!>"%$&;'!#'

K

&<

#"<!%$

-

*(%#<#%<U"?

K

(%!"

阶数
$

*BÎ A

%

G[

&

*,NA

%

G[

& 相对误差%

d

&

1

阶

/ 0236C0 0416D. /6D11

'

)

2 000613 002621 16/1D

'

)

0 .2D6/2 .236/. /6033

'

)

. .0565/ .026D4 16/3C

.

阶

/ 154265 154264 /6/./

'

)

2 1.446/ 1.4.64 /6003

'

)

0 D316CD D3564. /6013

'

)

. 33.645 335602 /6130

0

阶

/ 15D06. 1C/363 16/00

'

)

2 151363 15.46C /62/D

'

)

0 113360 113/6D /62.4

'

)

. 1/536D 1/5365 /6/53

为
16/3Cd

!本文方法所得结果与
,NA

高度吻合
D

图
2

给出了各向异性偏角
$

a

'

)

0

时
BÎ A

与

,NA

前
0

阶全位移模态
6

可以看出!前
0

阶
BÎ A

与
,NA

的位移模态结果吻合!模态位移场规则(

连续
D

?D?

!

各向异性矩形含孔板

考虑各向异性矩形含孔板的自由振动!几何条

件如图
4

所示
DBa/D5:

!

=a/D.:

!中心圆孔半

径为
$a/D/5:

!左端固定
D%

和
0

分别为相应极坐

标系中的极径与极角
DBÎ A

数值计算中!将含孔

矩形板均匀离散为
5223

个物质点
D

离散间距
(

Ja

5::

!近场范围尺寸取
.

a0

(

JD

有限元计算中!含

孔矩形板被离散为
1/C22

个三角形单元!单元边长

为
5::D

图
2

!

各向异性偏角
$

a

'

)

0

时含裂缝板前
0

阶全位移模态%左栏为
BÎ A

结果!右栏为
,NA

结果&

,&

-

62

!

,&#;!0'#?"#?&;

K

(%<":"$!:'?";'+!>"%$&;'!#'

K

&<<#%<U"?

K

(%!"*$?"#'++@%$

-

("

$

a

'

)

0

%

BÎ A#";*(!;'$!>"("+!

!

,NA#";*(!;'$!>"#&

-

>!

&

'
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图
4

!

各向异性矩形含孔板几何条件

,&

-

64

!

O"':"!#

=

<'$?&!&'$;'+%$&;'!#'

K

&<#"<!%$

-

*(%#

K

(%!"L&!>%>'("

!!

表
0

给出了含孔板在偏角
$

a/

!

'

)

2

!

'

)

0

!

'

)

.

下前
0

阶自振频率的
BÎ A

和
,NA

计算结果
6

从

表中可以看出!前
0

阶自振频率最大相对误差为

/62D2d

!本文方法所得结果与
,NA

高度吻合
D

图

3

给出了含孔板的前
0

阶位移模态在
%a/D/4:

!

/

808'

处分布的
,NA

与
BÎ A

数值结果对比
D

图
D

给出了含孔板在不同偏角下的第
0

阶位移模态

在
%a/D/4:

!

/

808'

处分布的
,NA

与
BÎ A

数

值结果对比
D

可以看出!在偏角
$

a

'

)

.

情况下!前

0

阶径向位移模态
6

%

和环向位移模态
6

0

的
BÎ A

与
,NA

结果基本一致*在偏角
$

a/

!

'

)

2

!

'

)

0

!

'

)

.

下!第
0

阶径向位移模态
6

%

和环向位移模态
6

0

的

BÎ A

与
,NA

结果吻合
D

图
1/

给出了偏角
$

a

'

)

2

时
BÎ A

与
,NA

前
0

阶全位移模态
D

可以看出!前

0

阶
BÎ A

与
,NA

的位移模态结果基本一致!且

模态位移场规则(连续(稳定!没有出现明显的数值

振荡
D

表
?

!

各向异性矩形含孔板自振频率

T%F("0

!

P%!*#%(+#"

W

*"$<&";'+!>"%$&;'!#'

K

&<

#"<!%$

-

*(%#

K

(%!"L&!>%>'("

阶数
$

*BÎ A

%

G[

&

*,NA

%

G[

& 相对误差%

d

&

1

阶

/ 034633 0346/0 /6../

'

)

2 0C.61C 0C.62D /61C0

'

)

0 .30634 .3C61/ /6501

'

)

. .C16.D .C06/C /62D2

.

阶

/ 104460 104D65 /61C.

'

)

2 1.0361 1.0262 /61.1

'

)

0 D5.622 D5/654 /6.00

'

)

. 3056/3 30.6/1 /6.5D

0

阶

/ 1CD162 1C356/ /653/

'

)

2 15CD6. 15CC6C /6.C5

'

)

0 1.206/ 1.2.6. /6/20

'

)

. 112/6/ 11216. /61/0

图
3

!

,NA

和
BÎ A

求得的前
0

阶位移模态在
%a/6/4:

处分布%

$

a

'

)

.

&

,&

-

63

!

,&#;!0'#?"#?&;

K

(%<":"$!:'?";'F!%&$"?L&!>,NA%$?BÎ A%!%a/6/4:

%

$

a

'

)

.

&

'
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图
D

!

不同各向异性偏角
$

下
,NA

和
BÎ A

求得的第
0

阶位移模态在
%a/6/4:

处分布

,&

-

6D

!

T>&#?@'#?"#?&;

K

(%<":"$!:'?";'F!%&$"?L&!>,NA%$?BÎ A%!%a/6/4:*$?"#?&++"#"$!%$&;'!#'

K

&<'++@%$

-

("

$

图
1/

!

各向异性偏角
$

a

'

)

2

时含孔板前
0

阶全位移模态%左栏为
BÎ A

结果!右栏为
,NA

结果&

,&

-

61/

!

,&#;!0'#?"#?&;

K

(%<":"$!:'?";'+!>"%$&;'!#'

K

&<

K

(%!"L&!>%>'("*$?"#'++@%$

-

("

$

a

'

)

2

%

BÎ A#";*(!;'$!>"("+!

!

,NA#";*(!;'$!>"#&

-

>!

&

'
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@

!

结论

基于近场动力学算子方法!本文提出了一种新

颖的非局部各向异性模型!并应用于各向异性板自

由振动问题的研究
6

通过结合
BÎ A

的特性!即将

局部微分及其乘积转化为非局部积分!本文将经典

各向异性理论中关于应变能密度的局部表达重新构

建为非局部形式
6

同时!借助变分原理并引入自由振

动方程!构建了适用于解决各向异性自由振动问题

的
BÎ A

数值求解方案
6

通过计算各向异性矩形薄

板的自由振动问题!证明了该方法具备较好的准确

性和收敛性
6

通过计算各向异性矩形含裂缝板和各

向异性矩形含孔板的自由振动问题!将所提模型的

计算结果与有限元分析结果进行了对比
6

结果表明!

本文提出的模型在处理含缺陷(不连续各向异性板

自由振动问题时表现出色!具备了较好的稳定性和

连续性!且能够获得高度精确的计算结果
6
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