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)b[UFPF ŴV(U\4W%PW4[N<F)b\U[)P

]D?7/1UD7!

\

C

;B?!-!/

基于
#N

连续壳理论和无网格法的

任意壳受迫振动分析
2

彭林欣$

!

!

!

张鉴飞$

!

陈
!

卫#

22

!

$广西大学土木建筑工程学院#南宁#

1#---/

"!

!广西大学工程防灾与结构安全教育部重点实验室#南宁#

1#---/

"

!

#南华大学土木工程学院#衡阳#

/!$--$

"

摘
!

要
!

板壳结构是航空航天和建筑水利等工程领域中最常见的基本构件#研究板壳受迫振动问题对工程应

用具有重要意义
7

本文基于
#N

连续壳理论和移动最小二乘近似建立了任意壳的无网格模型#其中移动最小二乘近

似不仅用于几何曲面插值#还用于位移场近似
7

利用
b=6B?AD8

原理导出描述任意壳受迫振动的无网格控制方程#

并采用时域隐式
U@Z6=;O

方法求解该方程#采用完全转换法来施加本质边界条件
7

最后#通过
<\.4\Y

编制无网

格程序计算了几个具有代表性的壳体算例#并将计算结果和
\Y\aVP

有限元解进行比对#验证了本文方法求解任

意壳受迫振动的有效性及准确性
7

结果表明#无网格法不依赖网格划分#适应性较强#所提方法可以有效地求解各

种不同形状的板壳结构受迫振动问题#具有广阔的应用前景
7

关键词
!
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连续壳理论#任意壳#受迫振动#无网格法#完全转换法
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引言

板壳结构是固体力学中最基本的结构形式#其

外形厚度方向上的尺寸远比其他两个方向的尺寸小

得多
7

平分板壳厚度的中面若为平面#则此结构为

板*反之若该中面为曲面则为壳体%

$

&

7

板壳是航空航

天'建筑水利等工程领域中最常见的基本构件#研究

壳体在不同荷载类型作用下的受迫振动响应问题对

工程应用具有重要意义
7

针对板壳结构的分析起源于
$M

世纪#

FJ?@;

%

!

&

最先对板的弯曲问题进行了研究探索
7$M1-

年#

QB;:TDEE

%

#

&提出了薄板弯曲理论
7$M"/

年#

\;D8

%

/

&做

了薄壳的分析工作
7

由于经典板壳理论未考虑剪切

变形的影响#

<B80?B8

%

1

&和
(@B558@;

%

L

&分别将
.B6D'

5T@8OD

梁理论运用到中厚板壳的分析中#提出了一

阶剪切变形的概念#并得到广泛应用
7$,"-

年由

\T6=0

%

"

&提出的用于一般壳体分析#从三维弹性实

体单元蜕化而来的退化壳单元#也可称为
#N

连续

壳单元#它是基于
<B80?B8'(@B558@;

板壳理论#其位

移和转动都是独立的场函数#只需要满足
=

-连续性

即可
7

经过多年的研究探索#如今的壳体理论已经日

臻完善
7

针对壳体的受迫振动#也有了不少的研究文

献#

)T;B5ADED;DJ

等%

M

&利用解析法分析了两端简支

圆柱壳在径向冲击载荷的振动响应问题
7

王宇等

人%

,

&针对受径向谐波激励或径向冲击激励的薄壁圆

柱壳构件#基于
4DR@

壳体理论开展了其受迫振动

下的响应特征分析
7

庞福振等%

$-

&利用一种半解析

法#基于区域能量法和
(@B558@;'U=

K

T0B

薄壳理论#

对柱壳结构进行了受迫振动特性分析
7

贾菊芳等%

$$

&

基于
(@B558@;

薄壳理论#利用辛解析方法求解弹性

圆柱壳受迫振动方程解析表达式
7aB

等%

$!

&利用变

分法研究了受经典边界条件约束的连接圆柱
'

球面

壳的自由振动和受迫振动
7<=

等%

$#

&采用修正
%DJ'
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方法对具有任意边界条件的锥形
'

圆柱形

耦合壳体进行了自由和强迫振动分析
7
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关于壳体的振动分析#仅在极少数特殊情况下

能够得出解析解#同时限于实验设备'技术以及成本

控制的影响#很多实际问题也无法进行实验处理#因

此多数情况下我们需要利用数值方法来进行弹性壳

体的振动特性分析
7

目前常见的数值方法包括且不

限于有限单元法%

$/

&

'能量法%

$1

&以及无网格法%

$L

&等
7

无网格法可以看作有限元法的补充与改进#在

理论和形式上具有诸多相似之处
7

相比较于有限元

法#无网格法形函数不依赖于网格划分#只依据节点

的信息#克服了有限元法对网格的依赖#在涉及网格

畸变'网格移动等问题中具有明显的优势%

$"

&

7

在无

网格法中#可以通过提高基函数的阶次#构造高阶次

的形函数#从而有效避免剪切和薄膜自锁现象的发

生%

$M

&

7

无网格法发展至今#用于研究壳结构的文献

并不多见#已有的文献主要关注于壳体的线性弯曲

和自由振动%

$,'!1
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#研究壳的受迫振动鲜见于文献
7

综上分析#采用无网格法研究任意壳的受迫振

动问题在国内外并不多见
7

本文首先介绍了基于
#N

连续壳理论的壳几何模型#基于一阶剪切变形理论

和移动最小二乘近似建立的壳体位移场近似表达

式#接着推导了笛卡尔坐标系下各向同性壳的位移
'

应变关系#以及笛卡尔坐标系与随动坐标系下的应

力
'

应变转换关系式#然后根据哈密顿原理推导出任

意壳受迫振动的控制方程
7

最后#文末通过几个算例

来验证了本文方法的收敛性及准确性
7

$

!

壳的伽辽金无网格模型

$7$

!

几何模型

如图
$

所示#任意壳均可先在随动坐标系中创

建#然后将节点信息映射到三维笛卡尔坐标系当中
7

无网格节点设置在壳体中面上#两个坐标系的节点

值具有一一对应关系
7

图
$

!

曲壳示意图及基于随动坐标系的映射
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根据
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板壳理论#壳上任意一点的位置

矢量和位移矢量参数可以表示为$
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式中#
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"近似最初被数学家用来
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位移关系
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$%&

!

应力
N

应变关系

分析壳体时#假定垂直于中面的壳体正应力等

于零#因此需要求出随动坐标系的应力与应变
%

需要

注意的是#壳体中面的法线方向与笛卡尔坐标系的

M

轴并不一致#而且法线的方向是随着点的位置不

同而变化的
%

壳上任意一点在随动坐标系下及笛卡尔坐标系

下的应变转换关系可写为

!

;*<

+

!

!

!L

"

其中$
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+
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-
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-

$
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$
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式中#

!

;

为随动坐标系下的应变矢量#

!

为笛卡尔坐

标系下的应变矢量
%0

>

#

1

>

#

-

>

分别是局部正交单位

矢量
-

>

!

>*$

#

!

#

#

"的三个分量
%

因为在随动坐标系下及笛卡尔坐标系下的两组

应力表示同一个应力状态#根据虚功原理#可以推出

笛卡尔坐标系下的应力
N

应变关系为$

"

* <

.

+

(U<

! "

+

!

*(

!

!

!M

"

式中#随动坐标系下的弹性矩阵
(;

为$

(U*
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-
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!
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式中#

F3*L

(

1

是剪切修正因子#

9

是弹性模量 #

%

是泊松比
%

"

!

受迫振动控制方程本质边界条件处理

"%$

!

受迫振动控制方程

采用移动最小二乘近似#壳在外部径向动荷载

V

!

A

"作用下产生的外力功可写为$

=*$

.

)

!

A

" !

#-
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其中$
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/
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"

受迫振动控制方程根据
b=6B?AD8

原理导出#

其数学表达式为$

0

:
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#

A

!

A

$
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Q

0A

S

#

A

!

A

$

0

#0A

!

#!

"

式中#外力功
#

是关于时间
A

的函数#包括激振力

和阻尼力的功
%

进一步可以得到各向同性壳在动荷载作用下的

控制方程$

>

?

$g@

W
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##
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忽略阻尼时有$

>

?
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式中#
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为阻尼矩阵#一般可视为质量矩阵和刚度矩

阵的线性组合#即$

@*

.

>g
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#1

"

式中#系数
.

'
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与体系的固有频率和阻尼比有关
%

设

/

>

'
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P

分别为第
>

个和第
P

个固有频率#

2

>

'

2

P

分别为

第
>

个和第
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个振型的阻尼比#当
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取系统的前两阶固有频率
%
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U@Z6=;O

法

采用时域隐式
U@Z6=;O

平均常加速度法对控

制方程式进行数值求解
%

由此#动态问题在每一步都

将转化为静态问题求解
%

在
A

#

Ag
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的时间区域

内#由加速度和速度的定义式$
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根据解的精度确定时

间步长
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本文取
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的运动方程得$
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由此可计算出
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'

A

时刻的位移#进而求出
Ag
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A

时的速度及加速度
%
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完全转换法

由于基于移动最小二乘近似的无网格法中节点

未知量是节点参数而非真实节点位移#不能直接施

加边界条件
%

为解决这一难题#研究学者提出了几种

不同的方法#较典型的有$

4=

K

;=8

K

@

乘子法#罚函数

法#修正变分原理以及完全转换法等
7

本文选用由

)T@8

等%

!M

&提出的完全转换法!

%J??A;=85ED;6=ABD8

6@ATD0

"对任意壳的受迫振动控制方程进行修正
7

考虑到由移动最小二乘近似给出的近似位移
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"#当离散节点足够多时#便会收敛于真实位移
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此时#忽略阻尼'以真实位移为未知量的受迫振动控

制方程便可写为#
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数值算例

本文所有算例均采用圆形影响域#取
C

6=G

*1

#

采用高斯积分为
#2#2!

#基函数取
1*L

#权函数

选择三次样条函数
%

材料属性为钢材#其弹性模量
9

*!$-&3=

#泊松比
%

*-%#

#密度
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(

6

!
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*-%--L5%

文中考虑了无阻尼和有阻尼!

-%-1

"两种

情况下平板'斜板'屋顶壳'双曲扁壳及波纹板五种

经典板壳形式的受迫振动#给出了矩形和三角形脉

冲荷载的一个时程曲线#荷载的相应表达式如下$

矩形脉冲荷载
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正弦脉冲荷载
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为基础频率!第一阶"#单位是赫兹
%

!%$

!

平板

平板是壳结构形式的一种特殊形式
%

如图
!

所

示一块长
7*!6

#宽
2*!6

的四边固支方板#表面

承受横向均布荷载
$1-<3=7\Y\aVP

建模选用
M

节点壳单元!

PM(

"#网格划分为
/--

个单元#共计

$!M$

个节点
7

研究平板中点挠度
)

在矩形'正弦脉

冲荷载作用下随时间的变化
7

采用本文方法与有限

元法计算得到的平板前十阶自振频率及二者误差如

表
$

所示#脉冲荷载作用下平板中点挠度值的计算

与比较如图
#

'图
/

所示
7

从计算结果来看#本文解

法求解平板的受迫振动问题具有计算精度高#收敛

速度快特点
7

当
$$2$$

无网格节点时#计算结果已

经收敛#并且本文解法所获得的时程曲线与有限元

解数据十分吻合#证明了本文方法求解平板受迫振

动问题具有良好的收敛性及准确性
7

图
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!

平板的无网格模型
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表
$

!

平板前十阶频率对比"

bS

#
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!
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C
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d
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H
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"

阶数
\Y\aVP

本文解!

$$2$$

" 误差 阶数
\Y\aVP

本文解!

$$2$$

" 误差

$ /-17$ /-17$ -7-$9 L $!MM7! $!M,7$ -7-"9

! ""!7" ""#7! -7-L9 " $1#/7! $1#!7$ -7$/9

# ""!7" ""#7! -7-L9 M $1#/7! $1#!7$ -7$/9

/ $-M#7- $-M#7/ -7-#9 , $1/#7! $1//7M -7$$9

1 $!"L7- $!""7! -7-,9 $- $1/#7! $1//7M -7$$9

图
#

!

平板在脉冲荷载作用下无阻尼中点挠度
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图
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!

平板在脉冲荷载作用下有阻尼中点挠度
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DB8A0@E?@:ABD8J80@;B6

C

J?5@?D=0B8

K
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!7"

!

斜板

如图
1

所示#四边铰接的斜板
7*!6

#

2 槡*! !

6

#倾斜角
"

*/1l

#厚度
&*-%!6%

表面承受横向荷

载
$1- <3=7\Y\aVP

建模选择
M

节点壳单元

!

PM(

"#共计
$1/-,

个节点
7

本文方法与有限元法的

求解对比计算结果分别绘制于表
!

'图
L

'图
"7

由计

算结果可知#采用本文方法所获得的斜板前十阶频

率与有限元结果误差均小于
-719

#且时程曲线吻

合良好#说明了本文方法求解斜板受迫振动问题的

有效性
7

图
1

!

斜板平面无网格模型

%B

K

71

!

[8:?B8@0

C

?=A@

C

?=8=;6@5T?@556D0@?

表
"

!

斜板前十阶频率对比"

bS

#

.=>?@!

!

%;@

d

J@8:

H

:D6

C

=;B5D8DEAT@EB;5AA@8D;0@;5DEAT@B8:?B8@0

C

?=A@

!

bS

"

阶数
\Y\aVP

本文解!

$$2$$

" 误差 阶数
\Y\aVP

本文解!

$$2$$

" 误差

$ #-#7" #-#7M -7-#9 L $$L$7M $$L-7- -7$L9

! 1-$7, 1-$7L -7-L9 " $#$L7- $#$!71 -7!L9

# "1L7! "117- -7$L9 M $1$$7L $1$-71 -7-"9

/ ,!$7, ,!-7, -7$$9 , $1$/7, $1$-7, -7!L9

1 $-#M7- $-#17M -7!$9 $- $L$#7/ $L-M7# -7#!9

图
L

!

斜板在脉冲荷载作用下无阻尼中点挠度

%B

K

7L

!

V80=6

C

@06B0

C

DB8A0@E?@:ABD8DEB8:?B8@0

C

?=A@J80@;B6

C

J?5@?D=0B8

K

!7!

!

屋顶壳

如图
M

所示#曲边固支的屋顶壳
6*!6

#弧度

角
*

*!/l

#厚度
&*-%$6

#长度
8*#67

表面承受

径向均布荷载
$1-<3=

#讨论屋顶壳中点挠度在矩

形'正弦脉冲荷载作用下随时间的变化
7\Y\aVP

建模选择
M

节点壳单元!

PM(

"#共计
/#1"

个节点

数#相关计算结果如表
#

'图
,

'图
$-

所示
7

由图表可

知#本文解与有限元解的波纹板自振频率'时程曲线

均十分吻合#说明本文方法适用于求解柱壳受迫振

动问题#且具有较高的计算精度
7
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图
"

!

斜板在脉冲荷载作用下有阻尼中点挠度

%B

K

7"

!

[8:?B8@0

C

?=A@ZBAT0=6

C

@06B0'

C

DB8A0@E?@:ABD8J80@;B6

C

J?5@?D=0B8

K

图
M

!

屋项壳

%B

K

7M

!

(DDE5T@??

表
!

!

屋顶壳前十阶频率对比"

bS

#

.=>?@#

!

)D6

C

=;B5D8DEAT@EB;5AA@8D;0@;5E;@

d

J@8:

H

DEAT@;DDE5T@??

!

bS

"

阶数
\Y\aVP

本文解!

$12$1

" 误差 阶数
\Y\aVP

本文解!

$12$1

" 误差

$ $#"7" $#"7/ -7!M9 L /117, /1,7# -7"/9

! $"/7$ $"L7$ $7$/9 " L!$7$ L$L7/ -7"19

# #/#71 #/!7- -7//9 M LL,7- L"$7$ -7#!9

/ #,17" #,171 -7-19 , L"M7L L"17/ -7/"9

1 //"7! //L7- -7!"9 $- ML"7$ ML17M -7$19

!7%

!

双曲扁壳

如图
$$

所示#四边固支的双曲扁壳#其长度
8

*!6

#厚度
&*-%!6%

表面承受径向均布荷载
$1-

<3=7\Y\aVP

建模选择
M

节点壳单元!

PM(

"#共

计
#L-1

个节点
7

表
/

展示了本文解法与有限元法计

算双曲扁壳自振频率以及二者的相对误差#双曲扁

壳在脉冲荷载作用下随时间变化的中点挠度值
)

如图
$!'$#

所示
7

经和有限元计算结果对比#证明了

本文方法求解双曲扁壳受迫振动问题具有良好的收

敛性及准确性
7
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图
,

!

屋顶壳在脉冲荷载作用下无阻尼中点挠度

%B

K

7,

!

V80=6

C

@06B0'

C

DB8A0@E?@:ABD8DEAT@;DDE5T@??J80@;B6

C

J?5BR@?D=0B8

K

图
$-

!

屋顶壳在脉冲荷载作用下有阻尼中点挠度

%B

K

7$-

!

(DDE5T@??ZBAT0=6

C

@06B0'

C

DB8A0@E?@:ABD8J80@;B6

C

J?5@?D=0B8

K

图
$$

!

双曲扁壳

%B

K

7$$

!

b

HC

@;>D?B:E?=A5T@??
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表
%

!

双曲扁壳前十阶频率对比"

bS

#

.=>?@/

!

)D6

C

=;B5D8DEAT@EB;5AA@8D;0@;5DEE;@

d

J@8:

H

DET

HC

@;>D?B:E?=A5T@??

!

bS

"

阶数
\Y\aVP

本文解!

$12$1

" 误差 阶数
\Y\aVP

本文解!

$12$1

" 误差

$ /"17L /"L7- -7-M9 L M-!7, M-/7/ -7$M9

! 1!$7$ 1!$7/ -7-L9 " ,#,7, ,/$7! -7$/9

# 1!$7$ 1!!71 -7!"9 M ,#,7, ,/!7- -7!#9

/ L"L7, L"M7- -7$"9 , $$/"7# $$/,7$ -7$L9

1 "M$71 "M#7- -7$,9 $- $$/"7# $$1$7$ -7##9

图
$!

!

双曲扁壳在脉冲荷载作用下无阻尼中点挠度

%B

K

7$!

!

V80=6

C

@06B0

C

DB8A0@E?@:ABD8DET

HC

@;>D?B:E?=A5T@??J80@;B6

C

J?5BR@?D=0B8

K

图
$#

!

双曲扁壳在脉冲荷载作用下有阻尼中点挠度

%B

K

7$#

!

b

HC

@;>D?B:E?=A5T@??ZBAT0=6

C

@06B0

C

DB8A0@E?@:ABD8J80@;B6

C

J?5BR@?D=0B8

K

!7&

!

波纹板

如图
$/

所示#直边固支的正弦波波纹板#直边

板长
8*-%M6

#曲边宽
#*-%M6

#板厚
&*-%-#

6

#半波长
=*-%/6

#共
$

个完整波纹#幅值
X*

+
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-%-16%

表面承受径向均布荷载
$1<3=

#讨论波纹

板中点挠度在矩形'正弦脉冲荷载作用下随时间变

化
7\Y\aVP

建模时选择
M

节点壳单元!

PM(

"#共

计
!,$,#

个节点#计算结果分别绘制于表
1

'图
$1

'

图
$L

所示
7

由图表可知#采用本文方法求解的波纹

板前十阶频率与有限元计算误差在
!9

以内#波纹

板中点挠度时程曲线与有限元解结果也比较吻合
7

随着幅值的增大#本文方法可以通过设置更多的节

点数来保证计算结果的精度
7

图
$/

!

波纹板剖面及无网格模型

%B

K

7$/

!

3;DEB?@=806@5T?@556D0@?5DE:D;;J

K

=A@0

C

?=A@

!

表
&

!

波纹板前十阶频率对比"

bS

#

.=>?@1

!

)D6

C

=;B5D8DEAT@EB;5AA@8D;0@;5DEE;@

d

J@8:

H

DE:D;;J

K

=A@0

C

?=A@

!

bS

"

阶数
\Y\aVP

本文解!

$12$1

" 误差 阶数
\Y\aVP

本文解!

$12$1

" 误差

$ !/!7" !/L7L $71,9 L $#!$7- $#!$7" -7-L9

! /M"7# /M,7! -7/-9 " $L$171 $L-,7" -7#L9

# M#"7/ M/-7" -7/-9 M $LM-7$ $L"17- -7#-9

/ $$-$71 $$-"7- -71-9 , $M#-7- $M!171 -7!19

1 $!"/7$ $!""7/ -7!L9 $- $M/-7" $M##71 -7#,9

图
$1

!

波纹板在脉冲荷载作用下无阻尼中点挠度

%B

K

7$1

!

V80=6

C

@06B0'

C

DB8A0@E?@:ABD8DE:D;;J

K

=A@0

C

?=A@J80@;B6

C

J?5@?D=0B8

K
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图
$L

!

波纹板在脉冲荷载作用下有阻尼中点挠度

%B

K

7$L

!

)D;;J

K

=A@0

C

?=A@ZBAT0=6

C

@06B0'

C

DB8A0@E?@:ABD8J80@;B6

C

J?5@?D=0B8

K

%

!

结论

本文基于
#N

连续壳理论#利用映射技术将三维

参数化曲面转换成二维无网格模型
7

基于移动最小二

乘近似和一阶剪切变形理论给出任意壳的位移场
7

采

用完全转换法处理本质边界条件#利用时域隐式
U@'

Z6=;O

法求解了任意壳受迫振动的控制方程#并将计

算结果与
\Y\aVP

有限元计算结果对比#研究表明$

!

$

"本文方法计算精度比较高#计算结果随着

节点数的增加迅速收敛
7

!

!

"本文方法计算所得几个经典板壳形状的前

十阶自振频率与有限元解误差大部分均在
!9

以

内#说明了本文方法求解任意壳自振频率的准确性
7

!

#

"本文方法计算得到的中点挠度时程曲线与

有限元解吻合良好#证明了本文方法求解任意壳受

迫振动的有效性
7

整体来看不考虑阻尼计算得到的

挠度值要比考虑阻尼计算得到的挠度值更接近于有

限元解
7

!

/

"运用无网格法计算前处理比较简单#相对

于有限元而不依赖于网格的划分#可以有效地计算

各种不同形状的壳体结构形式#适应性比较强#具有

广阔的应用前景
7
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