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法中高效率
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的选取
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本文把
[)<

方法中的过滤函数和变密度方法中的惩罚函数统称为映射函数#研究了该函数的选取

问题#探讨了其选取对于结构拓扑优化优化迭代收敛效率的影响
7

为此#本文提出了高效率收敛的映射函数构造途

径#写出了
1

类常见的具体映射函数形式#提出同高效率收敛映射函数
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"相配套的优化模型和寻优解法#先是自行比较了同类映射函数的过滤函数和准过滤函数寻优中

收敛的快慢#然后相互比较了不同形式映射函数的快滤函数寻优收敛的快慢
7

以
[)<

方法求解位移约束下结构体

积极小的拓扑优化问题为例#通过数值计算比较#印证了
<%bF)

函数的高效率收敛性
7

结果表明$同类函数比较

中#快滤函数的收敛速度更快*

1

种不同类型映射函数比较中#幂函数形式的过滤函数收敛速度更快
7

最后需要强调

的是$本文研究的映射函数的结论#包括
[)<

方法的过滤函数和变密度方法中的惩罚函数#二者都是同样适用的
7

关键词
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结构拓扑优化自
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提出连续体

结构拓扑优化的均匀化方法以来#得到了深入广泛

的发展%
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#其中影响较大的方法有变密度方法%
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!独立连续映射"方法!
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本文旨在通过选择恰当的映射函数提高
[)<

方法的收敛效率#这种做法也可以用于变密度方法
7

为了讨论方便#本文把
[)<

方法里的过滤函数和变

密度方法里的惩罚函数统称为映射函数
7

虽然本文

的讨论对于两种方法都适用#但是
[)<

方法的过滤

函数可以用于多种场合#而变密度方法的惩罚函数

只用于惩罚人造密度一种场合
7IB&4

和
PJBIQ

等%

$L

&研究了借鉴
[)<

方法提升变密度方法
7

[)<

方法定义独立的结构拓扑设计变量#并通

过,磨光函数-与,过滤函数-实现拓扑变量,离散0

光滑-以及,光滑0离散-间的映射
7

隋允康等的专

著%

"

#

M

&提出了构造过滤函数所需满足的性质#研究

结果表明合理的构造过滤函数可提高求解效

率%

$"

#

$M

&

#合理选择适当的过滤函数幂指数可提高应

力约束连续体结构拓扑优化的计算效率%

$,

&

#采用复

合指数形式%

!-

#

!$

&及对数形式%

!!

&的过滤函数#分别研

究了位移约束'屈曲约束和动力响应振幅为约束等

拓扑优化问题#结果表明采取上述形式的过滤函数

可使优化求解效率提高
7

变密度法定义人造密度作为单元拓扑连续变

量#

-

代表相应单元为无#
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代表相应单元为有#通过

2

22

湖南省自然科学基金!

!-!!̂ #̂-$$#

"和湖南省教育厅重点项目!

!$\-1-"

"资助
7

!-!#'-"'!!

收到修改稿#

!

!-!#'-M'-"

网络首发
7

通讯作者
7

!!!!

F'6=B?

$

C

G;1LM

&

$L#7:D67



惩罚函数#在优化过程中将中间变量向
-

及
$

两端

逼迫#以得到灰度单元较少的材料拓扑分布
7

常见的

材料惩罚函数有
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研究表明采取惩罚函数参数连续变化的策略

可以得到更好的优化结果#但通常需要更多的迭代

步数%
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&

7

毛虎平等%

!1

&提出一种指数形式的惩罚函

数解决
P[<3

和
(\<3

惩罚函数中系数太大得不

到合理拓扑的问题
7

昌俊康等%

!L

&提出了一种新的惩

罚函数#弱化相对密度小的单元#强化相对密度大的

单元#使结构单元趋于,两极分化-

7

本文拟做如下
/

件工作$

!

$

"旨在追求优化模型的高效率收敛#提出相

关映射函数
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#高效率收敛的映射函数"

的构造途径*

!

!

"写出具体的各种映射函数#且自行和相互

比较寻优收敛的快慢*

!

#

"提出同
<%bF)

配套的优化模型和寻优解

法*

!

/

"以
[)<

方法为例编程#通过计算比较#印

证
<%bF)

函数的高效率收敛性
7
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逼近跨栏函数的过滤函数和准过滤函数

[)<

方法的本质在于如下两点$

*

阶跃函数及

其跨栏函数沟通了结构拓扑优化同低于拓扑层次的

结构优化的严格关系#从而解决了结构拓扑优化模

型中力学性能无法表达为拓扑变量函数的困难*

+

以过滤函数逼近跨栏函数使离散的结构拓扑优化列

式变成了独立连续的结构拓扑优化列式#进而可以

按连续的优化问题进行寻优求解
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阶跃函数表达为$
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定义阶跃函数的逆函数称为跨栏函数$
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跨栏函数与阶跃函数的图形如图
$

和
!

所示
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图
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因为跨栏函数与阶跃函数互为逆函数#所以可

以一并做出两个逼近$以磨光函数逼近阶跃函数#以

过滤函数逼近跨栏函数#图形如图
#

和图
/

所示
%

图
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由于光滑可微的磨光函数与过滤函数可以分别

无限逼近阶跃函数与跨栏函数#那么不难预期二者

在结构优化问题的求解中会发挥重要的作用#因此

如何构造'评价和选择适当的过滤函数是寻求高效

率收敛的求解算法关键
%

由上述可见#
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方法的精确映射函数为阶跃

+

/1!

+ 固体力学学报
!!!!!!!!!!!!!!!!!

!-!/

年第
/1

卷



图
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过滤函数
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函数及其逆函数跨栏函数#而它们的近似逼近函数

分别是磨光函数和过滤函数
7

变密度方法给出的近

似映射函数称为惩罚函数
7

[)<

方法提出以来#构造过滤函数的途径有

#

种$

!

$

"直接写出过滤函数
7

只要吻合图
$

且注意

可微性'单增性和边值性即可*

!

!

"从磨光函数写出其逆函数即可得到过滤

函数*

!

#

"从磨光函数写出其准逆函数
7

关于准逆函数#隋允康等的专著%

"

#

M

&虽然给出

了具体做法#却没有予以定义
7

为了使用方便#对于

准逆函数做如下定义$

若
H

!

+

"为取定的磨光函数#则称$
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V
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*$+H
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$+A
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为准逆操作!
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"下的过滤函

数#简称准过滤函数!

aJ=5B'%B?A@;%J8:ABD8

"

7

某种

数学形式下的过滤函数及其准过滤函数称为该数学

形式的互邻过滤函数
7

"

!

区分一对互邻过滤函数快!慢的准则与界点

!

$

"快'慢的判断准则

一对互邻的过滤函数#都是对于跨栏函数的逼

近#建立结构拓扑优化模型时#采用哪一个呢1 不难

设想二者在寻优收敛中会有快'慢的区别#预期寻优

收敛较快的称为快滤函数#反之#预期寻优收敛较慢

的称为慢滤函数
7

其实#鉴别收敛快'慢比较难#不如转换为对跨

栏函数逼近程度高'低的问题
7

为此#引入一个判断

准则$逼近跨栏函数程度的高'低分别同过滤函数在

寻优中的收敛快'慢相对应
7

也就是说#该准则用逼

近程度的高低代替了收敛的快慢
7

!

!

"互邻过滤函数的界点

为了确定过滤函数逼近跨栏函数程度的高低#

对于各种形式的一对互邻过滤函数进行深入研判#

首先从二者的交叉点着手
7

以幂函数为例#图
1

给出

了其幂指数
.

*#

的情况#与此对应#准过滤函数中

的幂指数等于
$

(

#

#这对互邻过滤函数交叉点的横

坐标为
A*-%LM!%

进一步需要弄清楚幂指数改变对

于交叉点的影响#计算出$

.

*!

时#

A*-%L$M

*

.

*L

时#

A*-%""M%

可见
A

在
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左右取值
%

图
1

!

幂函数的过滤函数与准过滤函数
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本文取表
$

所示具有代表性的
1

种函数包括幂

函数进行研究#

/

种函数同幂函数类似#各自互邻过

滤函数交叉点的横坐标位置
A

均在
-%"

左右取值
%

于

是#称
A*-%"

为各自互邻过滤函数交叉点的界点
%

!

#

"判断准则的具体化

如何鉴别一对互邻过滤函数究竟孰更加逼近跨

栏函数呢1 还是以幂函数形式为例#图
1

所示过滤

函数
<

!

A

"和准过滤函数
<

V

!

A

"两曲线#皆逼近图
!

的跨栏函数
%

在
A

@

%

-

#

-%"

&的区间#函数
<

!

A

"离跨

栏函数近*在
A

@

%

-%"

#

$

&的区间#函数
<

V

!

A

"离跨栏

函数近
%

如果用这两个分段函数定义逼近跨栏函数#

函数在
A*-%"

左右不可微#带来求解的麻烦
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数学归属
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快滤函数
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快滤函数

!!

为了保证逼近函数的可微性#宜在
<

!

A

"和
<

V

!

A

"

中选一个较为恰当
%

有两个理由可以认为
<

!

A

"比

<

V

!

A

"更加逼近跨栏函数$其一是%

-

#

-%"

&的区间比

%

-%"

#

$

&区间大得多#而在前一区间上
<

!

A

"比
<

V

!

A

"

更接近跨栏函数*其二是在区间%

-%"

#

$

&上
<

!

A

"比

<

V

!

A

"的导数值变化略缓而使收敛趋于稳定
%

进而#

<

!

A

"和
<

V

!

A

"则分别被认为是快滤函数和慢滤函数
%

因此#上述这两个理由是快'慢的判断准则的具

体化
%

幂函数的快滤函数和慢滤函数已经明确了#

本文研究的其它
/

种函数也遵循同样的道理#详

见表
$%

包括幂函数的
1

种函数都是从磨光函数出

发#各生成两类过滤函数#即一对互邻函数
%

它们

应当满足三个条件#

*

数学形式简洁#便于构建优

化模型*

+

用于寻优算法中#具有收敛快的优点*

,

应当具有与之配套的优化解法
%

由于变密度方法的
P[<3

与
(\<3

的密度惩

罚函数与
[)<

方法的刚度过滤函数有相似的功

用%

$L

&

#

P[<3

方法的惩罚函数与
[)<

方法中的幂函

数形式的过滤函数是相同的#

(\<3

方法的有理形

式的惩罚函数也可取作
[)<

方法中过滤函数的一

种形式
7

表
$

中第
$

类过滤函数是幂函数#形式简洁#建

模与求解都较为方便#故以往
[)<

方法%

"

#

M

&及变密

度法%

!

#

#

&的研究多采用它
7

图
1

给出了互邻过滤函数

的比较#

<

!

A

>

"为快滤函数
%

第
!

类磨光函数是对
PB

K

6DB0

函数的修正#使

其定义域从
+

@

!

+

o

#

g

o

"变换到
+

@

%

-

#

$

&

%

!"

&

%

图
L

给出了互邻过滤函数的比较#

<

V

!

A

>

"为快滤

函数
%

第
#

类磨光函数%

"

#

M

&给出了它与修正的
PB

K

'

6DB0

函数的比较#两种函数不仅形式上相似#而且

数值结果接近#由于指数函数的两个互邻的过滤函

数只在分子上含有变量#数学形式更为简洁#建议建

模时采用它#而舍弃修正的
PB

K

6DB0

函数
7

图
"

说明

其
<

V

!

A

>

"为快滤函数
%

第
/

类磨光函数%

!M

&采用正弦函数作为过滤函

数逼近了
-

(

$

规划#本质上其中的
.

?

取了
$

#严格讲

+

L1!
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图
L

!

修正的
PB

K

6DB0

函数的过滤函数与准过滤函数

%B

K

7L

!

%B?A@;EJ8:ABD8=80

d

J=5B'EB?A@;EJ8:ABD8ED;

6D0BEB@0PB

K

6DB0EJ8:ABD8

图
"

!

指数类的过滤函数与准过滤函数

%B

K

7"

!

%B?A@;EJ8:ABD8=80

d

J=5B'EB?A@;EJ8:ABD8ED;

@G

C

D8@8AEJ8:ABD8

.

?

应当取更大的正数#该磨光函数才能逼近阶跃函

数
%

图
M

比较了当
.

?

*#

时的一对互邻的过滤函数#

且说明其
<

!

A

>

"为快滤函数
%

第
1

类磨光函数是将
(\<3

方法的有理形式

的惩罚函数引用作为过滤函数之一#写作表
$

的第

1

类情况的
<

!

A

>

"

%

接着对其求逆函数得到磨光函数

H

!

+

>

"#最后按
H

!

+

>

"求出准过滤函数
<

V

!

A

>

"

*$+

H

!

$+A

>

"#竟然得到
<

V

!

A

>

"

*

<

!

A

>

"的罕见情况#是一

个有趣的函数
%

详见图
,%

图
M

!

正弦函数的过滤函数与准过滤函数

%B

K

7M

!

%B?A@;EJ8:ABD8=80

d

J=5B'EB?A@;EJ8:ABD8

ED;5B8@EJ8:ABD8

图
,

!

有理函数的过滤函数与准过滤函数

%B

K

7,

!

%B?A@;EJ8:ABD8=80

d

J=5B'EB?A@;EJ8:ABD8ED;

;=ABD8=?EJ8:ABD8

!

!

不同过滤函数快慢的剖判

在实际进行建模和求解时#采用哪一种函数的

快滤函数是值得探讨的问题#也就是需要对于
1

种

快滤函数排个顺序
%

每个形式的函数在取不同参数

时图形都是不一样的#如何按照统一标准进行比较
%

若该问题得以解决#则应当取最快的快滤函数对应

的过滤函数建立拓扑优化模型#以期高效率的收敛
%

本文的研究抓住标尺'界点'准则这
#

点着手解决

问题
%

+

"1!

+第
!

期
!!!!!!!

隋允康等$

!

结构拓扑优化
[)<

法中高效率收敛映射函数
<%bF)

的选取



!

$

"标尺

由于有理函数的过滤函数与准过滤函数形式是

完全相同的#表明该图形!见图
,

"对跨栏函数!如图

!

所示"逼近时#是以过点!

$

#

-

"和点!

-

#

$

"连线为对

称轴的曲线#可见有理函数便于把控#适合取作诸多

函数比较快慢的标尺
%

!

!

"界点

既然有理函数取作比较快慢的标尺#那就把界

点
A*-%"

用于有理函数$将
A*-%"

点代入图
$-

有

理函数的过滤函数中#得
<

!

-%"

"

*

-%"

$g

.

@

!

$+-%"

"

#

由前述的对称性#

<

!

-%"

"

*-%#

#于是
.

@

*/-

(

,

#这

是由界点计算出的有理函数参数
%

图
$-

!

有理函数及其对称线

%B

K

7$-

!

(=ABD8=?EJ8:ABD8=80BA55

H

66@A;B:=??B8@

!

#

"准则

图
$-

上的点!

-%"

#

-%#

"为所示有理函数的对

称点
%

此点取为固定点#对其它
/

种形式的快滤函

数#使其曲线过此点反求出各个函数对应的参数
%

把

1

种不同快滤函数画在一张图上#按下述准则对它

们排队$在%

-

#

-%"

&区间上#

1

种快滤函数离横坐标
A

轴的远'近则是它们慢'快的判据
%

具体的排序结果将在本文的算例
!

给出
%

%

!

[)<

方法建立结构拓扑优化模型

以上构造的不同过滤函数形式收敛性能的比

较#需要在结构拓扑优化建模及求解的算法中检验

其收敛效率
%

假定某种约束条件向量
#*

!

E

$

#.#

E

I

"

. 对应

的结构拓扑优化问题为$

6B8

A

@

9

/

#

!

C

"

57A7E

P

!

C

"

6

$

P

!

!

P

*$

#.#

I

"

A

>

*-D;$

!

!

>*$

#.#

/

$

%

&

"

!

/

"

其中
C

为离散拓扑变量向量#目标函数为结构重量
%

以过滤函数逼近跨栏函数#从而使上式离散形

式的结构拓扑优化列式变成了如下独立连续的结构

拓扑优化列式$

6B8

A

@

9

/

#

!

<*

!

A

$

"#.#

<*

!

A

/

""

57A7E

P

!

<*

!

A

$

"#.#

<*

!

A

/

""

6

$

P

!

!

P

*$

#.#

I

"

A

>

6

A

>

6

$

!

!

>*$

#.#

/

$

%

&

"

!

1

"

其中
<*

!

A

>

"是目标函数过滤函数#

<

$

!

A

>

"是约束过

滤函数#

A

>

为防止刚度矩阵奇异而设置的拓扑变量

下限值#通常取为
A

>

*-%--$%

以下以位移约束结构拓扑优化问题为例#基于过

滤函数的通用形式
<

!

A

"写出优化模型及求解过程
%

6B8

A

@

9

/

#

!

<*

!

A

$

"#.#

<*

!

A

/

""

57A7(

P

!

<L

!

A

$

"#.#

<L

!

A

/

""

6

(

P

!

!

P

*$

#.#

I

"

A

>

6

A

>

6

$

!

!

>*$

#.#

/

$

%

&

"

!

L

"

其中#

(

P

为约束点位移函数#

(

P

为位移约束值!位移

下限约束可以通过不等式两边同乘负号转化为上限

约束"#

/

为单元总数#

I

为位移约束总数#

<L

!

A

>

"是

刚度矩阵过滤函数
%

单元重量及单元刚度矩阵由过滤函数识别为$

*

>

*

<*

!

A

>

"

*

-

>

!

和
!

D

>

*

<L

!

A

>

"

D

-

>

!

"

"

其中#

*

>

和
*

-

>

分别为单元重量和实体单元的固有

重量#

D

>

和
D

-

>

分别为单元刚度矩阵和实体单元的固

有刚度矩阵
%

由此#结构总重量可表示为$

#

!

<*

!

A

$

"#.#

<*

!

A

/

""

'

"

/

>

'

$

<*

!

A

>

"

*

-

>

!

M

"

利用莫尔定理可将位移函数显示化为$

(

P

!

<L

!

A

$

"#.#

<L

!

A

/

""

'

"

/

>

'

$

5

P

>

<L

!

A

>

"

!

,

"

+
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其中#

5

P

>

'

<L

!

A

!

)

"

>

"%!

)

(

>

"

.

!

!

]

>

"&

!

)

"

!

$-

"

)

(

>

和
!

]

>

分别为实工况单元结点力向量和虚工况单

元结点位移向量#上标!

)

"表示相应物理量为第
)

次

迭代的计算结果
%

将式!

M

"和式!

,

"代入式!

L

"#得$

6B8

A

@

9

/

"

/

>

'

$

<*

!

A

>

"

*

-

>

57A7

"

/

>

'

$

5

P

>

<L

!

A

>

"

6

(

P

!

!

P

'

$

#.#

I

"

A

>

6

A

>

6

$

!

!

>

'

$

#.#

/

$

%

&

"

!

$$

"

令

+

>

*

$

<L

!

A

>

"

!

$!

"

则

A

>

*

<

+$

L

$

+

! "

>

!

$#

"

于是式!

$$

"转化为$

6B8

+

@

9

/

"

/

>

'

$

<* <

R

$

L

$

+

! "! "

>

*

-

>

57A7

"

/

>

'

$

5

P

>

+

>

6

(

P

!

!

P

'

$

#.#

I

"

$

6

+

>

6

+

>

!

!

>

'

$

#.#

/

$

%

&

"

!

$/

"

其中#

+

>

*

$

<L

!

A

>

"

%

式!

$/

"中目标与约束分别为
E

的非线性函数与

线性函数#为了便于近似且高效的求解#只需将目标

函数进行二阶
.=

H

?D;

展开即可
%

其中第
>

项为$

<*

!

+

>

"

B

<*

!

+

-

>

"

g

<

U

*

!

+

-

>

"!

+

>

++

-

>

"

g

$

!

<

Y

*

!

+

-

>

"!

+

>

++

-

>

"

!

!

$1

"

其中#

<

U

*

!

+

>

"

*

<

U

*

!

A

>

"

0A

>

!

+

>

"

0+

>

!

$L

"

<

Y

*

!

+

>

"

*

<

Y

*

!

A

>

"

0A

>

!

+

>

"

0+

% &

>

!

g

<

U

*

!

A

>

"

0

!

A

>

!

+

>

"

0+

!

>

!

$"

"

由式!

$!

"得$

0+

>

0A

>

*+

<

U

L

!

A

>

"

<

!

L

!

A

>

"

!

$M

"

又由式!

$M

"得$

0A

>

0+

>

*+

<

!

L

!

A

>

"

<

U

L

!

A

>

"

!

$,

"

从式!

$,

"求二阶导数$

0

!

A

>

0+

!

>

* !+

<L

!

A

>

"

<

Y

L

!

A

>

"

%

<

U

L

!

A

>

"&

% &

!

<

#

L

!

A

>

"

<

U

L

!

A

>

"

!

!-

"

将式!

$,

"代入式!

$L

"#将式!

$,

"和式!

!-

"代入

式!

$"

"得$

<

U

*

!

+

>

"

*+

<

U

*

!

A

>

"

<

!

L

!

A

>

"

<

U

L

!

A

>

"

!

!$

"

<

Y

*

!

+

>

"

*

<

Y

*

!

A

>

"

<L

!

A

>

"

<

U

L

!

A

>

"

g !+

<L

!

A

>

"

<

Y

L

!

A

>

"

%

<

U

L

!

A

>

"&

! "

%

!

+

!!!!

<

U

*

!

A

>

&

"

<

#

L

!

A

>

"

<

U

L

!

A

>

"

!

!!

"

此时式!

$1

"可以写为$

<*

!

+

>

"

B

$

!

<

Y

*

!

+

-

>

"

+

!

>

g

%

<

U

*

!

+

-

>

"

+

<

Y

*

!

+

-

>

"

+

-

>

&

+

>

!!!!

gC

>

!

+

-

>

" !

!#

"

其中
C

>

!

+

-

>

"

*

<*

!

+

-

>

"

+

<

U

*

!

+

-

>

"

+

-

>

g

$

!

<

Y

*

!

+

-

>

"+

!

+

-

>

"

! 在
+

-

>

点为常数#记$

!!!!

2

>

*

<

Y

*

!

+

-

>

"

!

*

-

>

!

!/

"

!!!!

7

>

*

%

<

U

*

!

+

-

>

"

+

<

Y

*

!

+

-

>

"

+

-

>

&

*

-

>

!

!1

"

因优化问题的解与目标函数中的常数无关#即

与式!

$/

"二阶近似模型等价的列式可以略掉

"

/

>

'

$

%

C

>

!

+

-

>

"

*

-

>

&#得到$

6B8

+

@

9

/

"

/

>

'

$

!

2

>

+

!

>

S

7

>

+

>

"

57A7

"

/

>

'

$

5

P

>

+

>

6

(

P

!

!

P

'

$

#.#

I

"

$

6

+

>

6

+

>

!

!

>

'

$

#.#

/

$

%

&

"

!

!L

"

其中#过滤函数可以按表
$

选取#例如当取为幂函数

形式时#单元重量及刚度矩阵的过滤函数为$

<*

!

A

>

"

*A

.

*

>

!

和
!

<L

!

A

>

"

*A

.

L

>

!

!"

"

对应的目标函数中的系数可求得为$

2

>

*

.

!

*

g

.

*

!

.

!

L

!

+

!

)

"

>

"

.

*

(

.

L

g!

*

-

>

!

!M

"

7

>

*+

.

*

!

.

*

g!

.

L

"

.

!

L

!

+

!

)

"

>

"

.

*

(

.

L

g$

*

-

>

!

!,

"

对式!

!L

"可以采用
[)<

方法惯常使用的对偶

二次规划法求解%

"

#

M

&

%

编程时留出专门计算模型

!

!L

"中目标函数系数的接口$先是按式!

!$

"和式

!

!!

"在当前点
+

-

>

计算出目标函数对于变量
+

>

的一

+

,1!

+第
!

期
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!
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阶和二阶导数值#代入式!

!/

"和式!

!1

"就得到了该

优化模型中目标函数系数的两个接口值
%

迭代收敛的指标为$

6=G

>*$

#.#

/

!

A

!

)g$

"

>

+A

!

)

"

>

"

60

!

#-

"

其中
0

为指定的收敛精度值#如可取为
0

*-%-$%

&

!

数值算例

针对本文的内容#给出如下
#

个算例予以印证
%

&%$

!

算例
$

以幂函数互邻函数为例建模和求解区别出它的

快滤函数与慢滤函数
%

位移约束下体积极小化拓扑优化问题如图
$$

所示$基结构为
$L-2$--

的平面体#厚度为
$

#材料

弹性模量为
$

#泊松比为
-%#%

一集中载荷
X*$

作

用于右边界中心位置#载荷分散在右边界中间的三

个节点上
%

左边界采用固定支承
%

初始基结构对应拓

扑变量值为
$

#有限元网格为
$L-2$--

的正方形单

元#分析得到
D

点的竖直向下位移为
!!%,/

#位移约

束条件为
D

点的竖直向下位移值小于
L-%

拓扑值下

图
$$

!

算例
$

的力学模型

%B

K

7$$

!

<@:T=8B:=?6D0@?DEFG6=

C

?@$

限取
-%-$%

收敛精度取
-%--1%

采用
<<\

求解器%

!,

&

求解
%

幂函数形式的过滤函数#迭代
$#,

次#最优点体

积比为
-%#/$/

#位移
L-%--

#收敛时最优拓扑图形清

晰#如图
$!

!

=

"所示
%

幂函数形式的准过滤函数#迭

代
$M$

次#最优点体积比为
-%/-L#

#位移
L-%--

#收

敛时最优拓扑图形不清晰#存在大量灰色单元!拓扑

变量值不取下限或上限"#如图
$!

!

>

"所示
%

可见幂

函数形式的过滤函数比准过滤函数收敛更快#收敛

时体积比更小#拓扑图形更清晰
%

验证了上节分析的

正确性
%

图
$!

!

幂函数形式的过滤函数与准过滤函数所得到

的最优拓扑

%B

K

7$!

!

W

C

AB6BS=ABD8AD

C

D?D

K

B@5D>A=B8@0>

H

EB?A@;EJ8:'

ABD8=80

d

J=5B'EB?A@;EJ8:ABD8DEAT@

C

DZ@;EJ8:'

ABD8ED;6

&%"

!

算例
!

对
1

种函数形式的快滤函数排队比较
%

按照本文第
/

节的叙述#对表
!

中
1

种快滤函

数比较它们的收敛快慢#详见图
$#

#它们的快滤函

数排队比较#依据第
/

节的准则判断#收敛由快至慢

表
"

!

对
1

种快滤函数比较时的参数取值

.=>?@!

!

3=;=6@A@;5ED;EBR@E=5AEB?A@;EJ8:ABD85

序号 函数形式名称 快滤函数 参数取值

$

幂函数
<

!

A

>

"

*A

.

1

>

.

1

*#%#"11

!

修正的
PB

K

6DB0

函数
<

V

!

A

>

"

*

!

$+

1

"

@

.

3

g

!

$g

1

"

@

.

3

A

@

.

3

g@

.

3

A

.

3

*1%"!!"

#

指数函数
<

V

!

A

>

"

*

@

.

M

A

>

+$

@

.

M

+$

.

M

*#%M1!-

/

正弦函数
<

!

A

>

"

*

!

(

=;:5B8

!

A

.

?

>

"

.

?

*!%!$/-

1

有理函数
<

!

A

>

"

*

<

V

!

A

>

"

*

A

>

$g

.

@

!

$+A

>

"

.

@

*

/-

,

+

-L!
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图
$#

!

对于
1

个不同快滤函数的图形比较

%B

K

7$#

!

PT=

C

@:D6

C

=;B5D8DE10BEE@;@8AE=5AEB?A@;EJ8:ABD85

的顺序是$幂函数'修正的
PB

K

6DB0

函数'指数函数'

正弦函数'有理函数
%

&%!

!

算例
#

对于
!

种函数的快滤函数优化效率比较
%

据算例
!

的分析#取最快的幂函数和最慢的有

理函数
!

种函数形式进行优化问题的应用比较
%

体

积过滤函数及单元刚度矩阵过滤函数的参数选取分

别如表
#

中所示
%

相应的过滤函数图形如图
$/

和图

$1

所示
%

表
!

!

算例
#

中过滤函数的参数取值

.=>?@#3=;=6@A@;5DEEB?A@;EJ8:ABD85ED;FG=6

C

?@#

函数形式名称
体积过滤

函数参数

单元刚度过滤

函数参数

幂函数
$ #7#"11

有理函数
- /-

(

,

!!

位移约束下体积极小化拓扑优化问题仍采用算

例
$7

不同形式过滤函数均按第
1

节的建模方法和

寻优算法#收敛精度取为
-7-$7

优化结果比较如表
/

和图
$L

所示
7

幂函数形式

的过滤函数比有理函数形式的过滤函数收敛更快#

但有理函数形式的过滤函数得到拓扑图形更清晰且

最优体积比更小#然而目标值及清晰度相差并不大#

效率的提高更明显
7

图
$/

!

幂函数形式的体积和单元刚度矩阵过滤函数

%B

K

7$/

!

%B?A@;EJ8:ABD85ED;RD?J6@=80@?@6@8A=?5ABEE'

8@556=A;BGZBAT

C

DZ@;EJ8:ABD8ED;6

图
$1

!

有理函数形式的体积和单元刚度矩阵过滤函数

%B

K

7$1

!

%B?A@;EJ8:ABD85ED;RD?J6@=80@?@6@8A=?5ABEE'

8@556=A;BGZBAT;=ABD8=?EJ8:ABD8ED;6

表
%

!

算例
#

采取不同函数形式的过滤函数时优化结果对比

.=>?@/

!

)D6

C

=;B5D8DE;@5J?A5D>A=B8@0>

H

0BEE@;@8A

EB?A@;EJ8:ABD85ED;FG=6

C

?@#

过滤函数

形式
迭代次数 体积比 位移约束值

幂函数
/" -7#/!/ 1,7,L1

有理函数
$-$ -7#$/- 1,7,,"

&7%

!

算例
/

以多工况位移约束下结构体积极小化问题为

例#对于幂函数和有理函数
!

种函数形式的快滤函

+

$L!

+第
!

期
!!!!!!!

隋允康等$

!

结构拓扑优化
[)<

法中高效率收敛映射函数
<%bF)

的选取



图
$L

!

算例
#

不同形式过滤函数所得到的最优

拓扑图形

%B

K

7$L

!

W

C

AB6=?AD

C

D?D

K

B@5D>A=B8@0 >

H

0BEE@;@8AED;6

EJ8:ABD85ED;FG=6

C

?@#

数优化效率再比较
7

算例
/

与算例
$

类似#只是载荷工况不同
7

此处

有两个载荷工况#工况
$

$集中载荷
X

$

*$

作用于右

上角位置
Z

点#作用方向竖直向上*工况
!

$集中载

荷
X

!

*$

作用于右下角位置
=

点#作用方向竖直向

下
%

力学模型如图
$"

所示
%

分析得到
Z

点的竖直向

上位移为
#-%,"

#

=

点的竖直向下位移为
+#-%,"%

位移约束条件为
Z

点的竖直向上位移值小于
L-

#

=

点的竖直向下位移大于
+L-%

图
$"

!

算例
/

的力学模型

%B

K

7$"

!

<@:T=8B:=?6D0@?DEFG=6

C

?@/

优化结果比较如表
1

和图
$M

所示#所得结论与

单工况的算例
#

是相同的
%

表
&

!

算例
/

采取不同函数形式的过滤函数时优化结果对比

.=>?@1

!

)D6

C

=;B5D8DE;@5J?A5D>A=B8@0>

H

0BEE@;@8A

EB?A@;EJ8:ABD85ED;FG=6

C

?@/

过滤函数

形式
迭代次数 体积比

位移约束值

!

Y

#

)

"

幂函数
/, -7/L-"

!

1,7,L"

#

+1,7,L"

"

有理函数
,- -7/!/-

!

1,7,,M

#

+1,7,,M

"

图
$M

!

算例
/

不同形式过滤函数所得到的最优

拓扑图形

%B

K

7$M

!

W

C

AB6=?AD

C

D?D

K

B@5D>A=B8@0>

H

0BEE@;@8AED;6

EJ8:ABD85ED;FG=6

C

?@/

O

!

结语

本文针对结构拓扑优化
[)<

方法中的映射函

数#提出了如何构造高效收敛的映射函数途径#并给

出了
1

类具体的映射函数形式*比较区分了同类函

数中的过滤函数和准过滤函数中孰为快滤函数或慢

滤函数*对不同类型映射函数#相互比较了其快滤函

数的收敛快慢*以位移约束优化问题为例#给出了一

般形式的映射函数的
[)<

建模及求解方法#以位移

过滤函数的倒数为设计变量#用复合函数求导原理

推导了体积!或重量"目标函数的一阶及二阶导数的

通用公式!即采取不同过滤函数时的可共用的接口

函数"#以方便采用对偶二次规划法求解优化模型
7

结构拓扑优化算例印证了分析结论的正确性
7

对应

力'疲劳'频率等其它性能或多物理性能约束的优化

问题#限于篇幅#本文没有举例说明#前期基于
[)<

方法发表的诸多研究大多数都是采用幂函数形式的

过滤函数#也有采用其它形式的过滤函数#以上不同

问题都是涉及到了%

"

#

M

&

7

本文的结果可以为变密度法惩罚函数取不同形

式提供参考
7
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