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波入射直角域中含椭圆孔的动力分析
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针对直角域中的缺陷"本文理论研究了直角域下的椭圆孔边的集中应力的变化情况
9

本文先采用累

次镜像法将直角域空间转换成全空间"利用极坐标变换法"推导出镜像后的椭圆孔在原始复平面坐标系中的表达

式"其次利用与复变函数相结合的
(PALE8

波函数推导出了应力表达式"再利用椭圆孔方程"建立椭圆边一点的辐

角与该点的垂线和坐标轴之间夹角的联系"避免了传统-保角变换.法的使用"并根据椭圆孔边的自由应力边界条

件"建立无穷线性代数方程"最后截取有限项求解未知系数
9

通过对椭圆孔孔心距离上和右边界的距离$入射角度$

椭圆孔偏转角以及入射波波数的分析"得到%入射波数越大"动应力集中系数波动的频率越大)在低频入射时"随着

距离右边界的距离越大"动应力集中系数先减小后趋于稳定"距离稳定值为
%9

本次研究为直角域中椭圆形缺陷边

的动应力因子提供了数值结论"为实际工程中的直角板的缺陷检测提供了详细的理论结果
9

关键词
"

直角域"累次镜像法"椭圆孔方程"动应力集中系数
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引言

研究包含椭圆孔的直角域在入射
,(

波下的动

力分析"在工程实践和应用方面具有重要的意义
9

对

于弹性波的散射问题"从土木工程$地震领域$岩石

力学$无损检测和海洋工程都有广泛的应用'
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从

对半空间中椭圆孔或是圆形孔亦或是圆柱孔对
,(

波散射'

%

"

"

(

"到带形域中各种孔洞对
,(

波的散射研

究'

@

(

"弹性波的研究也是不断的在丰富和完善
9

对于

各种均匀介质中含孔洞$裂纹及各种夹杂问题也得

到了众多学者们的研究'
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对于直角域问题"目前

针对缺陷和裂纹的研究比较多'
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"
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(

"对于非圆形孔

前人采用-保角变换法.解决边界的问题'

H%

"

H"

(

"本文

采用一种新型方法对直角域单个椭圆孔对
,(

波散

射问题进行研究
9

本文使用复变函数法建立椭圆孔的复平面坐标

系"然后使用极坐标变换法将镜像后的椭圆孔变换

到原始椭圆孔的复平面当中"再使用波函数展开法

建立椭圆孔波场和应力的表达式"通过建立椭圆孔

边的任意一点的辐角与该点和坐标轴之间的夹角的

关系"避免保角变换的使用"通过应力自由边界条

件"求解方程中的未知数"最后求得孔边的动应力集

中系数!
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理论分析
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"

模型的建立

如图
H

所示"直角域中含单个椭圆孔在入射

,(

波下的示意图
9

图中所示"

:

表示椭圆孔距离直

角域右边界的距离)

F

表示椭圆孔距离直角域上边

界的距离)对于直角域中单个椭圆孔的孔心标号为

Z

H

)入射波!

,(

波#的入射角度为
$

(

对于直角域问

题"本文采用镜像的方法"先向上镜像一次"在将原

始椭圆孔和第一次镜像后的椭圆孔向右镜像"将直

角域镜像为全空间问题"使问题得到简化
(

将椭圆孔

编号为第
H

号椭圆孔"镜像后分别得到第
#

$

?

$

!

号

椭圆孔
(
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图
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直角域椭圆孔示意图
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如图
#

所示"采用镜像法解决直角域问题"将第

H

号椭圆孔先向上镜像一次"得到第
#

号椭圆孔"将

镜像后的椭圆孔的孔心编号为
Z

#

)再对第
H

$

#

号椭

圆孔向右镜像一次"得到第
?

$

!

号椭圆孔"孔心编号

分别为
Z

?

$

Z
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)椭圆孔的偏转角之间的关系为
3
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Y
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"镜像后得到全空间中椭圆孔的位置情

况"边界通过镜像法消除
(

图
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全空间椭圆孔的局部坐标系示意图
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对原始直角域空间的椭圆空间建立局部的坐标

系
(

以椭圆孔的长轴为
T

H

轴"以椭圆孔的短轴为
2

H

轴"建立局部坐标系
T
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ZZ
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"并引入相对应的

复平面
Y
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"
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"再以水平轴为
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H[

轴"竖直方向轴

为
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轴"建立局部坐标系
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同理"对向上镜像后的椭圆孔建立局部坐标系

T

#

ZZ

#

Z2

#

和
T

#[

ZZ

#[

Z2

#[

"相对应的复平面为

Y

#

"

/

Y

! #

#

和
Y

#[

"

/

Y

#

! #

[

"得%

Y

#

YY

#[

E

M

3

H

Y

#[

YY

#

E

ZM

3

'

(

)

H

!

#

#

再将原始椭圆孔和第
#

号椭圆孔向右镜像"得

到两个椭圆孔"建立其局部坐标系
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因为是镜像得到的第
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将第
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号椭圆孔极坐标
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通过极坐标平

移法将其转换到第
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号椭圆孔的极坐标!
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同理"对于第
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号椭圆孔"
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入射波波场及应力

对于第
H

号椭圆孔"在复平面
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内的波

场
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复平面
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入射波的径向应力和切向应力%
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表示散

射波的切向应力)
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H
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表示应力发生所在的平

面)

+

表示无量纲波数)

N

!

+

#表示第一类汉克尔函

数"阶数为一阶
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椭圆孔方程

如图
?

所示"通过建立椭圆孔边的先任意一点

的辐角与该点的垂线和坐标轴之间的夹角的联系"

避免使用保角变换"可以直接对原始椭圆孔进行分

析"提高计算精度
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图
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椭圆孔方程示意图
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算例分析
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理论验证

如图
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所示为了验证该方法的可行性"将参数

图
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验证方法可行性示意图
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设置成与文献'

H"

(相同的参数"

:YH#

)

FYH#

)

$

$

Y

I$l

)

CYH

)

$YH

)

3

Y$l

"图
!

!

P

#$!

W

#是本次研究所计

算出的结论)图!

K

#$!

T

#为文献'

H"

(复现出的结果"

此时得到的图形与文献'

H"

(相同"说明该方法是可

行的
(

&(&

"

参数对
4,'3

的影响讨论

如图
%

所示"此时的参数入射波的偏转角
$

Y

I$l

)椭圆孔的偏转角
3

Y$l

)椭圆孔距离上平面的距

离
FY%(

随着的椭圆孔距右平面距离变化对孔边动

应力集中系数的影响
(

如图
%

!

P

#所示"图形在
:

1

!

左右时"呈减小的趋势"但是当
:

5

!

时"减小的趋

势变得很平缓"图形趋于稳定
(

如图
%

!

W

#所示"相较

于!

P

#"此时的图形数值变化不大"但是其没有了!

P

#

的变化规律"而是变得波动起来
9

如图
%

!

K

#所示"此

时图形相较于!

P

#$!

W

#来说"变得更加不规则"波动

频率变得更大"数值变小
(

说明"随着椭圆孔距离右

平面的距离的增大"在入射波低频入射时"有明显的

减小趋势然后变得平缓"在入射波中高频入射时"孔

边的
51a4,'3

变得波动起来"没有明显的减小

趋势
(

图
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"

椭圆孔距右平面距离对
51a4,'3

的影响
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如图
"

所示"此时的参数
$
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)
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)

:Y%(

随着入射波波数的不断增加"孔边的最大动应力集

中系数!

51a4,'3

#的变化情况
9

如图
"

!

P

#所示"

此时的椭圆孔的偏转角
3

Y$l

"在
+

1

H

时"椭圆孔边

的
51a4,'3

波动比较大"但是到了
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5

H

时"其变

化波动减小"且呈稳定的趋势
(

如图
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#所示"此时

的椭圆孔的偏转角
3
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"跟!

P

#有相同的变化规

律"但是其数值在减小
(

在随着入射波波数的不断增

加"椭圆孔的偏转角变大会使得孔边的
51a4,'3

变小"但是还用于相同的变化规律
(

如图
@

所示"此时的参数
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YI$l

)
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Y$l

)

:Y%(

随着椭圆孔距离上平面的距离不断增加!椭圆孔的

深度#

(

孔边的最大动应力集中系数!

51a4,'3

#的

变化情况
(

如图
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+Y$(H

"

*

%"%

*第
!

期
""""""""""""

赵元博等%

"

,(

波入射直角域中含椭圆孔的动力分析



图
"

"

入射波波数对孔边的
51a4,'3

的影响
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图
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椭圆孔深度对孔边
51a4,'3

的影响
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此图形上下波动"但是其波频较小
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如图
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#所示"

此时入射波波数
+YH

"相较于!

P

#波动频率变大"其

51a4,'3

的值在变小
(

如图
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K

#所示"此时入射

波波数
+Y#

"相较于!

P

#$!

W

#来说"其波动的频率更

大"数值进一步减小
(

如
@

说明"在随着椭圆孔距离

上平面的距离不断增加"其孔边的最大集中应力系

数在不断变化"在入射波波数的增加"数值结果在不

断的减小
(

如图
&

所示"此时的参数
$

YI$l

)

FY%
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:Y%(

椭圆孔自身的偏转角对孔边的最大集中应力系数
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51a4,'3

#的影响"在参数
CYH

时"此时常州与

短轴相等"椭圆孔变为圆形孔"不论自身的偏转角怎

么变化"其最大动应力集中系数都是不变的
(

如图
&

!

P

#所示"此时入射波波数
+Y$(H

"随着椭圆孔偏转

角的不断增大"图形呈对称状"在中间位置时出现最

大值
(

如图
&

!

W

#所示"此时入射波波数
+YH

"此时的

图形相较于!

P

#来讲"变得更加复杂"其数值变大
(

如

图
&

!

K

#所示"此时入射波波数
+Y#

"此时的图形相

较于!

W

#来讲"数值有变小"图形的最大值出现时的

角度发生变化
(

椭圆孔偏转角对孔边的最大动应力

集中系数的影响是没有规律的"但是在
+YH

时数值

最大
(

图
&

"

椭圆孔的偏转角对孔边
51a4,'3

的影响

3M

;

9&

"

+]]EK=7]TE]8EK=M7APA

;

8E7]E88M

\

=MKP8C78E7A51a4,'3P=C78EET

;

E

""

如图
I

所示"此时的参数
3

Y$l

)

FY%

)

:Y%(

随

着入射波波数的不断变化对孔边
51a4,'3

的影

响
(

如图
I

!

P

#所示"此时入射波波数
+Y$(H

"图形关

于中心对称
(

如图
I

!

W

#"此时入射波波数
+YH

"相较

于!

P

#来讲"此时图形波动频率变大"数值变大
(

如图

I

!

K

#所示"此时入射波波数
+Y#

"相较于!

P

#$!

W

#来

讲"波动频率变得更大"相较于!

W

#来说"数值变小
9

孔边的最大集中应力系数!

51a4,'3

#在入射波角

度的变化和入射波波数的改变下"变得不断波动"其

数值在入射波波数
+YH

时最大
(

(

"

结论

本文采用一种新型的方法"即建立椭圆孔边任

意一点的辐角与该点和坐标轴之间的夹角的联系"

避免了保角变换的使用"通过验证"该方法时可行

的
(

本文通过对直角域中椭圆孔对上平面的距离

!

F

#$距离右平面的距离!

:

#$入射波波数$椭圆孔的

偏转角以及入射波角度的变化对孔边最大动应力集

中系数的影响进行研究"得%

*

@"%
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!

期
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图
I

"

入射波的角度对
51a4,'3

的影响

3M

;

9I

"

+]]EK=7]=CEPA

;

8E7]=CEMAKMTEA=UPSE7A51a4,'3

!

H

#

:

对动应力集中系数的影响在入射波低频

入射时有明显的规律"在中高频是呈波动状"说明"

在中高频时"做大动应力集中系数更加敏感"反应更

加强烈
(

!

#

#

F

在不断增加时"

51a4,'3

呈波动状"但

是在中高频时"波动频率明显变大"说明在中高频时

F

使孔边的
51a4,'3

更加敏感
(

!

?

#入射角度的不断增加时"

51a4,'3

图形呈

对称形状"且会随着入射波频率的更加而波频变大
9

说明在直角域中椭圆孔对
,(

波散射问题研究

上"入射波中高频入射时"对孔边的
51a4,'3

的

影响更加明显"使得孔边的
51a4,'3

波动变大"

但是其数值在某些参数中会变小
9
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