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分数阶广义热弹性问题研究进展
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本文总结了近年来分数阶广义热弹性问题的研究进展"涵盖分数阶广义热弹性理论的研究进展"磁
@

电多场耦合效应$扩散效应$黏弹性效应等因素对分数阶广义热弹性问题响应的影响"以及生物组织中的分数阶热

传导等问题
9

通过总结"使读者对分数阶广义热弹性问题的研究现状及发展趋势有较全面的认识"帮助研究人员进

一步开展分数阶广义热弹性问题更高层次的研究
9

关键词
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分数阶微积分"广义热弹理论"有限元"扩散效应"电磁热弹耦合
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引言

经典热弹性理论基于
37:GD<G

热传导定律"热

流
!"

与温度梯度
!

"

"

之间的关系为'
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式中
#

为热传导系数"

!

为温度增量
$

结合能量守恒

可得经典热弹理论温度控制方程'

>

(

!各向同性"不计

内热源#为%
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式中"

"

为密度"

%

为比热容"

#

和
$

为拉梅常数"

%

为

热膨胀系数"

!

%

为参考温度"

'

"

(

为应变
$

式!

$

#为扩散

型方程"从方程形式可知"

37:GD<G

定律所描述的热

是以无限大的速度进行传播
9

然而"

>?!!

年
K<ELC@

7M

在超流液态氦!

>9!N

#中测得热以有限速度!

>9?

F

&
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#传播'

$

(

"发现热的传播表现出了波动性
9

随着

科学技术的进步"特别是超短脉冲激光的出现和制

冷水平的提高"热传播的波动现象更为突出"

>?O=

年"

PG7GE7;

等'

#

(在飞秒级超短脉冲强激光的打靶

试验中"证实了高温下热波的存在
9>??%

年"

NQFD;@

ECD

'

!

(在试验中发现沙子$玻璃球$

*Q('.

#

等非均

质材料的热传导也呈现出波的性质"且非均质材料

的松弛时间较长!

$%E@&%E

#

9>??&

年"

5DRGQ

等'

&

(在生

物组织的热传导试验中也发现了热传导的波动性

质
9

这些发现表明"

37:GD<G

定律在某些条件"如极低

温度$极大热流等极端条件下不能准确描述热传导
9

为克服
37:GD<G

定律的局限性"准确描述热传播的

波动性"

'QRRQ;<7

'

"

(和
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'

=

(在
37:GD<G

定律中

引入了一个松弛时间因子
&

%

用以描述热流变化率

对热传导的影响"修正后的热传导方程为%
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其温度控制方程为%
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该式为双曲型方程"描述热在介质中以有限的速度

进行传播
$

式!

#

#被称为
'QRRQ;<7@6<G;7RR<

!

'@6

#方

程"为区别于
37:GD<G

热传导"热以有限的速度进行

传播的现象被称为非
37:GD<G

热传导或广义热

传导
9

随着人们对非
37:GD<G

热传导关注度的提高"

描述热以有限速度传播的热力耦合理论相继出现
9

27GS

与
,L:8FQ;

'

O

(基于
'@6

热传导定律"针对各向

同性物体提出了具有一个松弛时间的广义热弹性理

论"建立了双曲传热方程
9TG<<;

和
2D;SEQ

U

'

?

(在基

于
37:GD<G

热传导定律"在熵的本构方程和应力
@

应

变的本构方程中各引入一个松弛时间"改进了热弹

性理论"建立了
TG<<;@2D;SEQ

U

!

T@2

#广义热弹性理

!
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论
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(通过引入与力学中机械位

移概念相对应的热位移"修正了
37:GD<G

定律"提出

了三种热传导理论"统称为
T@*

理论"其统一形

式为%
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式中
#

! 为
T@*

模型中的材料特征常数"

*

为热

位移
$

为了区别于经典热弹性理论"描述热以有限速

度传播的热弹性理论称之为广义热弹性理论"广义

热弹 性 问 题 研 究 的 总 结 性 文 章 可 参 阅 相 关

文献'
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分数阶微积分!

3GQBRD7;Q8BQ8B:8:E

#是研究任意

阶实数的微分和积分理论"以及解决含有任意阶实

数导数微分方程的各种求解方法
9

分数阶微积分采

用卷积积分定义"其中的积分项可以描述系统记忆

依赖效应
9

近年来"分数阶微积分成功应用于各个领

域"并修改了许多现有的物理模型"如化学$生物学$

建模和参数识别$电子学$波传播和黏弹性等"具体

应用可以参考
K7S8:X;

U

'
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(的相关工作
9

分数阶微积

分的第一个应用由
1X<8

提出"他将其用于求解一个

出现在等时问题中的积分方程
9

常见的分数阶微积

分主要有两种"

0D<FQ;;@2D7:MD88<

!
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#型与
'Q

Y

:@

R7

型"前者是一个给定函数与幂次函数的卷积的导

数"后者是一个给定函数与幂次函数的局部导数的

卷积
9'Q

Y

:R7

型分数阶微积分克服了
0@2

型存在的

强奇异性"通常可以用积分形式表示
9'Q

Y

:R7

分数

阶微积分的积分形式为%
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式中
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#为
TQFFQ

函数"

1

为整数"

.

!

1

#表示对

函数
.

求
1

阶微分"

%

为分数阶参数"

1I>

$%%

1$

在这些年的发展中"已有几种方法能将导数和积分

的概念推广到非整数阶"并出现了一些不同的分数

阶导数定义'
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例如"由于
'Q

Y

:R7

形式的分数阶

微积分的核函数具有奇点"
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:R7

与
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(通

过将其替换为指数函数"定义了具有光滑核的分数

阶微积分!
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型#"其形式为%
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研究表明"物质中存在着具有记忆和路径依赖

特性的反常扩散和异常热传导过程'

$>

"

$$
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"但传统的

广义热弹理论中的热传导方程中对时间的整数阶微

分是根据局部极限定义的"无法体现记忆依赖特性"

而分数阶微积分的卷积积分定义可以描述系统的记

忆依赖过程
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和
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(发

现用分数阶导数描述黏弹性材料与实验结果吻合良

好"从而建立了分数阶导数与线性黏弹性理论的联

系
9

根据分数阶微积分不同的定义形式既可以表现

出时间分数阶也可以表现空间分数阶"由于瞬态的

热弹耦合过程和时间密切相关"许多人将时间分数

阶微积分与
'@6

热传导理论相结合"建立了相关的

分数阶广义热弹性理论"其统一形式为%
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其中
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其形式为%
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已有研究详细探讨了以上几种不同分数阶广义

热弹性理论的差异和联系"并揭示了不同分数阶导

数和松弛时间的影响'

#>

(

"但并没有对基于分数阶微

积分和广义热弹理论而发展的诸多理论进行探讨
$

因此"本文主要介绍了分数阶广义热弹性基本问题

的研究进展"磁
+

电
+

热多场耦合效应$扩散效应$黏

弹性效应等因素对分数阶广义热弹性响应的影响"

以及生物组织的热传导问题
$

同时"展望了分数阶广

义热弹性问题的未来研究方向"为从事相关研究的

人员提供参考
$
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广义热弹耦合问题

随着科学技术的进步"特别是超短脉冲激光的

出现和制冷水平的提高"以及诸如多孔结构等复杂

结构的运用"热传播的波动现象和时空微尺度效应

在研究热弹耦合问题时无法被忽视
$

因此为了更加

准确地描述与历史状态有关!或称时间非局部效应#

的广义热弹耦合问题"学者们基于不同的分数阶微

积分理论和广义热弹性理论发展了分数阶广义热弹

理论
$

,L<GD<[

等基于
'@6

热传导理论与
'Q

Y

:R7

型分

数阶微积分"建立了分数阶广义热弹理论"证明了该

模型解的唯一性定理"导出了其变分原理和互易定

理'

$"

(

)基于
2Q

Y

8QB<

积分变换研究了由具有可变导

热系数的半空间问题"并与广义热弹性理论的预测

结果进行了比较'

#$

(

"图
>

是分数阶参数对温度场分

布的影响"发现当
%

H%9&

时"从温度解的表达式发

现"温度会随着距离
9

的增加而逐渐趋于零但不会

为零"因此认为此时热波的传播速度是无限的)基于

'@3

型分数阶微分算子"利用
2Q

Y

8QB<

积分变换和

(Q;C<8

变换得到了无限弹性空间在连续线热源作

用下的解'

##

(

9

基于
,L<GD<[

建立的分数阶广义热弹

理论"

N7RLQGD

等'
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(利用状态空间方法和
2Q

Y

8QB<

积

分变换得到了各向同性均匀弹性介质中的热弹性相

互作用问题的通解"并解决了边界分别受到三种不

同热载荷作用下的热弹响应
9(:EE<D;

'

#&

(利用
2Q@

Y

8QB<

积分变换得到了半空间受到移动热源问题的

解"发现弹性波的波速是有限的"并取决于分数阶参

数的值
9

+ZZQR

等'
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(基于分数阶泰勒展开与单相滞后

热传导模型"建立了新的分数阶广义热弹理论)利用

2Q

Y

8QB<

积分变换求解了弹性半空间问题'

#"

(

"将分

数阶广义热弹理论与热弹性耦合理论和广义热弹性

理论的预测结果进行了比较"发现温度的分布是光

滑的连续函数"分数阶参数值的变化对位移和应变

的影响较小"并且分数阶理论中所考虑的任何函数

的解都被限制在有界区域内"在这个区域之外"这些

分布就不会发生变化
9

这意味着根据分数阶广义热

弹性理论的解表现出有限传播速度的波动行为
9

基

图
>

"

/H%$>

"
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时的温度分布'
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于
+ZZQR

分数阶广义热弹性理论"

1XXQE

'

#=

(建立了

具有一个松弛时间的分数阶广义热弹性控制方程"

并利用特征值法得到了功能梯度材料的分数阶热弹

性问题的解析解
95QELQR

等'

#O

(利用
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Y

8QB<

积分变

换和
(Q;C<8

变换研究了弹性半空间问题"得到了

任意一组边界条件的通解"并利用所得通解研究了

受到轴对称温度作用下无牵引力半空间的问题
9

\7:EE<[

基于
0D<FQ;;@2D7:MD88<

!

0@2

#分数阶

积分与
'@6

热传导理论"建立了分数阶广义热弹性

理论'

#%

(

"基于
2Q

Y

8QB<

积分变换研究了具有恒定参

数的弹性材料填充半空间受到斜坡式加热作用下的

热弹响应)并在之后的研究中给出了均质各向同性

体广义热弹性模型的变分定理'

#?

(

9

基于
\7:EE<[

分

数阶广义热弹性理论"

1X7:<8G<

W

Q8

等'

!%

(研究了均

匀各向同性弹性半空间固体表面具有
)

型裂纹时固

体的旋转对其一般模型的影响问题"利用正则模态

分析方法得到了位移$应力和温度的解析解
9PQBL@

L<G

等'

!>

(利用
0@2

分数阶微积分"建立了含孔洞结

构的平面区域在瞬时热源作用下的分数阶广义热弹

性模型"利用
2Q

Y

8QB<

积分变换与特征值逼近方法

得到了无限弹性介质中各种物理量场的分布
91X@

XQE

等'

!$

(利用正则模态分析和特征值方法"研究了

弹性多孔材料的二维半平面受到热载荷作用下的热

弹响应
9̂ Q;

W

等'

!#

(利用解析方法和
2Q

Y

8QB<

积分

变换方法求出了瞬态热冲击引起的热响应的渐近

解"研究了具有圆柱形空腔的无限大固体内边界受

到热冲击的问题"得到了热波和弹性波的传播规律

以及位移$温度和应力的分布规律
9

发现随着分数阶

参数值的减小"各种物理场开始建立的时间越早"两
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期
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分数阶广义热弹性问题研究进展



次跳变间隔越短"应力峰值越大"说明分数阶参数值

较小时的热传导更接近
37:GD<G

热导热
9

\:

与
_LQ7

'

#>

(通过研究已有的分数阶广义热

弹性模型之间的联系"简化了理论框架"建立了统一

的分数阶广义热弹性模型"并研究了不同分数阶导

数和松弛时间对受到热冲击的双层结构的热弹响

应
9

图
$

为相同分数阶参数下"三种模型的温度分

布"

%

H>

时相当于
'@6

热传导模型
9̀:<

等'

!!

(基于

统一的分数阶热传导模型"研究了含绝缘
TGD[[DRL

裂纹的弹性半空间带材的热断裂问题)并采用权函

数法研究了边缘和中心裂纹的热断裂问题'

!&

(

9

图
$

"

不同模型对温度分布的影响'

#>

(

3D

W

9$

"

]L<D;[8:<;B<7[SD[[<G<;RF7S<8E7;R<F

Y

<GQR:G<

SDERGDX:RD7;

'

#>

(

除了基于以上三种模型外"基于
'@6

热传导模

型与分数阶微积分理论"

1RQ;QBC7MDB

等'

!"

(利用包

含实部和复部分数阶微积分的本构方程的一般形式

研究热传导问题"导出了本构方程的系数满足热力

学第二定律的充分条件
9

同时"利用所提出的本构方

程给出了半无限长棒温度分布问题的解
9PQBLL<G

等'

!=

(基于
+GD;

W

<;

非局部弹性理论和
'Q

Y

:R7

分数

导数理论"建立了含孔洞广义热弹性材料的非局部

理论"研究了无限大热弹性材料中瞬态波的传播
9

1X7:<8G<

W

Q8

等'

!O

(建立了非局部各向同性固体介质

在脉冲热流作用下的分数阶热弹性振动分析模型"

参数化研究了激光脉冲持续时间的增加以及分数阶

系数和非局部阶系数对介质热弹性波的影响
9

还有学者将分数阶微积分与其他的广义热弹性

模型结合建立了分数阶广义热弹理论"如基于
T@*

型热弹性理论"

K7MER<;C7

'

!?

(建立了分数阶
T@*

理

论"并得到了柯西问题在分数阶热传导方程一维和

二维情况下的基本解
9+8@NQGQFQ;

U

等'

&%

(利用
'Q@

Y

:R7

分数阶导数给出了分数阶
5QVa<88@'QRRQ;<7

热传导定律的本构方程"证明了其唯一性定理"推导

了互易关系"给出了解的变分表征
9+ZZQR

等'

&>

(基于

分数阶微积分$双相滞后$

T@*

模型以及双温度模

型"建立了基于分数阶双相滞后的
T@*

热弹性双温

理论"研究了受任意加热的半空间问题"发现该模型

比起
PD7R

热弹耦合理论与
2@,

理论"热波的传播速

度更慢
91X7:<8G<

W

Q8

'

&$

(在
'@3

分数阶导数的意义

上"通过引入
577G<@TDXE7;@]L7F

Y

E7;

!

5T]

#方

程提出了该模型的修正传热方程"研究了温度相关

的热导率对含有圆柱形腔的无限大体的影响"发现

随着分数阶参数值的增加"温度会更快的趋于稳态

值且应力绝对值的峰值随着分数阶参数值的增加而

增大"位移绝对值的峰值则呈现相反的趋势
9

基于依赖于传导温度和热力学温度的双温度热

传导模型"

+8@NQGQFQ;

U

等'

&#

(基于
+2@EQ

U

<S

等'

&!

(

提出的分数阶微积分理论"建立了分数阶双温热传

导模型"证明了其解的唯一性定理和互易定理"并建

立了卷积变分原理
9

发现在静止的初始状态下"互易

关系与微分积分的阶数无关)基于分数阶温度模型

研究了任意加热条件下半空间的一维热冲击问

题'

&>

(

9\7:EE<[

等'

&&

(建立了具有恒定弹性参数弹性

半空间的双温度分数阶广义热弹性模型"并研究了

热冲击和匀速移动热源作用下的半空间问题
9_<;@

C7:G

等'

&"

(基于
'Q

Y

:R7

分数阶微积分"利用状态空

间法与
37:GD<G

展开方法研究了具有恒定弹性参数

的球腔无限弹性体空腔边界面受到热载荷的热弹响

应"发现随着分数阶参数值的增加"位移$传导温度

和热力学温度降低"而应变和应力增加
95DRRQ8

等'

&=

(基于
0@2

分数阶微积分与双温度理论推导了

相应的热传导方程"利用
2Q

Y

8QB<

积分变换研究了

球面的热弹响应并讨论了该问题的有界变分和稳定

性的库兹涅佐夫收敛准则
957ZQ[QGD[QGS

等'

&O

(研究

了飞秒激光脉冲下非均质系统中的电子
@

声子耦合

热输运"提出了基于
'Q

Y

:R7

分数阶导数的双温时间

分数模型"并用实验数据和双温玻尔兹曼输运方程

结果对该模型进行了验证
9

结果表明分数阶导数的

双温时间分数模型比基于
37:GD<G

定律的扩散双温

+
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模型更精确"复杂性更低"并证明了该模型可以可靠

地预测金属
@

金属和金属
@

非金属界面的电子
@

声子耦

合热输运以及超快激光照射后顶层金属层的电子

冷却
9

+ZZQR

等'

&?

(在分数阶微积分和三相滞后热传导

定律的基础上"建立了热弹性线性理论"并证明了其

解的唯一性和互易定理
9

利用
2Q

Y

8QB<

积分变换和

状态空间方法解决了有热源存在的半空间弹性材料

的一维问题)并基于该理论研究了各向同性材料受

到周期性变化热源载荷下的热弹响应'

"%

(

91XXQE

'

">

(

基于分数阶三相滞后热传导模型"利用特征值法得

到了功能梯度材料分数阶广义热弹性三相滞后模型

控制方程的解
91X7:<8G<

W

Q8

等'

"$

(基于分数阶微积

分建立了高阶时间分数阶三相滞后热弹性热传导模

型"该模型包括热流矢量$温度梯度和热位移梯度中

三相滞后的高阶时间分数导数近似
9

研究了无限非

均匀正交各向异性功能梯度介质的热弹响应"讨论

了高阶时间分数阶导数参数和非均匀性指标对各种

响应的影响"发现以往的各种模型可视为该模型的

特殊形式)进而建立了包含两个分数阶参数和多相

滞后的广义热弹性模型'

"#

(

"利用
2Q

Y

8QB<

积分变换

得到了半无限介质在体力和衰减热源作用下的解析

解
9(Q;

等'

"!

(基于
1RQ;

W

Q;Q@PQ8<Q;:

分数阶微积

分与双相滞后热传导模型"研究了多孔微板一端受

到热应力冲击$另一端自由"其余边界固定时的热弹

性瞬态响应"并讨论了分数阶参数对无量纲温度$体

积分数场$位移和应力分布的影响"发现分数阶参数

值越小"温度曲线越平滑"热扰动面积越大"使得热

波传播越远"传播速度越快)体积分数场的峰值随分

数阶参数的增加而减小
9

以上总结可见"学者们对各类分数阶微积分与

广义热弹的结合进行了深入研究"但在研究分数阶

广义热弹理论的解析解时"一般会做各种简化"如%

无体力$无内热源和各向同性等)或是研究的维度一

般局限在一维或二维"对三维或复杂条件下会利用

一些数值方法来进行处理"这会不可避免的造成误

差"如离散和截断误差等
9

此外"由于考虑的时间非

常短"导致相关实验很难进行"研究相关的实验方

法"如%利用松弛时间较长的非均质材料研究热力耦

合响应中的力学响应'

!

"

&

(或通过光学的!反射#方法

来研究热传导的波动性'

"&

"

""

(

"以及利用金属薄膜中

电子温度变化会引起反射率变化'

#

(等"可能对进行

相关实验有很大帮助
9

&

"

广义电磁热弹耦合问题

热弹性固体中磁场与应力应变之间的相互作用

的研究在地球物理$压电材料和相关领域中有着重

要的应用
9

研究电磁热弹耦合问题时"一般将
5QV@

a<88

方程组与热弹性理论相耦合
9

但随着高性能$

高密度集成芯片的出现以及核能工程和超短脉冲激

光加热等新兴技术的发展特别是微电子机械系统

!

5+5,

#这一新兴技术的崛起"使得在研究电磁热

弹耦合必须考虑时空微尺度效应
9

因此"基于分数阶

广义热弹性理论的电磁
@

热弹性耦合问题的研究受

到了学者的广泛关注
9

基于
'@6

热传导模型与分数阶微积分"

+ZZQR

建立了具有分数阶导数和热电性质的传热方程数学

模型"利用
2Q

Y

8QB<

与状态空间法研究了热电弹性

材料在磁场存在下受到热冲击的导电半空间的一维

问题'

$=

(

)利用相同的方法研究了弹性材料的完美导

电半空间在磁场存在下的热冲击的一维问题'

$O

(

9

图

#

为不同分数阶参数时感应磁场的分布"可以看出"

随着分数阶参数值的减小"感应磁场的绝对值随之

减小)利用状态空间方法得到了存在磁场作用和热

源时的半空间均匀热电介质热冲击问题的解'

"=

(

9

之

后"

+ZZQR

还给出了热导率随温度变化的理想导电

各向同性热弹性介质广义磁热弹性方程的分数阶模

型"并求解了轴向均匀磁场作用下的无限长空心圆

柱体问题'

"O

(

)研究了均匀磁场作用下受任意外边界

热载荷作用的热电球壳的一维问题'

"?

(

)建立了理想

导电各向同性热弹性介质广义磁热弹性方程的分数

阶模型
9

应用该模型求解了轴向均匀磁场作用下带

圆柱腔的无限大体在腔体边界受到热和机械冲击共

同作用下有限时间内的热弹响应问题'

=%

(

9

+

>%#
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#

期
"""""""""""""

张
"

凯等%

"

分数阶广义热弹性问题研究进展



图
#

"

分数阶参数对感应磁场分布的影响'

$O

(

3D

W

9#

"

]L<D;[8:<;B<7[[GQBRD7;Q8

Y

QGQF<R<GE7;RL<SDERGDX:RD7;7[RL<D;S:B<SFQ

W

;<RDB[D<8S

'

$O

(

""

,QGCQG

等'

=>

(基于
0@2

分数阶微积分和
,L<GD<[

分数阶广义热弹模型"利用特征值逼近方法得到了

均匀各向同性完美导电热弹性半空间的二维电磁
@

热弹性耦合问题的解"研究了半空间边界受到时间

相关压缩的热隔离表面和与时间相关的热冲击问

题
91XXQE

'

=$

(基于
+ZZQR

分数阶广义热弹模型"利用

特征值方法研究了磁场中受到一个移动热源的热弹

响应问题
9

分析了分数阶参数对各物理量场的影响"

发现温度$位移和应力的绝对值都先随着分数阶值

的增大而增大"之后随着分数阶值的增加而减小
9

5Q

等基于
,L<GD<[

提出的分数阶热弹性理论研究

了功能梯度压电棒在运动热源作用下的热弹响

应'

=#

(

)利用正则模态分析方法研究了二维广义热冲

击问题的动力响应"得到了其无因次温度$位移和应

力的分布'

=!

(

9T:7

等'

=&

(建立了一种改进的变导热

分数阶广义压电热弹性模型"并利用
NDGBLL7[[

和

2Q

Y

8QB<

积分变换研究了变导热材料构成的瞬态加

热压电薄板的热力学响应
91X7:<8G<

W

Q8

'

="

(引入了一

种新的修正的光热弹性模型"利用正则模态分析方

法研究了磁场作用下以匀速角速度旋转的各向同性

半导体半空间问题"得到了位移分量$温度$载流子

密度$热应力和洛伦兹力分布的解析表达式
9

基于
T@*

热传导模型和分数阶微积分理论"

+ZZQR

等建立了分数阶
T@*

热弹性理论的统一数学

表达"并求解了具有圆柱腔的完美导电无界体在轴

向均匀磁场作用下受正弦脉冲加热的一维问题'

==

(

)

基于
'Q

Y

:R7

分数阶微积分"建立了电
@

热弹性的统

一数学模型"并对该理论的预测与动力学经典耦合

理论$

2@,

热弹性理论进行了比较分析'

=O

(

"发现该

理论的温度预测低于
2@,

理论并高于动力学经典耦

合理论
9(<;S

U

等'

=?

(基于无能量耗散的分数阶
T@*

热传导定律与
+ZZQR

分数阶广义热弹性模型"建立

了分数阶电磁热弹性数学模型"并求解了均匀磁场

下完美导电球腔受任意热冲击的一维问题
9

_QCQGDQ

等'

O%

(基于双相滞后热传导模型与分数

阶泰勒展开"建立了一个改进的广义分数阶光热塑

性模型"并利用该模型研究了磁场作用下旋转半导

体半空间中的光热弹性相互作用
9,QDS

等'

O>

(基于

\7:EE<[

分数阶广义热弹模型"提出了一种分数阶

导数多相滞后模型"研究了处于磁场中外表面受谐

波变热$内表面隔热状态下厚空心圆筒的电磁热弹

响应
9(QEEQXQ88Q

等'

O$

(基于
T@*))

理论与
0@2

分

数阶微积分"建立了分数阶
T@*

理论"并利用矩阵

指数法求解置于均匀的磁场和恒速移动热源的半空

间问题"发现温度随分数阶参数值的增加而降低"并

且在一定范围内"分数阶参数的增大引起了位移的

增大和应力的减小
9

以上总结可见"学者们所进行的这些研究极大

发展了分数阶广义热弹理论的在多场耦合问题中的

应用
9

但这些研究所施加的电磁场一般是均匀或简

单变化的"对于高频变化$高梯度电磁场对其热弹响

应的影响研究很少
9

若将电磁场类比于温度场"考虑

电磁场的时空非局部效应"或许会对研究电磁热弹

耦合问题有所帮助
9
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"

广义热弹性扩散问题

扩散指物质分子从高浓度区域向低浓度区域转

移的现象"在地球物理和工业生产中广泛存在
9

在地

质学中"扩散原理已被应用于测量地壳中矿物质各

种阳离子的扩散系数
9

在扩散焊接中"结合层原子间

在高温高压作用下相互扩散形成可靠的连接
9

在金

属的热处理中"通过扩散渗碳可以提高金属的表面

特性"如提高其耐磨损$耐腐蚀$硬度等
9

扩散现象由

3DBC

定律描述"但
3DBC

定律只考虑了扩散过程中传

质通量与浓度梯度间的关系"对于某些极端传热传

质过程"例如%极短时间$极高温度梯度$时间空间皆

属微尺度的问题"

3DBC

定律则不再适用
9

基于此类

问题学者将广义热弹理论与分数阶微积分理论引入

3DBC

定律发展了分数阶广义热弹性扩散理论
9

+ZZQR

等'

O#

(基于
+ZZQR

分数阶广义热弹模型和

热扩散理论"推导了分数阶弹性固体热扩散理论"同

时得到了该理论控制方程的变分定理"导出了控制

方程解的唯一性定理和互易定理
91XXQE

'

O!

(基于新

理论"利用特征值法研究了具有球形腔的无限介质

受到斜坡型加热时的热弹性扩散问题"图
!

为分数

阶参数对径向应力分布的影响"可以发现径向应力

绝对值从
%

增大到最大值"然后随着半径的增加迅

速减小"然后减小到零"这符合理论边界条件)

K<;

W

等'

O&

(基于
+ZZQR

分数阶广义热弹扩散模型"利用

2Q

Y

8QB<

积分变换研究了含球腔的无限大热弹性介

质涉及扩散的动力学响应"并得到了相关物理量场

的分布
92D

等'

O"

(基于
3DBC

质量扩散定律与分数阶

微积分"提出了一种适用于具有可变导热系数和扩

散系数的完美热各向同性传导介质的广义热弹性扩

散模型"该模型可用于研究球壳在外表面受到瞬时

热冲击和化学冲击载荷时的瞬态响应
91X7:<8G<

W

Q8

等'

O=

(基于分数阶泰勒展开"提出了具有四相滞后和

高阶分数阶导数的广义热弹性扩散模型"利用该模

型研究了暴露于热冲击和化学冲击下的半空间与半

表面接触的可渗透材料的热弹性扩散问题
9

图
!

"

分数阶参数对径向应力分布的影响'

O!

(

3D

W

9!

"

]L<D;[8:<;B<7[[GQBRD7;Q8

Y

QGQF<R<GE7;RL<SDERGDX:RD7;7[GQSDQ8ERG<EE

'

O!

(

""

,LQa

等'

OO

(基于分数阶质量守恒$分数阶泰勒

展开和分数阶散度定理"发展了分数阶运动方程"强

调了连续介质的重要假设并对广义热弹性扩散方程

进行时空分数阶导数修正
9

基于
T7

U

BL:C

'

O?

(提出的

分数阶
P78RZFQ;;

输运方程!

P]+

#"该模型在动力

学方程中引入了分数阶碰撞项"研究了超扩散和弹

道热传导
92D

等证明了这一分数阶推广可以有效预

测扩散的有效导热系数"并将扩散的有效导热系数

与均方位移联系起来'

?%

(

)同时"研究了分数阶热传

导模型与
P78RZFQ;;

输运方程之间的关系"给出了

广义
'QRRQ;<7

方程的基本微观状态"建立了散度与

均方位移之间的联系"其符合线性响应理论
9

观察到

热通量和熵通量之间的分数阶关系"建立了初始效

应对熵产生率的影响表达式'

?>

(

957ZQ[QGD[QGS

等提
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出了基于
'Q

Y

:R7

分数阶导数的分数阶扩散模型来

研究纳米尺度金属薄膜中的反常扩散过程'

?$

(

"采用

基于隐式格式的有限差分法"证明了分数阶模型捕

捉短脉冲激光加热金属薄膜热弹响应的准确性和适

用性
9

研究了分数阶参数对金属薄膜温度响应的影

响"发现随着分数阶参数值的减小"金薄膜的热响应

符合反常扩散过程"且参数值越小这种现象越明显)

同时"研究了多孔介质中热流的快速瞬态过程'

?#

(

"

发现在多孔介质的短期热扰动过程中"可以用分数

阶微积分方法模拟微尺度流固相互作用$固体
@

玻璃

球与空气之间的能量交换$局部非平衡态以及快速

瞬态过程
9

以上总结可见"学者们对该基于分数阶广义热

弹性理论研究热弹性扩散问题有了深入的认识
9

但

许多研究停留在描述物理现象"缺乏对其物理本质

的研究"例如%只是描述了传热对传质过程影响显

著"传质对传热过程影响甚微的相关现象"但并为

对其所反映出的物理本质进行深入研究
9

或许可以

进行相关研究"进一步发展分数阶广义热弹理论在

热弹扩散问题中的应用
9

(

"

广义热黏弹性问题

黏弹性材料因其固有的优异流变性能而日益成

为工程领域关注的热点"在生物$医药$石油$化工$

土木工程等领域"橡胶$弹性体$树脂$混凝土$骨架

等黏弹性材料是常用的材料
9

由于其优异的内在流

变特性"已成为新型多功能材料的潜在选择之

一'

?!

"

?&

(

9由于黏弹性材料应力
@

应变关系具有与载荷

历史相关的特点"从宏观上唯象地描述黏弹行为的

方法是将弹簧和黏壶组合成不同的网络结构并建立

相应的本构方程"这些方程具有整数阶微积分的形

式"无法表述应力
@

应变关系的载荷历史相关性"而

分数阶微积分则能够正确反映黏弹材料的力学性能

对载荷历史的依赖性'

?"

(

"基于此许多学者基于分数

阶微积分的方法研究了广义热黏弹性问题
9

+ZZQR

等'

?=

(基于
+ZZQR

分数阶广义热弹模型与

热黏弹性理论"建立了具有变导热系数和分数阶传

热的各向同性介质的广义热黏弹性方程"利用
2Q@

Y

8QB<

积分变换研究了受任意加热的无牵引力半空

间的热弹响应
9

发现热波的传播速度是有限的"并随

着距离的增加"温度分布达到稳态值
9(<;S

U

等'

?O

(

基于分数阶泰勒级数和分数阶微积分理论"建立了

含分数阶传热的热黏弹性方程统一模型"并利用

2Q

Y

8QB<

积分变换研究了热冲击作用下黏弹性半空

间的热弹响应"比较了几种不同理论对结果的影响
9

图
&

是热弹耦合理论$

2@,

理论$

T@2

理论与统一分

数阶广义热黏弹理论对温度分布的影响
9

发现温度

的峰值随着分数阶参数值的减小而增加)统一分数

阶广义热黏弹模型中的温度分布被限制在一个有

界区域内"在这个区域之外"温度的分布就不会发生

变化
9\Q;

W

等'

??

(基于
+ZZQR

分数阶广义热弹模型与

图
&

"

不同理论对温度分布的影响'

?O

(

3D

W

9&

"

]L<D;[8:<;B<7[SD[[<G<;RRL<7GD<E7;R<F

Y

<GQR:G<SDERGDX:RD7;

'

?O
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'Q

Y

:R7

分数阶微积分"建立了单相滞后的分数阶广

义热黏弹性模型"研究了具有裂纹的黏弹性材料在

热冲击作用下的瞬态热力学行为
9

发现随时间的增

加"温度跳变!裂纹上下表面的温差#先增大后减小)

同时"随着时间的增加"不同分数阶参数所导致的温

度分布的差异逐渐减小
92D

等'

>%%

(基于具有时间分

数阶应变的广义热黏弹性理论"建立了考虑非理想

界面条件的各均匀层的控制方程"并研究了多层黏

弹性复合材料结构在随时间变化的热载荷作用下的

瞬态热力学响应
9K<;

W

等'

>%>

(在微观尺度上建立了

一个改进的分数阶热黏弹性耦合模型"利用
2Q

Y

8QB<

积分变换研究了移动热源加热聚合物微棒的动态响

应研究
9

""

基于双相滞后热传导模型"

\Q;

W

'

>%$

(等对非局

部双相滞后模型进行了扩展"将空间非局部效应引

入到模型中"研究了有限厚度黏弹性板在受到热冲

击作用下的一维热弹响应
9+ZZQR

等'

>%#

(基于
\Q;

W

等提出的模型与
+ZZQR

分数阶广义热弹模型"建立

了包含尺寸相关的分数阶压电热黏弹性耦合的统一

模型"并比较了
PD7R

耦合理论$

2@,

广义热弹理论与

引入分数阶参数对该统一模型的影响"发现热流会

随着分数阶参数值的增加而增加)温度会先随着分

数阶参数值的增大而增大"之后便随着参数值的增

加而降低
9NLQ8D8

等'

>%!

(基于
'@3

分数阶理论"提出了

分数阶双相滞后热黏弹性模型来描述黏弹性现象的

模型"并利用该模型研究了黏弹性材料制成的无边界

球腔体在随时间变化的热冲击作用下的热弹响应
9

'LQCGQM7GR

U

等'

>%&

(基于二阶分数阶三相滞后热

弹性模型"给出了广义热黏弹性的热传导方程"并利

用正则模态分析方法研究了表面受到时间相关热载

荷且无牵引力的均匀各向同性三维介质中的热弹

响应
9

以上总结可以见"近年来分数阶广义热弹理论在

热黏弹性领域的应用越来越广泛"但缺乏考虑黏弹性

材料的力学特性会受到温度变化的影响'

>%"

(的相关研

究"或许学者们可以就此开展相关的研究工作
9

)

"

生物组织中的热弹耦合问题

生物材料的热研究可以辅助临床热治疗设备的

设计$皮肤烧伤的评估以及各种目的的热防护的建

立'

>%=

(等
9

生物组织的热传导是一个包含血液循环$

发汗$自身新陈代谢以及通过毛发耗散部分热量的

复杂物理过程"不同位置的生物组织结构特性$热特

性都不同"且各种生理过程以及材料热特性会受到

很多因素的影响%比如温度$损伤$压力和年龄等
9

为

了描述这一复杂的过程"

K<;;<E

'

>%O

(在求解人体上

臂与外界环境的传热问题中基于
37:GD<G

热传导定

律提出了生物热传导方程!

K<;;<E

模型#

9

随着光$

微波$超声波等技术在热疗法以及低温外科等临床

医学中的广泛应用"经典的
37:GD<G

定律可能失效"

2D:

等'

>%?

(研究了在短时间内高热流脉冲照射在皮

肤表面的生物传热问题分别计算了基于
K<;;<E

模

型和
]^5P]

模型!

]L<GFQ8aQM<F7S<87[XD7@

L<QRRGQ;E[<G

"将
'@6

模型引入到生物传热模型#下

皮肤暴露于恒定热流的一级和二级烧伤时间"也指

出了考虑热波效应的重要性和必要性
9

而提到的

]^

模型或其它广义热弹理论都不能准确描述高

速$高强度的激光加热过程"因此学者们基于广义生

物传热模型引入分数阶微积分"以解决该问题
9

+ZZQR

等基于
+ZZQR

分数阶广义热弹模型和

K<;;<E

方程"建立了分数阶
K<;;<E

生物热方程"研

究了皮肤组织在瞬时表面加热下血液灌注率和分数

阶参数对温度分布的影响'

>>%

(

9

图
"

为血液灌注率对瞬时表面加热下皮肤温度

分布的影响"发现由于皮肤温度超过动脉温度"血液

灌注起冷却作用"导致了随着血液灌注率的提高"温

度逐渐降低
9

图
=

为分数阶参数对瞬时表面加热下

皮肤温度分布的影响
9

发现在接近皮肤表面的位置"

分数阶参数值的减小会引起温度的降低"在较深的

位置"分数阶参数值的减小则会引起温度的增加)并

基于所提出的分数阶
K<;;<E

生物热方程"

+ZZQR

等

建立了具有可变的热导率和体积的热黏弹性理论的

分数阶模型"利用
NDGBLL7[[

变换和
2Q

Y

8QB<

积分变

换研究了任意厚度癌组织的边界面受到两种不同类

型的热负荷!非高斯激光束和谐波加热#的问

题'

>>%

(

9(7XD;

U

等'

>>>

(基于
+ZZQR

提出的分数阶

K<;;<E

生物热方程"利用
2Q

Y

8QB<

积分变换和
1G@

GL<;D:E

方程研究了分数阶参数对皮肤组织温度和

热损伤的影响"发现温度与热损伤程度总是随着分

+
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期
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数阶参数值的增加而增加
9_LQ;

等'

>>$

(基于分数阶

微积分和具有单相滞后的
K<;;<E

生物热传导方程"

建立了新的分数阶生物传热模型"并利用
2Q

Y

8QB<

积分变换研究了皮肤组织受到热载荷冲击下的热弹

响应
9

图
"

"

血液灌注率对温度分布的影响'

>>%

(

3D

W

9"

"

]L<D;[8:<;B<7[X877S

Y

<G[:ED7;GQR<7;R<F

Y

<GQR:G<SDERGDX:RD7;

'

>>%

(

图
=

"

分数阶参数对温度分布的影响'

>>%

(

3D

W

9=

"

]L<D;[8:<;B<7[[GQBRD7;Q8

Y

QGQF<R<G7;R<F

Y

<GQR:G<SDERGDX:RD7;

'

>>%

(

""

3QLF

U

'

>>#

(提出了一种新的边界元算法"可用于

求解电磁辐射过程中非线性时空分数双相滞后生物

换热问题
9

发现随着时间分数阶参数值的减小"温度

的峰值出现在更靠近皮肤表面的地方"且峰值温度

升高
92D

等基于
0@2

分数阶微积分与
T@*

"

型广义

热传导模型"提出了一种具有可变热材料性能的修

正分数阶广义生物热弹性理论'

>>!

(

"解决了分数阶

热传导理论的量纲不一致问题"并研究了具有变热

性能的单层皮肤组织受到热冲击作用下的热弹响

应"发现温度$位移和应力绝对值的峰值随分数阶参

数值的减小而减小"说明分数阶参数会降低热传播

的影响)又基于
'Q

Y

:R7

分数阶微积分与双相滞后热

传导模型"建立了分数阶线性热黏弹理论'

>>&

(

"并利

用
2Q

Y

8QB<

积分变换研究了生物组织的热黏弹响

应"发现温度$位移和应力的峰值随热流密度项的分

数阶参数值的减小而减小"随温度梯度项的分数阶
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参数值的增大而减小
9(:

等'

>>"

(基于
'Q

Y

:R7

分数

阶微积分"提出了分数阶双相滞后生物热传导模型"

并利用
2Q

Y

8QB<

积分变换研究了单层有限厚度皮肤

组织在皮肤表面受到热冲击作用下的瞬态响应
9

以上总结可以见"学者们对生物组织的分数阶

广义热弹耦合问题已经有了较为全面的认识
9

但是"

由于生物组织的复杂结构"学者们在研究此类问题

时往往会忽视多层生物组织结构中各层组织的差

异"如%人体皮肤组织中真皮和皮下组织中含有丰富

的血管$毛囊$汗腺$油脂腺及感觉神经纤维等"角质

层与表皮组织则与之不同
9

除此以外"在研究血液灌

注率的影响时会将其简单看成一个内热源"这显然

与实际生物组织!同时存在动脉和毛细血管的影响#

之间有较大差异
9

或许学者们可以对这些问题进行

深入的研究
9

*

"

展望

已有研究可以发现"尽管近年来分数阶广义热

弹性问题在理论和工程应用方面都取得了全面发

展"但结合工程与科学发展的需要"分数阶广义热弹

性问题还需在以下方面继续开展研究%

!

>

#考虑工程材料的黏弹性属性以及充满液体

的多孔生物材料的特别属性对瞬态热冲击响应的

影响
9

!

$

#进一步探讨分数阶广义热弹性理论与其他

物理场!如电磁场$磁场$化学扩散等#的耦合效应
9

这将有助于更深入理解复杂环境下材料的热弹行

为"提高模型的预测能力
9

!

#

#由于广义热传导所考虑的时间非常短"通

过实验直接研究热力耦合中力学响应有很大困难
9

因此在实验中"可以利用松弛时间较长的非均质材

料研究热力耦合响应中的力学响应'

!

"

&

(或通过光学

的!反射#方法来研究热传导的波动性'

"&

"

""

(

"以及利

用金属薄膜中电子温度变化会引起反射率变化'

#

(

等"从材料中其他与温度和力学量相关的物理量入

手研究热力耦合中的热弹响应将有助于实验方法的

发展
9
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分数阶广义热弹性问题研究进展




