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功能梯度一维六方准晶层合梁的

自由振动和弯曲变形研究
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本文利用伪
K:%7I

公式!研究具有功能梯度的一维六方准晶层合梁的自由振动和弯曲问题
!

建立准晶

层合简支梁模型!采用传递矩阵法!推导出简支边界条件下梁自由振动的固有频率及弯曲变形位移的精确解!并与

已有结果对比!验证本文模型和方法的准确性和有效性
!

通过数值算例!分析两种不同叠层顺序下层合梁的高跨

比$层厚比和功能梯度系数对一维准晶层合简支梁固有频率和弯曲变形的影响规律
!

结果表明!固有频率随功能梯

度系数增大而增大,两种叠层顺序下随功能梯度系数的增大!声子场位移逐渐减小而相位子场位移逐渐增大,功能

梯度系数和叠层顺序对层合梁的应力有很大影响!其中对准晶特有的相位子场应力影响更大
!

本文给出的精确解

可为研究准晶梁的各种数值方法和实验结果提供理论参考
!

关键词
!

准晶!功能梯度!简支梁!自由振动!弯曲变形
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引言
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年!以色列科学家
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#在急冷凝

固的
26@&;

合金中发现了二十面体准晶体!它具有

五重旋转对称性
!

准晶被首次报导后!引起了晶体

学$材料学$物理学等各界的强烈反响
!

准晶是一种

新型固体结构"

#

#

!具有宏观对称性但不具有普通晶

体的平移对称性!其独特的原子排列方式使准晶具

有比传统的合金更优异的物理性能和力学性能"

*

#

!

比如高强度$高硬度和高摩擦系数等!因此!准晶常

用作表面改性材料如不粘锅炊具表面$隔热材料$颗

粒增强相等"

"

#

!

在实际的工程试验中!梁板"

+

#结构是重要的组

成部分!受到大量学者广泛关注
!

对于准晶板的研

究!

$97

等"

H

!

G

#对二维正交准晶材料梁和板的混合边

界条件进行研究!导出准晶梁弯曲下的衰减状态条

件
!N9;

"
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#提出的伪
K:%7I

公式与传递矩阵法!在解

决多层板和梁问题上具有推导过程简单!并具有高

精度优点
!KC;

等"

P

#利用伪
K:%7I

型公式和传递矩

阵法!得到了二维准晶层状纳米板非局部振动频率

和屈曲临界载荷的精确解
!W9;

'

和
$C7

"
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#研究了

具有非理想界面的一维六方准晶板的弯曲变形和自

由振动!分析了非理想参数和叠层顺序对准晶梁板

弯曲变形和振动的影响
!JI9;

'

等"

))

#研究多层一维

六方压电准晶板受表面电$弹性载荷作用下的静态

弯曲问题
!

对于准晶梁的研究!黄孚等"

)#

#利用准晶

二维本构关系和物理方程以及层间连续条件和边界

条件!得出一维六方准晶悬臂梁在自由端受到集中

力作用下声子场和相位子场的位移解析解
!KC;

和

$C7

"
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#利用状态空间
@

微分求积法'

KK0X&

(!研究

了一维准晶层合梁在各种边界条件下的振动响应和

弯曲变形
!

陈韬等"
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#利用伪
K:%7I

型公式和传递矩

阵法!给出了一维六方准晶层合梁自由振动和屈曲

问题的精确解
!T4

等"
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#引入修正偶应力理论!研究

了一维压电准晶纳米梁的自由振动
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功能梯度材料是一种新型复合材料!其成分和

结构呈连续梯度变化"

)H

#

!

功能梯度材料的最大优点

在于其可以根据实际服役条件进行灵活设计!以满

足不同部位对材料性能的特定要求"

)G

#

!

通过调整组

成和结构!功能梯度材料能够实现性能的连续梯度

变化!从而优化整体性能"

)F

!

)P

#

!

实际生产生活中对

称结构广泛应用各个领域!如机械设备滑轮等$建筑

领域梁板结构等!对称结构具有设计简单!高效率和

易于加工和制造等特点"

#(

#

!

功能梯度梁板材料中也

存在对称结构!在梁板的顶层和底层形成功能梯度

过渡层!使材料性能缓慢变化!代替原有的突变界

面!从而提高梁板结构的整体力学性能
!

随着制备技

术的不断进步和新型材料的不断开发!功能梯度可

以与准晶深度结合!这种功能梯度准晶材料在多个

领域都具有巨大的应用潜力!如在航空航天领域用

于制造耐高温和压力的结构部件!在能源领域可以

用于开发高效稳定的存储材料!在生物医学领域可

用于人造假骨材料等
!

对于功能梯度材料!
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等"

#)

#

利用传递矩阵法推导出功能梯度二维热弹性多层板

的解析解!分析了热弹性$功能梯度因子对准晶板的

影响
!N9;

等"

##

#利用伪
K:%7I

型公式对功能梯度各

向异性线性磁电弹性多层板进行了研究!并得出其

精确解
!$C7

等"

#*

#基于修正偶应力理论对各向异性

功能梯度复合材料层合板的尺寸依赖性进行了研

究!得到了其弹性场的精确解
!09;?5I=?I%

等"

#"

#基

于非局部弹性理论和高阶板理论!研究了双轴功能

梯度纳米板的稳定性问题!分析了功能梯度系数等

对屈曲载荷的影响
!U9;<9

'

I49;

等"

#+

#利用非局部弹

性理论对功能梯度压电纳米板的自由振动问题进行

了分析!并得到其解析解
!_C9;

'

等"

#H

#利用状态向

量法和传递矩阵法!研究了功能梯度压电准晶层合

板的静态响应!分析了功能梯度系数对声子场$相位

子场和电场的影响
!

迄今为止!关于功能梯度准晶层合梁的相关研

究尚未报道!而功能梯度准晶层合梁的研究为材料

科学家研究其制造工艺$性能表征等以及工程师对

其在实际工程的应用情况提供重要的理论依据!所

以有必要开展功能梯度层合准晶梁的力学性能研

究
!

本文通过建立准晶层合简支梁二维模型!研究具

有功能梯度一维六方准晶层合梁的自由振动和弯曲

问题
!

利用伪
K:%7I

型公式得出单层功能梯度梁的

广义位移和广义应力!再通过传递矩阵法!获得三明

治型功能梯度准晶梁自由振动和弯曲问题的精确

解!最后!通过数值算例分析高跨比$层厚比$叠层顺

序和功能梯度系数对固有频率和弯曲变形的影响规

律!为功能梯度准晶在作为材料增强相$航空航天结

构件的应用提供科学依据!也为研究功能梯度准晶

材料的各种数值计算方法和实验结果提供理论

参考
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问题描述和基本方程

本文研究两边简支的功能梯度一维六方准晶层

合梁的振动和弯曲特性!梁模型如图
)

所示!中间为

均匀层!上下为功能梯度层!其原子排列在
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方向

为周期排列!在
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方向为准周期排列
8

梁的跨度为
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!梁的总厚度为
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对于简支的多层准晶梁!其声子场和相位子场

的边界条件为
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其中
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为声子场位移!

M

*

为相位子场位移!
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为声

子场应力
8

假设不同层之间在
H

*

方向上的声子场和相位

子场的位移和应力是连续的!满足连续性边界条件
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表示层
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的广义位移和广义应力!上标
/

表示矩阵

或向量的转置
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基于一维六方准晶的线弹性理论!其应变
:

位

移关系为

(

'

N

e

)

#

3

'

!

N

g3

N

!

' (

'

!

!+

'

N

eM

'

!

N

'

*

(

其中
(

'

N

和
+

'

N

为声子场和相位子场的应变张量!下标

逗号表示偏微分
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在平面应力假设下!一维六方准晶梁的本构关

系式可简化为"
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I

)

!

I

#

为相位子场弹性常数!
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为声子场
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相

位子场耦合弹性常数
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单层功能梯度一维六方准晶常数沿厚度
H

*

方

向按指数率变化!则式'

"

(中材料常数为
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8

平衡方程为
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表示时间!
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表示密

度!沿厚度方向也呈指数率变化!即
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功能梯度准晶层合梁的一般解

为了满足简支梁的边界条件!功能梯度一维准

晶层合梁的广义位移通解设为
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于准晶层合梁的自由振动问题!
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晶层合梁的弯曲问题!
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!其中
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是待确定的特

征值!
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代表的是虚数!
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是角频率
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(!可得广义应力的一般
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(代入平衡方程'
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注意!这里弯曲问题和自由振动问题的控制方

程形式虽相同!但是
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的表达式不同!对于自由振
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根据式'
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在方程'

)H

(!

,

)

和
,

#

是两个待确定的
*R)

常

数列向量!可由边界条件确定
8

功能梯度准晶梁任意

N

层上表面的广义应力和广义位移可由
N

层下表面

所表示!即
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其中
#

N

eH

N

*
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N

S)
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8

由于假设广义位移和广义应力在层与层之间是

连续的!所以通过重复使用传递关系式'

)F

(使物理

量从功能梯度准晶层合梁的底层
H

*

e(

传递到顶层

H

*

e#

!得到如下的传递关系式为
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自由振动

对于梁的自由振动问题!梁的上下表面自由!从

而有
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其中
.

)

!

.

"

是梁从底层到顶层的传递矩阵的子矩

阵
8

当
.

*

的行列式等于零时!可求出自由振动的固

有频率
8

!8!

!

静态弯曲

对于梁的静态弯曲问题!考虑上表面仅受到声

子场机械载荷
$

**

!下表面应力自由!其边界条件为
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将式'
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(代入式'
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(中!得到上下表层的位移为
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最终可得功能梯度准晶层合梁任意位置的广义应力

和广义位移为
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数值算例

本节考虑两种叠层顺序
XO)

)

XO#

)

XO)

和

XO#

)

XO)

)

XO#

下高跨比$层厚比$功能梯度系数和

叠层顺序对自由振动固有频率和对弯曲位移和应力

的影响
!XO)

和
XO#

的材料属性如表
)

所示
!

设三

明治梁的顶层和底层为功能梯度材料!中间层为均

匀材料!为了符合实际且计算相对简单!令顶层和底

层的材料系数关于中间层对称变化
!

图
#

为材料功

能梯度系数变化图!以下算例中选取
,

e)(

!

(

!

S)(

三种功能梯度系数
8

*
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表
F

!

26@Z4@O7

准晶"

XO)

#和
XO#

的材料系数"
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和
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=
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=
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'
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9;<XO#
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'
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=

#

9;<

-

4;)(

*

b

'

)

=

*
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P

""
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#

e>
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I
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#

-

XO) #*"8** HH8H* #*#8## G(8)P F8F"H F8F"H )## #" "8)FH

XO# )+( P( )*( +( )8+ )8# (8* (8)F "8)FH

图
#

!

沿梁厚方向材料比例系数图
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'

E?9=:I48b;?55

"8F

!

自由振动

为了验证本文功能梯度准晶梁模型的准确性!

首先将本文所得结果与已有三明治准晶层合梁的精

确解"

)"

#和应用状态空间
:

微分求积法'

KK0X&

(

"

)*

#

的三明治准晶层合梁进行对比!见表
#

!其中材料为

XO)

准晶!高跨比为
#

)

7e(!)!

从表中发现!本文

所得结果与已有精确解和数值结果吻合很好!从而

验证本文模型的正确性和有效性
!

!!

表
*

给出两种叠层顺序下功能梯度一维六方准

表
!

!

准晶均匀简支梁的前四阶固有频率

/9E6?#

!

/I?>4%5:>7C%;9:C%96>%?

c

C?;84?57>:I?

c

C9548%

A

5:96C;4>7%=54=

B

6?5C

BB

7%:E?9=

阶数 本文解 精确解"

)"

#

KK0X&

"

)*

#

) (!#HGF (!#HG# (!#HGH

# (!PF#* (!PF#* (!PF#*

* )!()H" )!()"G )!()"G

" )!PHFG )!PHFG )!PHFG

晶层合梁的前四阶固有频率!从表中随着功能梯度

系数的增大!

XO)

)

XO#

)

XO)

层合梁的前四阶固有

频率呈增大趋势,

XO#

)

XO)

)

XO#

层合梁的第一阶

和第三阶固有频率呈增大趋势!第二阶和第四阶固

有频率呈递减趋势
!

当功能梯度系数增大时!材料的

属性分布会发生变化!这些变化会直接影响结构的

自由振动特性
!

功能梯度系数增大导致第二种叠层

梁的某区域的刚度和强度发生变化进而导致其不同

阶的固有频率发生不同的变化
!

对比两种叠层顺序

的层合梁固有频率!发现
XO)

)

XO#

)

XO)

层合梁的

固有频率比
XO#

)

XO)

)

XO#

层合梁高!所以高弹性

模量的
XO)

准晶适用于涂层材料
!

表
"

!

两种叠层顺序下准晶简支梁的前四阶固有频率"

#

!

7e(!)

#

/9E6?*

!

/I?>4%5:>7C%;9:C%96>%?

c

C?;84?57>:I?

c

C9548%

A

5:9654=

B

6?5C

BB

7%:?<

E?9=C;<?%:L75:98b4;

'
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'

#

)

7e(!)

(

(

XO)

)

XO#

)

XO) XO#

)

XO)

)

XO#

) # * " ) # * "

)( (!#G(" (!F)FH )!()+# )!+P+H (!)GFP (!+#*# (!HP() (!PH(*

( (!#H") (!GPHH (!PPHF )!++)* (!)G++ (!++*# (!HGP) )!((F#

S)( (!#+G" (!GG"# (!PG+" )!+(H+ (!)G#( (!+F)( (!HHHP )!("H"

!!

图
*

显示两种叠层顺序功能梯度准晶层合梁的

第一阶固有频率随高跨比
#

)

7

的变化
8

由图发现!

两种叠层顺序的准晶梁的第一阶固有频率随着高跨

比的增加而增大!随着功能梯度系数的增加而增大!

表明可以通过增加准晶层合梁厚度或功能梯度因子

来提高其固有频率
8

*
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图
*

!

两种叠层顺序下功能梯度准晶层合简支梁的第一阶固有频率随
#

)

7

的变化
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!!

图
"

显示两种叠层顺序功能梯度准晶层合梁的

第一阶固有频率随层厚比
#

)

)

#

#

的变化
8

由图发现!

随着
#

)

)

#

#

的增加!

XO)

)

XO#

)

XO)

层合梁的固有

频率逐渐增大!

XO#

)

XO)

)

XO#

层合梁逐渐减小!最

后均趋于稳定
8

随着
#

)

)

#

#

的增加!功能梯度对固有

频率的影响更加明显
8

图
"

!

两种叠层顺序下功能梯度准晶层合简支梁的第一阶固有频率随
#

)

)

#

#

的变化
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#

#
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'

5?

c
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!!

图
+

为不同功能梯度系数下两种叠层顺序准晶

层合梁沿厚度方向变化的振型图!其中
3

=9]

为
3

)

!

3

*

!

M

*

中的最大值
8

由图可知!随着功能梯度系数的

增加!两种叠层顺序下的声子场位移
3

)

振型在增

大
8XO)

)

XO#

)

XO)

层合梁的相位子场位移
M

*

振

型在顶层随功能梯度系数增加而减小!在底层则相

反,而对于
XO#

)

XO)

)

XO#

层合梁的相位子场位移

M

*

振型则随功能梯度系数增加而增大
8

可见!功能

梯度因子对准晶的相位子场的振型影响更为明显
8

"8!

!

弯曲

假设在简支层合梁的上表面'

H

*

e#

(仅作用声

子场应力
$

**

e

$

(

54;

K

H

)

!在本模型中!应力载荷幅值

可以设置为任意值以满足实际要求!为了与已有文

献结果进行对比!本文应力载荷幅值取为
$

(

e

)Z

)

=

#

"

#*

#

!其他方向上的应力分量为零
8

梁的尺寸

高跨比为
#

)

7e(8)

!考虑两种叠层顺序
XO)

)

XO#

)

*
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图
+

!

两种叠层顺序下功能梯度准晶层合简支梁一阶振型随厚度
#

的变化

34

'

!+

!

-9%49:47;7>:I?>4%5:=7<?7>>C;8:47;96

'

%9<4?;:

c

C9548%

A

5:9669

A

?%?<54=

B

6

A

5C

BB

7%:?<E?9=5L4:I:I48b;?55#C;<?%:L7<4>>?%?;:5:98b4;

'

5?

c

C?;8?5

XO)

和
XO#

)

XO)

)

XO#

!梁的每层厚度相同
8

图
H

显示两种叠层顺序下声子场和相位子场位移沿厚度

方向的变化
8

由图可知!声子场位移
3

)

在两种叠层

顺序下具有相同的变化趋势!在整个板厚方向声子

场位移
3

)

的绝对值随功能梯度系数的增大而减小
8

在两种叠层顺序下随功能梯度系数的增大!声子场

位移
3

*

逐渐减小!而相位子场位移
M

*

逐渐增大!表

明功能梯度对准晶材料的普通弹性场'声子场(和特

有的相位子场会产生不同的影响
8

图
G

给出两种叠层顺序下声子场和相位子场应

力沿厚度方向的变化图!其中
P

=9]

为表
)

最大值
8

由

图可知!在两种叠层顺序下声子场应力
$

)*

的最大值

均在梁中部位置!且
XO#

)

XO)

)

XO#

的声子场应力

$

)*

的最大值大于
XO)

)

XO#

)

XO)

的声子场应力

$

)*

,声子场应力
$

**

随着功能梯度系数的增大而减

小,此外!相比于声子场应力!相位子场应力
O

**

对

功能梯度系数的改变较为敏感!尤其对于高弹性常

数准晶作外层的功能梯度层合梁
8

#

!

结论

利用伪
K:%7I

型公式与传递矩阵法!研究功能

梯度一维六方准晶层合梁的自由振动和弯曲问题!

获得简支边界条件的功能梯度准晶层合梁自由振动

和弯曲问题的精确解
!

通过数值算例!分析两种叠层

顺序下高跨比$层厚比以及非局部参数对准晶层合

简支梁固有频率$一阶模态以及弯曲变形的广义应

力和广义位移的影响规律!得到如下结论+

'

)

(随着功能梯度系数的增大!

XO)

)

XO#

)

XO)

层合梁的前四阶固有频率始终增大!而
XO#

)

*

")F

* 固体力学学报
!!!!!!!!!!!!!!!!!

#(#"

年第
"+

卷



图
H

!

位移分量沿层合梁厚度方向的变化
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XO)

)

XO#

层合梁的第一阶和第三阶固有频率呈增

大趋势!但第二阶和第四阶固有频率呈递减趋势
!

'

#

(准晶层合简支梁的自由振动固有频率随着

高跨比的增加而增大
!

随着层厚比的增大!

XO)

)

XO#

)

XO)

层合梁的固有频率逐渐增大!而
XO#

)

XO)

)

XO#

层合梁逐渐减小!最后均趋于稳定!并且

两种准晶层合梁的固有频率随着功能梯度系数的增

加而增大
!

'

*

(随功能梯度系数增加!两种叠层顺序下的

声子场位移
3

)

振型在增大!而相位子场位移
M

*

振

型变化不同
8

'

"

(在两种叠层顺序下随功能梯度系数的增

大!声子场位移
3

)

具有相同的变化趋势!声子场位

移
3

*

逐渐减小!而相位子场位移
M

*

逐渐增大
8
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图
G

!

应力分量沿层合梁厚度方向的变化
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梯度系数和叠层顺序对层合梁的应力有很大影响!

其中对准晶特有的相位子场应力影响更大
8

本文所研究的功能梯度准晶梁二维模型不仅适

用于三明治梁!还可以解决多层梁的相关问题
8

利用

O,&K,T

和有限元等计算平台研究功能梯度准晶

梁将是今后工作的重点方向之一!可进一步验证本

文理论计算的正确性和有效性
!
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功能梯度一维六方准晶层合梁的自由振动和弯曲变形研究




