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适用于钢丝毛刷的非对称鬃毛模型及应用
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本文针对钢丝毛刷表现出的方向依赖性摩擦现象!非对称摩擦#"提出了一种基于鬃毛模型和
19TFC

模型的非对称鬃毛模型"其摩擦力由非对称刷毛与被接触基底之间水平方向相互无摩擦接触产生的
8

数值模拟和

实验研究表明%非对称鬃毛模型能很好地说明方向依赖性摩擦现象"并在平面双足机器人的仿真研究中发现"与对

称摩擦模型相比"此模型能提高机器人最大运动速度
8

此外"实验研究表明钢丝毛刷相比于橡胶材质具有高摩擦$

高耐磨等优势
8

基于这些特性"钢丝毛刷结构在足式机器人领域有着较大的应用前景和潜在优势
8

关键词
"

非对称摩擦"鬃毛模型"

19TFC

模型"平面双足机器人
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引言

摩擦是一种常见的物理现象"通常用来描述物

体表面之间的相互作用
8

目前存在很多摩擦模型用

来描述摩擦现象"比较经典的模型如库仑摩擦模型$

+<F@XCDI

摩擦模型等(

=

)

8

此外"

3BE7

在
=>QQ

年提出

了
3BE7

模型(

#J"

)

"其通过观察发现在摩擦力未达到

最大静摩擦力之前"接触界面间存在微小位移"即预

滑动位移"并将此状态下的摩擦行为假设为一种类

似弹簧特性的动态摩擦模型"

3BE7

模型不仅描述了

库仑摩擦现象"还描述了预滑动$可变静摩擦$摩擦

滞后等现象
8'BC;;@

:

和
2F@CL7B?L

于
=>>=

年提出

了鬃毛模型(

N

)

"该模型从微观角度描述了接触界面

间的随机行为"可以较为准确地捕捉微观摩擦的随

机特性
8

随后"

&B?9LB;LCU@<

于
=>>"

年在
3BE7

模

型的基础上提出了
19TFC

模型(

Q

)

"该模型同时采用

了鬃毛模型的思想"用鬃毛的平均变形量进行建模"

19TFC

模型除了包含
3BE7

模型和鬃毛模型的优点

外"还可以描述
+<F@XCDI

效应$粘性摩擦等现象"其

中
+<F@XCDI

效应是指在相对滑动速度较低时"摩擦

力随着相对速度的增加反而下降"即摩擦力
J

速度曲

线出现负斜率(

%

)

8

在实际结构中存在方向依赖性的摩擦现象"也

称非对称摩擦"即"当外部切向力施加在物体一个方

向时"物体会很容易地相对于其所接触的另一个物

体移动"而在相反方向上则很难移动"比如蛇利用腹

部的鳞片进行爬行(

>J==

)

8

非对称摩擦现象在许多生

物体表面可以广泛观察到"这些生物表面具有各向

异性的微结构排列"如瓢虫腿上的毛状粘附刚

毛(

=#

)

$蛇皮上鳞片的微观排列分布(

=O

)

8

生物体利用

这些各向异性结构产生的非对称摩擦"从而实现在

特定方向上的运动
8

除了这些仿生学研究外"一些研究人员设计了

一种刷毛结构非对称的毛刷机器人(

=!

)

"通过利用刷

毛的非对称性"使得毛刷机器人在前后两个方向上

的摩擦力大小不一致"从而实现了机器人的单向运

动
8

在文献(

=!J=N

)中"研究者把刷毛简化为扭转弹

簧模型"在机器人的竖直方向上安装压电振动器"利

用振动器的上下振动"使机器人在上升过程中受到

的正压力小于下降时的正压力"从而导致上升时受

到的摩擦力小于下降时的"最终实现机器人的单向

运动
8

迄今为止"大多数关于非对称摩擦的研究仅仅
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只是简单地利用了该现象"未从力学角度对其进行

解释
8

同时"非对称摩擦除了与结构本身的非对称性

有关外"还与其接触基底的机械性能方面息息相

关(

=#

"

=Q

)

8

因此"本文以具有非对称摩擦现象的钢丝

毛刷为研究对象"提出一种基于鬃毛模型和
19TFC

模型的非对称鬃毛模型"描述钢丝毛刷在正反方向

上摩擦力不一致的现象
8

以钢丝毛刷的摩擦实验结

果为依据"识别非对称鬃毛模型的参数"并从实验和

数值模拟角度验证模型的合理性"此外"讨论了该钢

丝毛刷在足式机器人领域的应用
8

%

"

基于鬃毛模型和
19TFC

模型的非对称鬃

毛模型

""

具有非对称摩擦现象的钢丝毛刷如图
=

所示
8

由于钢丝毛刷结构是非对称的"在一定正压力下"正

反方向上刷毛与地面间夹角不同"从而引起接触产

生的水平分力不同"水平分力即为摩擦力"故钢丝毛

刷正反方向摩擦力大小不一致
8

为描述钢丝毛刷在

正反方向上摩擦力不一致的现象"提出一种非对称

鬃毛模型"该模型是基于鬃毛模型和
19TFC

模型
8

鬃毛模型从微观角度描述两个接触表面间接触

点的随机行为"将接触看成是大量随机分布的弹性

鬃毛间的接触"当接触面产生相对运动时"该模型将

滑动体上易弯鬃毛与固定刚性鬃毛间的弹性接触力

图
=

"

钢丝毛刷

2@

:

8=

"

+<CC7XF9;E

定义为摩擦力(

N

)

8

本文参照鬃毛模型的建模方式"假

定滑动体与固定体之间的接触如图
#

所示
8

图
#

!

B

#

中"滑动体上分布着多根具有固定初始偏角
4

$

的鬃

毛"固定体上有多个小凸起!假定为尺寸相同的微小

长方体#"而接触过程则是鬃毛与凸起之间的无摩擦

弹性接触且不会触及相邻凸起间的最低处"并假定

在给定正压力
&

的作用下"滑动体与固定体间的垂

直距离为
/

且在接触与分离过程中保持恒定
#

图
#

!

X

#是单根鬃毛的接触分析"将鬃毛假设为刚度为
9

的线性扭转弹簧"当单根鬃毛与凸起接触时"鬃毛发

生变形且转角为
4

"则总转角为
4

$

Z

4

"相应扭矩为

9

4

"在鬃毛与凸起间的接触点存在一个垂直于鬃毛

方向的接触力
R

!不考虑接触点处的摩擦#"接触点

到鬃毛根部的距离为
G#

图
#

"

非对称鬃毛模型示意图

2@

:

8#

"

+<F9D<9FC6GB;

\

AAC<F@DXF@;<7CA6LC7

""

根据单根鬃毛的受力分析"利用其平衡条件得

到
9

4

VRG

"再结合
G

和
/

之间的几何关系!

GV/

'

D6;

!

4

Z

4

$

##"可导出单根鬃毛与凸起间的接触力
R

的

水平分力
R

8

%

R

8

VVRD6;

!

4

Z

4

$

#

V

9

4

D6;

#

!

4

Z

4

$

#

/

!

=

#

由式!

=

#可知摩擦力可由转角
4

作为自变量进

行描述
#

由于存在接触物体之间的相对移动线速度"

*
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单根鬃毛与凸起间的接触点的水平速度W

6

"可根据

几何关系!

6

V/<B?

!

4

Z

4

$

##导出%

W

4

V

W

6

D6;

#

!

4

Z

4

$

#

/

!

#

#

由于鬃毛模型存在不连续且计算耗时的缺点"

而文献(

Q

)提出的
19TFC

模型避免了上述问题"其

以鬃毛的平均变形量建模"并结合了
3BE7

模型(

#J"

)

的微分方程描述!将摩擦假设为一种类似弹簧特性

的动态行为#

8

由此"本文除了借鉴鬃毛模型的思想

外!将摩擦视为大量随机分布的鬃毛与凸起之间的

无摩擦弹性接触#"还参考
19TFC

模型的建立过程"

采用鬃毛的平均角度变化量;

4

"而非鬃毛模型中大

量鬃毛的随机接触"建立非对称鬃毛模型"即%

L

;

4

L.

V

$

W

"

8$8

H

!

$

#

;

4

!

O

#

式!

O

#中"

"

为鬃毛的刚度"

$

V

W

4

为接触物体之

间的相对转动角速度"类比式!

#

#可得到%

$

V

-D6;

#

!

;

4

Z

;

4

$

#

/

!

!

#

式!

!

#中"

;

4

$

为鬃毛固定平均初始偏角"

-V

W

6

为接触

物体之间的相对移动线速度
#

此外"式!

O

#中的函数

H

!

$

#描述了
+<F@XCDI

效应(

=%

)

"其形式可取为%

H

!

$

#

V

4

E

Z

!

4

?

W

4

E

#

C

W

!

$

'

$

?E

#

#

!

"

#

式!

"

#中"

4

?

和
4

E

类似于静态摩擦系数和动态摩擦

系数"

$

?E

为
+<F@XCDI

速度
#

上述推导是基于正压力不变的假设"而实际情形

则是正压力不断发生变化"且摩擦力与正压力成正

比
#

值得提出的是"在汽车工业领域中有着广泛应用

的
19TFC

轮胎模型(

=>

)

"其将
19TFC

模型中摩擦力计

算公式当作一个无量纲系数"即摩擦系数
8

因此"本文

参考
19TFC

轮胎模型"将式!

=

#进行无量纲处理得到

一个无量纲系数"即摩擦系数"其形式如下%

-

V

R

8

&

V

9

;

4

D6;

#

!

;

4

Z

;

4

$

#

&/

!

N

#

式!

N

#中"

-

为摩擦系数"

&

为接触时的正压力
#

与
19TFC

模型建立过程(

Q

)一致"本文考虑到平

均角度变化量;

4

的阻尼效应"以及当滑动体与固定

体之间的相对速度较大时显得尤为突出的粘性效

应"参考式!

N

#得到如下考虑非对称摩擦效应的修正

19TFC

模型///非对称鬃毛模型%

-

V

"

$

;

4

D6;

#

!

;

4

Z

;

4

$

#

Z

"

=

L

;

4

L.

Z

"

#

$

!

Q

#

式!

Q

#中"

"

$

V9

'!

&/

#$

"

=

和
"

#

分别为刚度系数$阻

尼系数和黏性摩擦系数"分别对应于鬃毛刚度项$鬃

毛阻尼项和黏性摩擦项
#

非对称鬃毛模型最终由式!

O

#$式!

!

#$式!

"

#和

式!

Q

#描述"且当平均初始偏角;

4

$

V$

时"有如下退

化模型%

L

;

4

L.

V

$

W

"

8$8

H

!

$

#

;

4

$

V

-D6;

#

;

4

/

H

!

$

#

V

4

E

Z

!

4

?

W

4

E

#

C

W

!

$

'

$

?E

#

#

-

V

"

$

;

4

D6;

#

;

4

Z

"

=

L

;

4

L.

Z

"

#

$

!

%

#

式!

%

#中"由于;

4

为小量"故
D6;

#

;

4=

=

"并考虑到

角速度与速度均差一比例常数
/

"式!

%

#可近似为原

始不存在非对称摩擦效应的
19TFC

模型
8

根据文献

(

#$

)中
19TFC

参数辨识的结果可知"

"

$

"

=

和
"

#

分别

为
#=O#Q"

$

=#=$O

和
$#$$$"

"其中
"

=

和
"

#

相对于
"

$

很小"在后续基于实验的参数识别时也能得到类似

结论
#

&

"

钢丝毛刷摩擦实验及参数辨识

为验证钢丝毛刷非对称鬃毛模型的准确性及合

理性"本文利用如图
O

所示的摩擦系数测量实验仪

进行试验测量摩擦力并进行参数识别
#

摩擦系数测

量实验仪由两部分组成%一部分为移动平台"其上可

装载接触材料!如铝片等#"并用精密直线电机驱动"

移动速度可调节&另一部分通过一根弹性绳将力传

感器与被测物体!钢丝毛刷#连接"其拉力即为摩擦

力
#

移动平台尺寸为
ON$AA

!

=O"AA

"力传感器精

度为
$8$#k2+

"最大采样频率为
N$'̀ 8

实验所采用的钢丝毛刷"刚毛长度为
Q8#$

AA

$刚毛直径为
$8=$AA

"接触材料为铝片
8

为了

实验的方便"本文将钢丝毛刷以
#

!

#

形式拼接成共

有四个钢丝毛刷的组合体!如图
!

所示#"并用夹板

固定!钢丝毛刷绕轴不可转动#"使其在弹性绳拉伸

时不易滑落"且为非滚动接触"钢丝毛刷及其附属结

构自重共为
#=#8#Q

:

8
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图
O

"

摩擦系数测量实验仪

2@

:

8O

"

*Y

[

CF@AC?<B7C

]

9@

[

AC?<

图
"

"

正反方向动态摩擦力随时间变化的三次测试结果

2@

:

8"

"

REFCCACB;9FCAC?<;6G<ECL

\

?BA@DGF@D<@6?G6FDCDEB?

:

CLH@<E<@AC@?<EC

[

6;@<@_CB?L?C

:

B<@_CL@FCD<@6?;

图
!

"

#

!

#

形式的钢丝毛刷组合体

2@

:

8!

"

+<CC7XF9;ED6AX@?B<@6?@?G6FA6G#

!

#

""

本文分别测量正反方向相对速度从零匀加速到

N$AA

'

;

"位移均为
O$$AA

的动态摩擦力随时间

变化的曲线"三次典型测量得到的正反方向动态摩

擦力
R

8

随时间
.

的变化如图
"

所示
8

图
"

!

B

#和图

"

!

X

#中红色$黄色和蓝色实线分别代表三次重复实

验结果
8

由图
"

可知"实验可重复性高
8

由实验数据可识别非对称鬃毛模型参数
8

本文

采用最小二乘法识别参数"其中钢丝毛刷的几何参

数;

4

$

和
/

均由测量给定"即;

4

$

V$##Q>OFBL

$

/V

Q##$AA

"其他参数可通过求解如下的优化问题

得到%

A@?TV

>"

R

(

#

!

6

#

W

#

)

>

#

#

;8<8

"

7

)

#

6

#

)

)

!

>

#

式!

>

#中"优化目标
T

定义为模型对应的摩擦系数数

值解
#

!

6

#与实验值
#

之间的二范数"

6V

(

"""

$

""

=

""

#

"4

E

"4

?

"$

?E

)

R 为优化参数"

"

为权重"

7

)

和
)

)

分别为参数
6

的上下限
#

基于图
"

的实验数据最终可

识别得到非对称鬃毛模型的参数!如表
=

所示#

#

*

$%!
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表
%

"

#

!

#

形式的钢丝毛刷参数识别数值

RBX7C=

"

5B79C6G

[

BFBAC<CF@LC?<@G@DB<@6?G6F;<CC7XF9;E@?G6FA6G#

!

#

"

!

A

W=

#

"

$

"
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根据表
=

的优化参数"由非对称鬃毛模型模拟

得到的正反方向动态摩擦系数
-

随速度
-

的变化如

图
%

所示
#

图
N

中"蓝色小圆圈和倒三角形分别代表

以
#

!

#

布局的钢丝毛刷正反方向的实验结果"红色

实线和虚线分别代表正反方向参数识别的效果
#

由

图
%

可知模拟结果和实验结果相吻合"且非对称鬃

毛模型能很好地反映摩擦的方向依赖性
#

图
N

"

#

!

#

布局的钢丝毛刷的动态摩擦系数随速度的变化
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:

8N
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3
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图
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O

形式的钢丝毛刷组合体
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!

O

为进一步验证表
=

参数识别结果的有效性"本

文将钢丝毛刷改为如图
Q

所示以
O

!

O

形式拼接成

共有六个钢丝毛刷的组合体"钢丝毛刷及其附属结

构自重共为
O$$#$$

:

"且在与上文相同的条件下进

行实验
8

基于表
=

的识别参数的非对称鬃毛模型进

行模拟得到动态摩擦系数随速度的变化及实验结果

如图
%

所示
8

图
%

中"蓝色小圆圈和倒三角形分别代

表以
O

!

O

布局的钢丝毛刷正反方向的实验结果"红

色实线和虚线分别是非对称鬃毛模型的模拟结果
8

从图
%

可知模拟结果与实验结果吻合"表明参数识

别结果的有效性及准确性
8

图
%

"

O

!

O

布局的钢丝毛刷的动态摩擦系数随速度的变化

及其拟合结果
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图
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不同接触对的动态摩擦系数随速度变化的实验结果
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为了研究铝片$尼龙片和陶瓷片等不同接触

材料对钢丝毛刷的方向依赖性摩擦的影响"本文

采用图
!

所示
#

!

#

形式的钢丝毛刷组合体与三种

不同接触材料进行实验"其正反方向动态摩擦系

数随速度变化的实验结果如图
>

所示
8

图
>

中"红

色小圆圈$黄色倒三角形$蓝色小四边形分别代表

铝$尼龙$陶瓷正反方向的实验结果
8

图
>

表明"钢

丝
J

铝接触对的摩擦方向依赖性最为明显"钢丝
J

尼

龙接触对次之"钢丝
J

陶瓷接触对相对最小
8

由三种

接触对的实验数据识别的非对称鬃毛模型的参数

如表
#

所示
8

表
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"

不同接触对参数识别数值
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平面双足机器人数值仿真及应用

为了验证非对称鬃毛模型的有效性"并讨论该

模型对足式机器人的影响"本文采用文献(

#=

)中的

四足机器人"将其简化为如图
=$

所示的平面双足机

器人
8

图
=$

"

平面双足机器人简化动力学模型
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图
=$

中"平面双足机器人由躯干!蓝色部分#$

前腿!绿色实线部分#和后腿!绿色虚线部分#组成"

共有
Q

个自由度"分别为躯干平面运动!

*

"

6

#和俯

仰转动
4

$

以及前后大腿和小腿的关节摆动角度

!

4

=

"

4

#

"

4

O

"
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#

#

以前腿为例"

$

$

$

=

$

和
K

$

分别为躯

干的质量$长度和转动惯量!若无特殊说明"全文均

采用相对质心轴的转动惯量#"

$

=

$

=

=

$

(

=

和
K

=

分别

为大腿的质量$长度$几何质心位置和转动惯量"

$

#

$

=

#

$

(

#

和
K

#

分别为小腿的质量$长度$几何质心

位置和转动惯量"

R

*

8

和
R

68

分别为前腿足底水平和

竖直方向上的接触力"

0

/

8

和
0

9

8

分别为大腿和小腿电

机输出的力矩"前腿动力学模型的典型参数如表
O

所示"后腿相关参数与前腿一致
#
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平面双足机器人简化动力学模型单条腿的典型参数
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引入平面双足机器人的广义坐标
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"则其动力学方程为%
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分别表示机器人广义坐标系及其

对应的速度和加速度"
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#分别表

示机器人状态相关的惯性矩阵$机器人系统受到的

离心力与科里奥利力和每个广义坐标下的重力"

H

为重力加速度"

$

'

为主动作动力"

:

!

/

#为接触雅可

比矩阵"

;

为平面二维接触力
#

式!

=$

#中每一项的具

体形式见附录公式!

=

#

#

基于平面双足机器人的简化动力学模型和非对

称鬃毛模型!其参数数值取自表
=

"法向接触选用

'CF<̀

接触模型#"本文采用基于直接配点法(

##

"

#O

)的

轨迹优化算法对机器人模型进行一个步态周期内的

优化"并考虑耗能小的
MM

构型(

#=

)

"其中目标速度设

定为
-

B@A

V%A

'

;

"运动轨迹及其相关结果如图
==

所示
#

图
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"

目标速度为
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;

的轨迹优化结果
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图
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!

B

#为一个步态周期内的运动轨迹图"红

色箭头代表机器人前进方向"实线和虚线分别代表

前腿和后腿&图
==

!

X

#和图
==

!

D

#分别为考虑非对称

鬃毛模型!

;

4

$

VW$##Q>OFBL

#和对称模型!

;

4

$

V$

#的

方向角!

T/2VR

*

'

R

6

#随时间变化图"图中蓝色和

红色分别表示前腿和后腿的结果
#

图
==

表明"相比

于对称模型"非对称模型能在正方向提供更大的摩

擦系数"当在一定正压力下"非对称模型能够在正方

向上提供更大的摩擦力"即表明非对称模型能使机

器人实现更高的运动速度
#

为了更进一步讨论非对称鬃毛模型对足式机器

人的影响"本文将轨迹优化的目标速度设定为
-

B@A

V#$A

'

;

"研究在不同速度优化目标权重
[

-

下非

对称和对称模型对机器人所能达到最大优化速度

L

ABY

的影响
#

图
=#

中分别讨论了不同权重
[

-

下非

对称鬃毛模型和对称模型所能达到的最大优化速度

-

ABY

"其中红色和蓝色曲线分别代表了非对称和对

称的结果
#

图
=#

表明"非对称模型优化得到的最大

优化速度明显优于对称模型"其平均值分别为
=!#%O

A
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==8"%A
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"非对称模型相比于对称模型提高
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图
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"

不同权重下轨迹优化结果
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为了进一步解释非对称摩擦对足式机器人的影

响"本文对平面双足机器人进行理论分析"参考文献

(

#!

)可以推导得到足底接触力的理论计算公式%
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#

式!

==

#中"各物理量的含义与式!

=$

#一致
#

本文选取图
N

所示钢丝毛刷与铝片平稳段的实

验结果的平均值作为非对称摩擦的系数"即正反方

向稳态摩擦系数为
$#>$!>

$

$#!O=!#

作为对比"选取

其正反方向稳态摩擦系数的平均值
$#NN%#

作为对

称摩擦的系数
#

通过式!

==

#进行计算得到接触力并

进行归一化"即(

'

*

"

'
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"

$
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V$

$
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#

为总质量"考虑机器人不同姿态的平面
*

及
6

方

向二维接触力结果见图
=O#

图
=O

中"红色和蓝色有

效区间分别为非对称和对称摩擦的结果"图
=O

!

B

#$

图
=O

!

X

#和图
=O

!

D

#分别表示躯干俯仰角
4

$

分别为

W"j

$

$j

$

"j

"且大腿小腿关节角度
4

=

和
4

#

均为
W

!"j

$

>$j

时不同姿态的
*

及
6

方向接触力结果
#

图
=O

显示"非对称摩擦所能提供的最大正向水平接触力

明显高于对称摩擦下的结果"且三种不同姿态下分

别提高了
=##N=k

$

=%8Q>k

$

=Q8"#k

&而竖向最大

接触力在不同姿态下基本一致
#

由于最大正向水平

接触力决定着机器人的加速过程以及能实现的最大

速度"故正向水平接触力越大"机器人的加速过程越

快"所能实现的最大速度越大"这与图
=#

的轨迹优

化结果一致
#

图
=O

"

不同姿态下平面二维接触力理论计算结果
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从非对称鬃毛模型在足式机器人应用的接触力

数值和理论分析可知"非对称鬃毛模型可以得到更

大的摩擦力及实现更大的速度
#

需要说明的是钢丝毛刷具有非常独特的刚柔耦

合结构特性"如将其改装成机器人的蹄子"其非对称

鬃毛模型在足式机器人的应用中有一定的潜在优

势
#

此外"通过实验发现"相比于足式机器人常用的

蹄子材料///橡胶"钢丝毛刷具有高摩擦$高耐磨等

特性
#

(

"

结论

本文针对钢丝毛刷表现出的方向依赖性摩擦现

象"结合鬃毛模型和
19TFC

模型思想"提出了非对
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称鬃毛模型"同时利用不同构型钢丝毛刷组合体的

实验得到正反方向上的速度
J

动态摩擦系数关系曲

线"并通过最小二乘法识别得到模型的参数"数值模

拟和实验结果验证钢丝毛刷的非对称鬃毛模型有效

性和准确性
8

然后通过建立平面双足机器人简化模

型"并结合非对称鬃毛模型建立系统的动力学方程"

利用实验识别得到非对称鬃毛模型的参数数值进行

轨迹优化"发现非对称模型能提高接触时的正向摩

擦系数"进而提高足式机器人最大运动速度理论分

析进一步说明非对称模型的优势
8

此外"钢丝毛刷具有非常独特的刚柔结构"实验

结果表明相比于常用的蹄子材料///橡胶其具有高

摩擦$高耐磨等优势
8

因此钢丝毛刷所具有的这些特

性在足式机器人领域将有潜在的实际应用前景
8
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È69

%

SEC

P

@B?

:

.?@_CF;@<

\

"

#$##8

!

@?&E@?C;C

##

(

##

)

"

KBFL63

"

)C9?CF<4

"

U@?I7CF0

"

TFB?L@B/

"

M9DE7@

,8'

\

XF@LL@FCD<D6776DB<@6?B?LD6?<F67@?<ECD6?J

;<FB@?<JD6?;@;<C?<;9X;

[

BDCG6FL

\

?BA@D7C

::

CLF6X6<

76D6A6<@6?

(

,

)

8/6X6<@D;

%

+D@C?DCB?L +

\

;<CA;

"

#$=Q

"

=O8

(

#O

)

"

b@U

"

/CA

\

&38-

[

<@AB7

:

B@<;B?LA6<@6?;G6F7C

:

J

:

CLF6X6<;

(

,

)

8(***(?<CF?B<@6?B7&6?GCFC?DC6?(?J

<C77@

:

C?</6X6<;B?L+

\

;<CA;

"

#$=!

!

(F6;

#"

O#">JO#N"8

(

#!

)

"

0?LFCH480XB<C84CDEB?@DB73C;@

:

?G6F/6X6<16J

D6A6<@6?

(

3

)

8-FC

:

6?+<B<C.?@_CF;@<

\

"

#$=%8

=;

D

661+./9K./;+G184-1G?4.F+11GK.5;:*2-#+;=

>>

G/9*+/42

UC@Y@B?

:

SE6?

:""

a6?

:

X@?,@?

""

b@B67@?

:

,@?

""

/6?

:

EB6MB6

""

SE@76?

:

'9B?

:

!

BE/>>(>

8

1FG>+'L.:E?'+01?.G>+'L.:E?

"

Y/F

5

:'+

H

J+:-FG?:.

6

"

D'+

H

M/>L

"

O=$$#Q

#

=<;+.*9+

"

(?<E@;

[

B

[

CF

"

B?B;

\

AAC<F@DXF@;<7CA6LC7XB;CL6?<ECD6AX@?B<@6?6GXF@;<7CA6LC7B?L

19TFCA6LC7@;

[

F6

[

6;CL<6CY

[

7B@?<ECL@FCD<@6?JLC

[

C?LC?<GF@D<@6?

!

@8C8

"

B;

\

AAC<F@DGF@D<@6?

#

[

EC?6ACJ

?6?CYE@X@<CLX

\

;<CC7XF9;EC;8(?<E@;A6LC7

"

GF@D<@6?@;

:

C?CFB<CL<EF69

:

E<ECE6F@̀6?<B7GF@D<@6?7C;;D6?J

<BD<XC<HCC?B;

\

AAC<F@DXF@;<7C;B?L<ECD6?<BD<CL;9X;<FB<C8)9ACF@DB7;@A97B<@6?B?LCY

[

FC@AC?<B7FCJ

;97<;LCA6?;<FB<C<EB<<ECB;

\

AAC<F@DXF@;<7CA6LC7DB?CGGCD<@_C7

\

@779;<FB<C<ECL@FCD<@6?JLC

[

C?LC?<GF@DJ

<@6?

[

EC?6AC?6?829F<ECFA6FC

"

@?B;@A97B<@6?;<9L

\

6GB

[

7B?BFX@

[

CLF6X6<

"

FC;97<;;E6H<EB<B

[[

7

\

@?

:

<E@;A6LC7DB?@A

[

F6_C<ECABY@A9AA6<@6?;

[

CCL6G<EC

[

7B?BFX@

[

CLF6X6<D6A

[

BFCL<69;@?

:

B;

\

AAC<J

F@DGF@D<@6?A6LC780LL@<@6?B77

\

"

CYA

[

F@AC?<B7FC;9<7;@?L@DB<C<EB<D6A

[

BFCL<6F9XXCFAB<CF@B7;

"

;<CC7

XF9;EC;

[

6;;C;;<ECBL_B?<B

:

C;6GE@

:

EGF@D<@6?B?LBXFB;@6?FC;@;<B?DC8RECFCG6FC

"

L9C<6<EC;C

[

F6

[

<CFJ

<@C;

"

;<CC7XF9;E;<F9D<9FC;AB

\

EB_C

:

FCB<B

[[

7@DB<@6?

[

F6;

[

CD<;B?L

[

6<C?<@B7XC?CG@<;@?<ECG@C7L6G7C

::

CL

F6X6<@D;8

C1

D

E4.-;

"

B;

\

AAC<F@DGF@D<@6?

"

XF@;<7CA6LC7

"

19TFCA6LC7

"

[

7B?BFX@

[

CLF6X6<

*

N%!

* 固体力学学报
"""""""""""""""""

#$#!

年第
!"

卷



附
""

录

公式!

=

#

&

!

/

#

V

$

$=#O!

$ I

!>

W$

$

(

$

B

$

W$

=#O!

=

$

B

$

I

!

$

#

(

#

2

$=#

I

>

$

!

(

!

2

$O!

!

$

$=#O!

I

"=$

Z$

$

(

$

2

$

Z$

=#O!

=

$

2

$

I

"

$

#

(

#

B

$=#

I

=$

$

!

(

!

B

$O!

! !

@

K

$=#O!

ZI

=N

Z#I

#OQ%

Z$

=#O!

=

#

$

@

K

=#

ZI

=#O

@

K

#

ZI

#

Z$

#

(

#

=

=

2

#

@

K

O!

ZI

NQ%

@

K

!

ZI

Q

Z$

!

(

!

=

O

2

!

! ! !

@

K

=#

ZI

=

@

K

#

Z$

#

(

#

=

=

2

#

$ $

! ! ! !

@

K

#

$ $

! ! ! ! !

@

K

O!

ZI

N

@

K

!

Z$

!

(

!

=

O

2

!

! ! ! ! ! !

@

K

-

.

/

0

!

8

!

/

"

9

/

#

V

WI

"

W

P

#

#O

W$

#

(

#

!

W

P!

Z#

W

P#O

#

B

$=#

W

P!

WI

=$

W

P

#

#"

W$

!

(

!

!

W

PN

Z#

W

P#"

#

B

$O!

W

PN

W

!

$

$

(

$

Z$

=#O!

=

$

#

2

$

W

P

#

#

I

!

W

P

#

#O

Z$

#

(

#

!

W

P!

Z#

W

P#O

#

2

$=#

W

P!

ZI

>

W

P

#

#"

Z$

!

(

!

!

W

PN

Z#

W

P#"

#

2

$O!

W

PN

W

!

$

$

(

$

Z$

=#O!

=

$

#

B

$

W

P

#

#

!

#

W

P#

Z

W

PO

#

I

8

W

PO

Z$

#

(

#

W

P!

!

=

$

2

=#

W=

=

B

=

#!

#

W

P#O

Z

W

P!

#

Z

!

#

W

P#

Z

W

P"

#

I

/

W

P"

Z$

!

(

!

W

PN

!

=

$

2

O!

W=

O

B

!

#!

#

W

P#"

Z

W

PN

#

W=

$

I

8

W

P

#

#

W$

#

(

#

=

=

!

#

W

P#O

Z

W

P!

#

B

#

W

P!

!

=

=

B

#

W=

$

2

=#

#

W

P

#

#

Z$

#

(

#

!

=

=

B

#

Z#=

=

B

#

W

P#

W

PO

#

W

P

#

O

W=

$

I

/

W

P

#

#

W$

!

(

!

=

O

!

#

W

P#"

Z

W

PN

#

B

!

W

PN

!

=

O

B

!

W=

$

2

O!

#

W

P

#

#

Z$

!

(

!

!

=

O

B

!

Z#=

O

B

!

W

P#

W

P"

#

W

P

-

.

/

0

#

"

:V

= $ W=

$

B

$

Z=

=

2

$=

Z=

#

2

$=#

=

=

2

$=

Z=

#

2

$=#

=

#

2

$=#

$ $

$ = =

$

2

$

Z=

=

B

$=

Z=

#

B

$=#

=

=

B

$=

Z=

#

B

$=#

=

#

B

$=#

$ $

= $ W=

$

B

$

Z=

O

2

$O

Z=

!

2

$O!

$ $ =

O

2

$O

Z=

!

2

$O!

=

!

2

$O!

$ = =

$

2

$

Z=

O

B

$O

Z=

!

B

$O!

$ $ =

O

B

$O

Z=

!

B

$O!

=

!

B

-

.

/

0

$O!

"

!

/

#

V

(

$

"

$

$=#O!

"

I

"=$

Z$

$

(

$

2

$

Z$

=#O!

=

$

2

$

"

I

"

"

$

#

(

#

B

$=#

"

I

=$

"

$

!

(

!

B

$O!

)

R

$

'

V

(

$

"

$

"

$

"0

/

8

"0

9

8

"0

//

"0

9/

)

I

"

;V

(

R

*

8

"

R

68

"

R

*/

"

R

6

/

)

R

公式!

=

#中"为了简化表达式"本文将部分表达式用符号进行替换"具体形式见下式"且其他若如无特殊说明

均遵从这一约定3

$

$=#O!

V$

$

Z$

=

Z$

#

Z$

O

Z$

!

B

$

V;@?

!

4

$

#"

"

2

$

VD6;

!

4

$

#"

"

B

$=#

V;@?

!

4

$

Z

4

=

Z

4

#

#"

"

2

$=#

VD6;

!

4

$

Z

4

=

Z

4

#

#

@

K

$

VK

$

Z$

$

(

#

$

"

"

@

K

=

VK

=

Z$

=

(

#

=

"

"

@

K

#

VK

#

Z$

#

(

#

#

"

"

@

K

O

VK

O

Z$

O

(

#

O

"

"

@

K

!

VK

!

Z$

!

(

#

!

I

=

V=

#

=

$

#

Z#=

=

(

#

$

#

2

#

"

"

I

#

V=

$

(

#

$

#

B

=#

"

"

I

O

V=

$

!

(

=

$

=

Z=

=

$

#

#

B

=

I

!

V=

=

$

#

2

$=

Z(

=

$

=

2

$=

Z(

#

$

#

2

$=#

"

"

I

"

V=

=

$

#

B

$=

Z(

=

$

=

B

$=

Z(

#

$

#

B

$=#

I

N

V=

#

O

$

!

Z#=

O

(

!

$

!

2

!

"

"

I

Q

V=

$

(

!

$

!

B

O!

"

"

I

%

V=

$

!

(

O

$

O

Z=

O

$

!

#

B

O

I

>

V=

O

$

!

2

$O

Z(

O

$

O

2

$O

Z(

!

$

!

2

$O!

"

"

I

=$

V=

O

$

!

B

$O

Z(

O

$

O

B

$O

Z(

!

$

!

B

$O!

I

8

V=

$

!

=

=

$

#

2

=

Z(

=

$

=

2

=

Z(

#

$

#

2

=#

#"

"

I

/

V=

$

!

=

O

$

!

2

O

Z(

O

$

O

2

O

Z(

!

$

!

2

O!

#

*

Q%!

*第
!

期
""""""""""""

钟炜翔等%

"

适用于钢丝毛刷的非对称鬃毛模型及应用




