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基于离散元方法的颗粒系统休止角数值模拟研究
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颗粒系统堆积的休止角是颗粒学中一个基础性的科学问题!深入认识其影响因素和变化规律对于土

木)化工等工程优化具有重要意义
%

目前基于实验测量的研究受限于可用的颗粒种类和测量手段!难以完备地揭示

各种物理参数对休止角的影响规律
%

离散元#

B#2)0(*((-(4(.*4(*3+/

!

B&W

$是一种可直接对复杂的大型颗粒系统

的运动进行仿真的数值方法
%

本文借助
B&W

方法对颗粒系统的休止角问题开展了高精度数值研究!揭示了影响颗

粒堆积休止角的重要颗粒物性参数
%

在
B&W

建模方面!为了表征非球形度对仿真的影响!本研究采用了滚动摩擦

系数!并利用既有的实验数据进行了模型验证
%

同时!本文利用堆积体在垂直平面内投影的二值化图像来合理计算

休止角
%

仿真结果表明!滑动和滚动摩擦系数均与休止角的大小呈正相关!滑动摩擦系数的增加可将休止角提升一

倍!而滚动摩擦系数对休止角的影响存在一个上限阈值!达到该阈值后将不能继续增加休止角的大小%颗粒的杨氏

模量)回弹系数对休止角的影响不显著
%

此外!本文利用
B&W

方法研究了堆积体的传热特性!发现在加热过程中!

堆积体内部具有最高热流率的区域从堆积体的底部迁移到上部
%

关键词
!

离散元方法!休止角!控制变量法!颗粒堆积体

<=>

"

!J%!SM@M

*

b

%).R#%)

b

24A?=!?LJ

*

+@%?J?@%JLS

?

!

引言

颗粒堆积的休止角#

>.

$
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$是一个重

要的物理参数!了解休止角的大小在很多工业和工

程领域具有广泛和深远的意义&

!

'

%

在岩土工程中!土

体的休止角对于土坡稳定性)隧道爆破施工对既有

高压电力铁塔安全性等方面具有关键作用&

?

'

%

在矿

石处理和存储中!准确预估矿石休止角能帮助设计

更有效的料仓和传输系统
%

了解谷物或其他农作物

颗粒的休止角有助于储存和运输过程的优化
%

在铁

路隧道爆破施工中!了解土体的休止角可以提供山

体滑坡)高压电力铁塔下沉和倾覆等灾害预防和预

测的重要信息&

!

!

@

'

%

可见!颗粒堆积的休止角在各种

实际应用和科学研究中具有重要的参考价值和实用

价值&

@

'

%

从目前已发表的颗粒系统休止角相关的文

献来看!研究方法大多基于实验测量&

A

'

%

相比于实验

测量!数值模拟的方法具有灵活)成本低的特点!且

利用计算机可同时开展大量的模拟实验!从更加细

观的尺度研究休止角的影响因素和变化规律
%

离散元方法#

B#2)0(*((-(4(.*4(*3+/

!

B&W

$

是一种基于单颗粒分辨率建模的数值模拟技术&

L

'

!

主要用于分析颗粒物料在离散状态下的力学行为和

相互作用
%

基于
B&W

!颗粒间的宏观行为是通过模

拟微观颗粒之间相互作用的集合来得出的
%B&W

已广泛应用于土木)化工等领域的学术研究以及工

程优化&
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'

%

在涉及颗粒堆积体的研究领域!张庆武

等&

!J

'研究了颗粒堆积体的应力凹陷问题!他们认

为!底面粗糙度较大时切向应力较大!相应的法向应

力-中心凹陷.现象越明显%孙其诚等&

!!

'从颗粒接触

力链分布的角度考察了颗粒摩擦系数对颗粒堆特性

的影响!对重力作用下
!?JJJ

个球心共面的二维等

径颗粒静态堆积进行了离散动力学模拟!对力链分

布特征)接触力规律等做了量化分析
%

然而!目前针
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对于堆积体的休止角问题的
B&W

数值研究仍然较

少!尤其颗粒的物性参数对休止角问题!尚未见相关

文献发表
%

出现这种情况的一个重要原因是!实际应

用中堆积体大多是由非球形颗粒构成!而具有复杂

不规则外形的颗粒运动较难直接利用
B&W

方法直

接计算
%

目前存在多种直接表示非球形颗粒外形的

B&W

方法&

!?

'

!包括超椭球&

!@

!

!A

'

)多球体&

!L

'和多面

体方法&

!M

!

!N

'

%

其中!超椭球方法可通过调整角块参

数和三个轴来直接创建一些特定的复杂颗粒形

状&

!K

'

%相比之下!多球体方法的思路是利用多个刚

性连接的球体构建非球形颗粒!从而形成单一的非

球形实体%在多面体方法中!多边形*多面体颗粒的

外形是通过角点)边和面来描述的!其适用于具有锐

利边缘和*或平坦表面的颗粒&

!?

'

%

然而!这三种方法

的缺点是计算量大且颗粒碰撞接触的检测步骤繁

琐&

!?

'

%

近些年已出现了一些非球形颗粒建模的新方

法!如引入滚动摩擦阻力的来表征非球形颗粒外形

的影响&

!?

!
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%

虽然颗粒的几何效应不能严格归类

为滚动摩擦!但它确实是滚动阻力的重要来源
%

这种

方法已被用来研究沙堆的形成过程&

??

'

!故适用于颗

粒堆积体休止角的研究
%

此外!这种通过对球形颗粒

引入滚动摩擦来表征任意非球形颗粒的方法可以显

著减少模拟计算时间&

?@

'

!这对工业建模至关重要
%

本文研究目的在于利用
B&W

方法对颗粒堆积

体的休止角进行了系统性的数值研究!探索了可影

响休止角的重要的颗粒物性参数
%

为研究颗粒外形

因素对休止角的影响!在
B&W

仿真中将重点考察

休止角随着颗粒的滚动摩擦阻力系数的变化趋势
%

本研究通过揭示堆积颗粒系统休止角的影响因素!

为工程应用领域颗粒堆积系统的参数优化提供了

参考
%

@

!

数学模型

@%@

!

B&W

控制方程

B&W

将每个颗粒视为单独的实体!通过模拟

颗粒之间的碰撞)接触)滑动以及分离等相互作用来

输出颗粒体系的动力学和变形特性
%

单个颗粒的平

移和旋转运动由牛顿第二定律定律求解"
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式中!

K

是与颗粒
+

接触的颗粒的编号!

B

*

!

+

K

和
B

2

!

+

K

是接触力
%

)

的法向和切向分量!

'

.

!

+

K

是阻碍颗粒滚

动的扭矩的大小
<%

)

采用最初由
P2G
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等&
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'提出的

简化
D(0*[=W(/-#.

接触力模型来计算接触力"
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其中!
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K

分别是接触颗粒的有效半径和

质量!

@

*

)

@

2

是颗粒表面法线和切向方向的弹性常

数!

*

*

和
*

2

是颗粒表面法线和切向方向的粘弹性阻

尼常数
<
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通过颗粒材料的性质

#如杨氏模量#

D

$)泊松比#

+

$)恢复系数#

(

$和摩擦系

数#

,

&

.+

$等计算得到!相应参数的关系式见参考文献
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如前所述!在本模型中滚动阻力被视为一种形

状相关的参数&

!?

'

!并利用弹簧
N

阻尼模型&

?M

'来计算

滚动阻力
<

滚动阻力#颗粒
N

颗粒或颗粒
N

墙壁$等于

弹簧扭矩#

'

@

.

$与阻尼扭矩#
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弹簧扭矩
'

@

.

类似于塑性材料的加载
N

卸载应力
N

应

变曲线&

?M

'

!它是根据颗粒#或颗粒
N

壁$在接触中的

旋转角度#

&

.

$和滚动刚度#

@

.

$的增量方式计算
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的值需满足小于滚动角度#

&

3

$对应的满载滚动

力矩#

'

3

.

$的条件!
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由以下公式得出"
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是阻尼系数
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在完全滚动#
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情况下!阻尼系数将会被忽略!即
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上述
B&W

的计算模型基于
89̂

加速的开源

软件
7-1[(/(489̂

&

?N

'部署!以实现高效的并行计

算
%

此外!根据
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,
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$
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准则&
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B&W

计算的最大
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图
!

!

B&W

中利用考虑滚动摩擦阻力的球形颗粒模

拟非球形颗粒运动
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本研究中!仿真的时间步长设置为
!J

eM

2

!以

实现可靠的仿真计算
<

在以上颗粒运动计算的基础上!本研究考虑了

颗粒间的接触传热
<

为了计算逐颗粒的温度!颗粒温

度与每个颗粒的运动一同被追踪
<

颗粒
+

的能量守

恒方程可表达为&
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其中!
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和
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为颗粒材料的比热容以及颗粒的温

度!

K

是与颗粒
+

相接触的颗粒的编号!

R
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+

K

和
R

?

P

!

+

K

是颗粒
+

与颗粒
K

之间以及颗粒
+

与壁面间的接触

传热!可以根据两者的温差直接计算"

R+

K

d#

+

K

8

K

e8

# $

+

#

!J

$

#

+

K

dA

@

+

@

K

@

+

]@

K

0

"

!

+槡 K

#

!!

$

其中
#

+

K

为传热系数!可以通过两个颗粒各自的导热

率#

@

+

和
@

K

$得到!

0

"
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K

是两个颗粒的碰撞接触面积
<

@<A

!

建模过程

图
?

展示了利用
B&W

实现颗粒系统仿真并获

取系统堆积的休止角的流程
%

具体的步骤可简述为"

#

!

$在柱形容器中注入一定体积的颗粒%#

?

$移除

柱形容器的侧壁面!但保留底面!让颗粒堆积系统自

由散落%#

@

$待颗粒系统稳定后!测量剩余在底面上

的颗粒的堆积底角即为休止角
%

底角的确定方法是

先提取存留在底面上方的颗粒堆积区域的投影!并

将投影图像二值化#颗粒占据的区域的像素值为

!

$%设定一个与二值化后为
!

的像素区域面积相同

的等腰三角形!取等腰三角形的底角作为堆积体的

休止角
%

图
?

!

利用离散元的方法对颗粒自然堆积仿真获取颗粒堆积的休止角示意图
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B&W

!!

为了研究不同的输入参数对于堆积颗粒的休止 角的影响!本文利用控制变量法开展了数值仿真研

(
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究
%

改变的输入变量包括杨氏模量)回弹系数)滑动

摩擦系数)滚动摩擦系数!研究这些因素对于颗粒堆

积的休止角的影响
%

表
!

列出了
B&W

仿真中使用

的默认的输入参数!在下文的仿真研究中!若未单独

提及!则采用默认的输入参数
%

表
@

!

B&W

仿真中的输入参数!初始默认值"

P17-(!

!

.̀

5

G*

5

1014(*(02#.B&W2#4G-1*#+.

#

#.#*#1-/('1G-*61-G(2

$

输入参数 单位 值

粒径!

/ 44 A

杨氏模量!

D 891 J%!

泊松比!

+

/

J%?L

回弹系数!

(

/

J%@

颗粒真密度!

"

R

$

*

4

@

!!@N

滚动摩擦系数!

,

.

/

J%!L

滑动摩擦系数!

,

&

.)"

/

J%@L

比热容!

T

?

E

*#

R

$

(

Y

$

!?MJ

热导率!

@ O

*#

4

(

Y

$

@%J

A

!

结果与讨论

A%@

!

模型校核及尺寸无关性测试

B&W

仿真都是基于理想的输入参数下!而实

际颗粒的颗粒物性很难直接测量得到
%

为了校核

B&W

模型的可靠性!表
?

中列出了文献中已有的几

种典型的植物种子#非球形颗粒$的休止角
%

由于滚

动摩擦系数用来模拟非球形颗粒的影响!是一个重

要的输入参数
%

因此!本研究通过经验公式&

?!

!

@J

'估

算滚动摩擦系数的值"

,

.

d

2

(

3

=

(

R

#

!?

$

其中!2

(

3代表了所有可能接触中接触点离心率的

平均值!可根据颗粒的几何尺寸直接估算&

@J

!

@!

'

!

=

(

R

是与非球形颗粒体积相同的等效球形颗粒的

半径&

?!

'

<

表
A

!

几种作物种子的休止角的实验测量结果#

@@

$

P17-(?

!

W(12G0(/61-G(2+'*3(1.

$

-(+'

0(

5

+2(+'2(6(01-2((/2

&

@@

'

种子

类型

密度

#

R

$

*

4

@

$

等效粒径

#

44

$

休止角

#

c

$

滚动摩擦

系数#

e

$

油菜籽
!?@J !%K ?M @%J

黑麦
!?!J ?%L ?! !%L

小麦
!@JJ @%A ?N @%!

蚕豆
!!@J K%M ?K @%@

图
@

为
B&W

计算得到的一个典型的颗粒堆积体的

外形轮廓和力链分布!根据该数据!进一步提取了基

底表面颗粒间的应力沿径向的分布!如图
A

所示
%

可

以看出!堆积体均呈现出典型的应力-中心凹陷.现

象&

!!

!

@?

'

!即应力在堆积体的中央并非最大值!而是

从堆积体区域中心到边缘先增加后减小的现象
%

图

L

对比了通过实验测量和
B&W

计算两种方法得到

的休止角的值
%

可以看出!针对不同的颗粒类型!

B&W

准确地预测了休止角的值!并呈现出相同的

变化趋势
%

这说明了本文的
B&W

模型的可靠性
%

图
@

!

典型颗粒堆积体#小麦$的颗粒间的力链分布

"#

$

%@

!

B#2*0#7G*#+.+''+0)()31#.27(*H((.

5

10*#)-(2#.

$

01.G-103(1

5

2

#

H3(1*

$

(
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图
A

!

颗粒堆积体底层的正应力分布

"#

$

%A

!

P3(/#2*0#7G*#+.+'.+041-2*0(22#.*3(

7+**+4-1

,

(0+'

$

01.G-103(1

5

2

!

图
L

!

休止角的实验测量值与仿真计算值对比

"#

$

%L

!

<+4

5

10#2+.+'*3(1.

$

-(+'0(

5

+2(+7*1#.(/7

,

*3((\

5

(0#4(.*1-4(12G0(4(.*21./2#4G-1*#+.2

!

!!

B&W

仿真计算中输入计算颗粒的总数量直接

决定了整体的计算量
%

为了排除颗粒总数量对于计

算结果的影响!开展了仿真尺寸的无关性测试
%

计算

颗粒的粒径为
A44

!仿真模型中的柱体底盘的直

径变化范围为
AJ44

"

!MJ44%

图
M

给出了休止角

随着柱体底面直径的变化趋势!可以看出!粒径和底

盘尺寸的比率对休止角的变化影响不大!而且最大

值#底盘直径
d!MJ44

$和最小值#底盘直径
dAJ

44

$的误差在各自的偏差值的范围内
%

为了减少计

算量!本研究后续的计算均基于底盘直径为
AJ44

的仿真工况开展
%

A%A

!

杨氏模量的影响

常规的颗粒材料的杨氏模量的变化范围是
Lh

图
M

!

底盘直径对休止角的影响

"#

$

%M

!

&''()*+')3122#2/#14(*(0+.*3(1.

$

-(+'0(

5

+2(

!J

e@

891

"

!891

!故将其作为
B&W

仿真中采用杨

氏模量的范围
%

从图
N

可以看出!杨氏模量在近
@

个

数量级的变动范围内对休止角的影响微小!且不具

有单调性的变化趋势
%

出现这种现象的原因是!杨氏

模量主要影响到颗粒碰撞的瞬态行为!而休止角是

堆积颗粒的稳态性质!与之相关性不大
%

图
N

!

杨氏模量对休止角计算结果的影响

"#

$

%N

!

&''()*+'C+G.

$

0

24+/G-G2+.*3()1-)G-1*#+.

0(2G-*2+'*3(1.

$

-(+'0(

5

+2(

A%B

!

回弹系数的影响

回弹系数是一个用于描述两个物体发生碰撞后

能量恢复程度的物理量!故其取值范围在
J

和
!

之

间
%

当回弹系数等于
!

时!可称这种碰撞为-完全弹

性碰撞.

%

在这种情况下!两个物体碰撞后会分开!并

(

J?A
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且系统#两个物体$的总机械能#包括动能和势能$在

碰撞前后保持不变
%

如果回弹系数等于
J

!这样的碰

撞被称为-完全非弹性碰撞.

%

在这种情况下!两个物

体碰撞后会粘在一起
%

回弹系数大于
J

但小于
!

时!

系统的机械能会有一定程度的损失!转化为其他形

式的能量
%

图
K

展示了回弹系数对休止角的影响!可

以看出!随着回弹系数的增加!颗粒系统的休止角逐

渐下降!但下降的值在
@c

的范围内
%

造成这种趋势

的原因是!在较大的回弹系数的情况下!颗粒的回弹

运动比较明显!颗粒动能损耗较慢!颗粒体系很难快

速稳定在某个堆积下!故降低了休止角
%

图
K

!

回弹系数对休止角的影响

"#

$

%K

!

&''()*+'*3()+(''#)#(.*+'0(2*#*G*#+.

+.*3(1.

$

-(+'0(

5

+2(

A%K

!

滑动摩擦系数的影响

滑动摩擦系数是用于描述这种情况下摩擦力和

正压力之间比例关系的量度
%

当两个物体在接触面

上相对滑动时!产生的摩擦力与它们之间的正压力

#垂直于接触面的力$有关
%

从图
S

可以看出!滑动摩

擦系数的上升显著提升了休止角!在值为
!

时!休止

角提升了近一倍到了
AJc%

滑动系数力上升的时候!

由于颗粒间的摩擦力上升!上层颗粒滑落到底部的

阻碍增加!颗粒间更不容易发生相对运动!从而造成

了休止角的快速升高
%

A%L

!

滚动摩擦系数的影响

滚动摩擦通常比滑动摩擦小!需要较小的力就

能使物体滚动
%

因此!堆积颗粒系统中颗粒由上到下

的运动过程滚动现象占主要因素
%

滚动摩擦系数的

图
S

!

滑动摩擦系数的影响

"#

$

%S

!

&''()*+'*3(2-#/#.

$

'0#)*#+.)+(''#)#(.*

上升会使颗粒滚动的阻碍上升!使上层的颗粒滚动

到底层更加困难!从而提升颗粒堆积的休止角
%

从图

!J

可见!休止角随着滚动摩擦系数的上升而上升!

但当滚动摩擦系数的值大于
N

的时候!继续提升该

系数的值对休止角的影响已经不再显著
%

造成该趋

势的原因是!当滚动摩擦系数大于
N

时!颗粒从上层

落到底层的运动方式为颗粒间的滑动!滚动摩擦的

影响成为次要影响因素
%

如前所述!非球形颗粒在

B&W

仿真中可用球形颗粒的滚动摩擦系数来表

征!故休止角会随着颗粒的非球形度的增加#滚动摩

擦系数的增大$而升高
%

图
!J

!

滚动摩擦系数的影响

"#

$

%!J

!

&''()*+'*3(0+--#.

$

'0#)*#+.)+(''#)#(.*

由以上分析可见!影响堆积体系的休止角的外

部变量主要包括滚动和滑动摩擦系数
%

根据大量的

(
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B&W

仿真结果!可采用曲面拟合的方法获得了堆

积体的休止角计算公式
%

图
!!

为拟合曲面图!拟合

得到的休止角#

&

$和滚动摩擦系数#

,

.

$)滑动摩擦系

数#

,

&

$的三次多项式的形式为"

&

deMM

,

@

&

]J<JJ@

,

@

.

]!?@

,

?

&

eJ<J@

,

?

.

eAJ

,

&

]J<N?M

,

.

e?@

#

!@

$

图
!!

!

滚动)滑动摩擦系数与休止角关系的拟合曲面

"#

$

%!!

!

"#**(/2G0'1)(+'*3(1.

$

-(+'0(

5

+2(H#*3

*3(0+--#.

$

!

2-#/#.

$

'0#)*#+.)+(''#)#(.*

A<O

!

堆积体传热特性研究

为了研究堆积体的传热特性!本研究提取了典

型堆积体颗粒的温度以及热流密度分布!如表
@

所

示
<

在仿真模型中!堆积体的底层施加恒温边界#

8

dKJJY

$!堆积体的初始温度设为
@JJY%

图
!?

为

利用表
@

的分布得到的颗粒堆积体内温度以及热流

密度沿径向变化曲线
%

从图中可以看出!堆积体的底

面加热过程中边缘区域的颗粒相比于中心区域的颗

粒温度升高更加快速!但是热流密度的分布呈现相

反的趋势
%

这是因为边缘区域的颗粒吸收热量后!由

于其上方不存在与其他颗粒间的接触面!故不能向

其上层传递热量!造成了较快的温升%待温度升高

后!颗粒间的温差缩小!从而造成了热量密度的整体

降低
%

可见!颗粒的接触面对堆积体的导热速率有决

定性的影响
%

值得注意的是!随着加热的进行!热流

密度的值逐渐降低!且具有最高热流率的区域从堆

积体的底部迁移到堆积体的上部#见表
@

$

%

这也反

映了堆积体的温升并不是均匀的!存在一个自下到

上的逐渐扩散的过程
%

这种现象尚未见报于已发表

的文献中
%

表
B

!

不同物理时间下颗粒堆积体的温度及热流率分布

P17-(@

!

P3(610#1*#+.+'*(4

5

(01*G0(1./3(1*'-G\/#2*0#7G*#+.+6(0*#4(#.

$

01.G-103(1

5

2

温度分布 热流率分布

2d?J2

2d?JJ2

(

??A
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图
!?

!

颗粒堆积体内温度以及热流密度沿径向变化曲线

#

>N

7

截面选取位置为堆积体的总高度的一半$

"#

$

%!?

!

P3(*(4

5

(01*G0(1./3(1*'-G\/(.2#*

,

610#1*#+.

)G06(2H#*3#.

$

01.G-103(1

5

21-+.

$

*3(01/#1-/#=

0()*#+.

#

H#*3*3(>N

75

-1.(2(-()*(/1*1

5

+2#*#+.

)+00(2

5

+./#.

$

*+31-'+'*3(*+*1-3(#

$

3*+'

$

01.G=

-103(1

5

2

$

B

!

结论

本研究采用
B&W

方法深入探讨了颗粒学中的

基础性问题///颗粒堆积的休止角
%

为了全面揭示

影响休止角的各种因素!采用了控制变量法开展了

大量的仿真研究
%

本研究的一个关键创新点在于!在

B&W

仿真中用球形颗粒的滚动摩擦系数来表征非

球形颗粒运动
%

本研究主要得到了以下主要结论"

#

!

$杨氏模量对于休止角没有显著的影响!而

回弹系数的增加可以一定程度上降低休止角!但是

影响较小%滑动摩擦系数的提升可显著增加休止角

的大小!对于本项研究中的堆积颗粒系统!最高可提

升
!

倍%

#

?

$滚动摩擦系数的上升会增加颗粒发生滚动

阻力!使上层的颗粒滚动到底层更加困难!从而提升

颗粒堆积的休止角
%

但当滚动摩擦系数的值大于
N

的时候!休止角的变化已经不明显
%

造成这种趋势的

原因是!颗粒从上层落到底层的运动方式转换为颗

粒间的滑动!颗粒的滚动摩擦变为次要因素%

#

@

$针对堆积体的热传导仿真结果揭示了随着

加热的进行!整体的颗粒间的热流密度值逐渐降低!

但具有最高热流率的区域会从堆积体的底部逐渐向

上迁移
%

总之!本文采用
B&W

数值仿真方法实现了实

验测量难以达到的控制参数研究!从而更为完备地

揭示了决定颗粒堆积休止角的因素!同时也揭示了

堆积体的一个重要的热传导规律!为工程和工业过

程!如铁路隧道爆破施工对既有高压电力铁塔下沉

和倾覆计算评估等!提供了参考
%
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