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含唇口次生两不对称裂纹的

一维六方压电准晶体的反平面剪切问题
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利用复变函数法和
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算法研究了反平面载荷作用下一维六方准晶压电材料中唇口次生裂纹的断

裂问题"首次构造了唇口次生两不对称裂纹的缺陷力学模型"推出了含唇口次生两不对称裂纹的无限大区域到单

位圆外部区域的保角变换公式"得到了裂尖处的场强度因子和能量释放率的解析表达式
8

数值算例揭示了缺陷尺

寸"特别是唇口高度和裂纹长度对场强度因子和能量释放率的影响
8

结果表明%增加裂纹两边的长度会促进裂纹的

扩展"增加唇口的高度"会抑制裂纹的扩展
8

最后"在给定条件下"这些解析结果可以简化为其它的缺陷模型的解"

比如唇口次生单裂纹和唇口次生两对称裂纹的解"同时还可以退化为经典的
O;AWWAVU

裂纹和唇口无次生裂纹的解"

以上结果与理论分析的结论是一致的
8

关键词
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准晶压电"唇口次生裂纹"场强度因子"能量释放率"解析解
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引言

准晶是介于晶体和非晶体的新型凝聚态物质
8

谢赫特曼由于在准晶研究方面的突破性贡献'

#

(而于

$%##

年获得诺贝尔化学奖"准晶具有压电效应$高

强度$耐磨性$表面不沾性$耐氧化和腐蚀$不易与其

他物质发生反应等特殊性质'
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8

作为特殊材料"准

晶被广泛应用于航空航天$军工$武器系统和医疗器

械的制造
8

此外"准晶能够将热能转化为电能"可作

为热电材料将热能转化为电能"从而可利用它们制

作热能回收装置
8

比如"有些科学家利用准晶材料将

汽车尾气转化为电能"日常生活中将准晶用来制作

不粘锅
8

准晶材料在制造和使用过程中常常出现一些缺

陷"比如椭圆孔$圆孔$唇形孔口$位错$夹杂等"以及

由这些孔口产生的次生裂纹"这些缺陷的存在使得

准晶这种脆性材料在制造和使用过程中往往会发生

断裂失效
8

因此"近年来准晶材料的安全问题成为诸

多学者关注的热点话题
8

为了解决边界值问题"

1A<

等'

"

(列出了一维六方准晶中广义解和弹性场的控制

方程"

MU=B

S

等'

G

(给出了一维正方准晶压电中平面

弹性问题的广义解
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随后"

O<6

和
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'

D

((求得了圆孔

次生两不对称裂纹问题的解析解"

O<6

和
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'

QLE

(解

决了椭圆孔次生两对称裂纹问题"得到了有关的解

析解
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S

和
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(得到了一维六方准晶和二维

八 角 准 晶 的 缺 陷 问 题 的 解 析 解
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(研究了准晶压电体中的基本方程
81A

等'
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(给出了准晶压电材料中的三维基本方程和基

本解
81A

等'
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(应用傅里叶变换技术研究了一维六方

准晶体中具有多条
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裂纹的断裂特性
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等'
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(调查了压电效应下一维准晶板的扭曲问题
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(考虑了带压电效应的一维六方准晶材料的

混合边界值问题
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和
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(揭示了正交各

向异性板的断裂响应"导出了最大应变能释放率准

则
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和
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洞内部的表面效应和介电特性
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和
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#QL$%

(以

及
MU6<

'

$#

(应用傅里叶变换技术求解了一维六方压

电准晶中反平面剪切和平面内电场作用下的运动裂

纹问题"币型介电裂纹引起的电弹性行为"垂直于边

界的共线裂纹的断裂问题以及运动位错等问题
8

基

于唇形裂纹这一经典的缺陷模型"刘等'

$$

(研究了磁

电弹性材料中唇形孔口的断裂问题)钟和刘'

$H

(根据

点群的对称性和线性压电效应"研究了准晶压电材

料中唇形裂纹的反平面问题"利用柯西积分理论得

到了裂尖处场强度因子和能量释放率的解析式)于

等'
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(利用复积分法发展了压电复合材料中唇形裂

纹在电可通及电不可通边界条件下的复势法"得到

了
(((

型唇形裂纹的解析表达式
8

然而"对于唇形孔

口次生两不对称裂纹这一更切合实际的缺陷模型较

以往的唇形裂纹模型有本质的难度"至今仍未构造

过"该缺陷模型在准晶压电材料中的断裂问题研究

是非常有意义的
8

本文研究一维六方准晶压电材料中唇口次生两

不对称裂纹的断裂问题"首先利用复变函数方法"推

导出了一个新的保角变换公式"然后利用
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积分公式和
4=V7=:

计算软件为工具"求得了场强度

因子和能量释放率的封闭形式解"结合数值算例分

析了孔高和裂纹长度$材料参数对场强度因子和能

量释放率的影响
8

以上结论可以拓展到唇口次生单

裂纹解和唇口次生两对称裂纹的解"还可以退化为

经典的
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裂纹解和经典的唇形裂纹解
8
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准晶材料的控制方程

假定一维六方准晶压电材料的极化方向是沿准

周期的
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方向"
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面为各向同性平面"变形将

不会沿准周期方向变化
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为了研究唇口次生裂纹问

题"考虑与准周期方向垂直的周期平面弹性问题"几

何方程'
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应力强度因子和解析解

现在考虑准晶压电体中含唇口次生两不对称裂

纹的缺陷模型"如图
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假设唇口两边的次生裂纹长

度分别为
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"材料基体受到无穷远处电场$声子

场以及相位子场机械载荷的反平面剪切应力的影响
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图
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一维六方准晶压电体中唇口次生两不对称裂纹模型
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7

!

$G

#

其中

;^

!

"

$

#

m#

#!

#l

3

#

$

l$

!

"

#

"

$

l#

#!

3

$

l#

#

l

!

"

$

$

m#

#!

#m

3

#

$

7^

!

"

$

#

m#

#!

#l

3

#

!

l$

!

"

#

"

$

l#

#!

#m

3

$

#

$

l

!

"

$

$

m#

#!

#m

3

#槡
!

4

Y

!

3

#在单位圆外解析"利用柯西积分公式得到

#

$

$

A

*

%

4

Y

!

!

#

!P

3

T

!C4

Y

!

p

#

C

2

#

!

"

#

D"

$

#

!

!

$D

#

由式!

$"

#和式!

$D

#得到

"!

%

^

2

#

!

"

#

l

"

$

#

!

3

$

!

$Q

#

&&&

"

场强度因子

作为一个重要的物理量"

+(2

向量可以定义如下

+C

'

(

!

&

"

(

[

&

"

(

L

&

(

C

7AK

E

5

E

#

$

$

!

E

P

E

#槡 #

#

p

"

#

!

$E

#

其中
(

!

&

"

(

[

&

和
(

L

&

分别表示声子场$相位子场和

电场强度因子
&

将公式!

#$

#代入!

$E

#得到

+

^

'

(

!

&

"

(

[

&

"

(

L

&

(

7̂AK

E

5

E

#

$

$

!

EmE

#槡 #

"!

%

!

E

#

!

H%

#

在
3

平面上"利用洛必达法则计算"式!

H%

#化为

+

$̂ $槡$

7AK

3

5

#

4

!

3

#

m

4

!

#槡 #

"!

%

!

3

#

4

Y

!

3

#

$̂槡$7AK
3

5

#

"!

%

!

3

#

4

Z

!

3

槡 #

!

H#

#

将公式!

$!

#和!

$"

#代入公式!

H#

#"经过复杂计算

得到

+

^

2

#

!

"

#

l

"

$

#槡$
$

*

#

4

Z

!

#槡 #

!

p

H$

[

p

H$

L

p

%

&

3

4

$

!

H$

#

由公式!

$"

#和!

$G

#得到

4

Z

!

#

#

^

2

#

!

#l

F

!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#

/

$m

!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#

$

lF

#

$

'!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#

$

mF

(

2

3

4

$

!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#!

"

#

l

"

$

#

"

$

#槡 m#

!

HH

#

另一方面"式!

H$

#可表示为

+

^槡$

!

p

H$

[

p

H$

L

p

%

&

3

4

$

(

!

H!

#

其中
(

表示无量纲应力强度因子"经计算可表

示为

(^

2

#

!

"

#

l

"

$槡 #

#l

F

!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#

$

m

!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#

$

lF

#

$

'!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#

$

mF

(

' (

$

*

!

"

#

l

"

$

#槡 m#

#

"

$

#槡槡 m#

!

H"

#

&&'

"

能量释放率

由文献'

$"

"

$G

("关于能量释放率的
R

积分可

表示为

R^

(

&

,

(

#

,

l(

&

:

(

#

:

m(

L

(

%

$

!

HG

#

其中
(

#

,

和
(

&

,

分别表示声子场的应变强度因子和

应力强度因子)

(

&

:

和
(

#

:

分别表示相位子场的应力

强度因子和应变强度因子)

(

%

和
(

L

分别表示电场

强度因子和电位移强度因子
&

由式!

H

#"以上应力强

度因子有如下关系

*
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(

&

,

6̂

!!

(

#

,

lT

H

(

#

:

m1

#"

(

%

(

&

:

^T

H

(

#

,

l(

$

(

#

:

m:

#"

(

%

(

L

1̂

#"

(

#

,

l:

#"

(

#

:

l

&

##

(

$

%

&

%

!

HD

#

将公式!

HD

#代入!

HG

#"进一步计算得到

R^

#

$

!

(

#

,

"

(

#

:

"

(

%

#

6

!!

T

H

m1

#"

T

H

(

$

m:

#"

m1

#"

m:

#"

m

&

%

&

3

4

##

(

#

,

(

#

:

(

%

&

3

4

%

^

#

$

!

(

&

,

"

(

&

:

"

(

L

#

6

!!

T

H

1

#"

T

H

(

$

:

#"

1

#"

:

#"

m

&

%

&

3

4

##

(

&

,

(

&

:

(

%

&

3

4

L

!

HQ

#

公式!

HQ

#表明能量释放率受场强度因子和材料常数

的影响"由公式!

HG

#

K

!

HQ

#可得

R^

$

$T9V"

%

*

9

*

(

$

!

HE

#

其中

T9V"

%

^m6

!!

(

$

&

##

l$T

H

1

#"

:

#"

m(

$

1

$

#"

lT

$

H

&

##

m

6

!!

:

$

#"

9

^

!

(

$

&

##

l:

$

#"

#!

!

p

H$

#

$

l

!

6

!!

&

##

l1

$

#"

#!

[

p

H$

#

$

m

!

6

!!

(

$

mT

$

H

#!

L

p

$

#

$

m$

!

T

H

&

##

l1

#"

:

#"

#

!

p

H$

[

p

H$

m

$

!

T

H

:

#"

m(

$

1

#"

#

!

p

H$

L

p

$

l$

!

6

!!

:

#"

mT

H

1

#"

#*

[

p

H$

L

p

$

(

由式!

H"

#确定
&

以上结果表明"如果相位子

场消失"可变为压电复合材料中唇口次生裂纹的反

平面问题的解析解)如果电场消失"目前的结果可变

为一维六方准晶中唇口次生裂纹反平面问题的解

析解
&

附注%公式!

H"

#表示无量纲强度因子"它确定了

唇口次生两不对称裂纹的场强度和能量释放率
&

在

特殊的极限条件下"可以得到一些新的缺陷模型

!

#

#如果唇口两边的裂纹长度相等"即
S

#

^

S

$

"则
"

#

^

"

$

^

"

"得到

(^

$2

#

槡 "

#l

F

!

"

l

"

$

槡 m#

#

$

m

!

"

l

"

$

槡 m#

#

$

lF

#

$

'!

"

l

"

$

槡 m#

#

$

mF

(

' (

$

*

!

"

l

"

$

槡 m#

#

"

$

槡槡 m#

!

!%

#

""

!

$

#如果
S

$

5

%

"令
"

^

"

#

"

"

$

5

#

"公式!

H"

#变为

只有唇口右边次生裂纹时的无量纲强度因子

"

(^

2

#

!

#l

"槡 #

#l

F

!

"

l

"

$

槡 m#

#

$

m

!

"

l

"

$

槡 m#

#

$

lF

#

$

'!

"

l

"

$

槡 m#

#

$

mF

(

' (

$

*

!

"

l

"

$

槡 m#

#

"

$

槡槡 m#

!

!#

#

""

!

H

#如果唇口的高度
,

5

%

"则
F

5

%

"公式!

H"

#

简化为

(^

$2lS

#

lS

$

槡 $

!

!$

#

!

!

#如果
S

#

5

%

"

S

$

5

%

"同时
,

5

%

"

F

5

%

"则

式!

H"

#可简化为

(^槡2 !

!H

#

公式!

!$

#和!

!H

#都是经典的
&

型裂纹的经典解'

Q

(

&

!

"

#当
S

#

5

%

"

S

$

5

%

"

"

$

^

"

#

5

#

时"公式!

#E

#可

简化为

E^

4

!

3

#

^

2

#

$

#

3

mF

3

l

3

#

$

!

#mF

3

$

' (

#

!

!!

#

公式!

!!

#与文献'

$$

(中的变换公式是一致的
&

特别是
4

!

m#

#

^m2

"

4

!

#

#

^2

"

4

!

A

#

^m

$F2

#mF

$

A

"

4

!

mA

#

^

$F2

#mF

$

A

"利用数学软件
4=VUL

9K=VAJ=#$&H

"对式!

H"

#求极限运算可得

(^

槡2!

#m

(

l

(

$

槡 l#

#

$

!

!"

#

其中
(

^

,

2

^

$F

#mF

$

&

式!

!"

#与文献'

$$

(的结果完

全一致
&

'

"

数值算例

为了与文献的结果进行比较"分析唇口次生裂

纹的几何参数对应力强度因子和能量释放率的影

响"选择如下的材料参数'

$G

(

%

6

!!

"̂%O[=

"

"

T

H

#̂&$O[=

(

$

%̂&HO[=

"

"

1

#"

^m%&#HQ6

&

F

$

:

#"

^m%&#G%&

&

K

$

"

"&

##

Q̂$&G\#%

m#$

&

$

&!

)

*

K

$

#

R
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"̂&%)

&

K

*
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期
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其中
&

表示电荷单位库伦"

)

表示力的单位牛顿"

R

J;

表示标准能量释放率
&

首先讨论几何参数对
+(2

和能量释放率的影

响"通过给出一些特殊值对公式!

HE

#"!

!%

#和!

"%

#作

图
$K

图
E&

图
$

表示了当
2 %̂&%#K

"

, %̂&%%"K

时"

(

随唇口右裂纹长度的变化曲线
&

图像表明"由

于缺陷的对称性"唇口两侧裂纹长度增大时"

(

都

是变大的
&

图
H

表示当
2 %̂&%#K

"

S

#

%̂&%%"K

时

(

随唇口高度
,

的变化曲线"表明当唇口高度
,

增

大时
(

逐渐变小)当一侧裂纹长度为零时"

(

随唇

口高度
,

的增大先增大后减小最后逐渐趋于常数"

反之也是成立的)当一侧裂纹长度不变"另一侧裂纹

长度
S

$

)

%

时"

(

随唇口高度
,

的增大一直减小逐

图
$

"

(

随
S

#

&

2

的变化规律

2A

S

8$

"

&U=B

S

96W( RAVU=;=VA6S

#

&

2

图
H

"

(

随
,

&

2

的变化规律

2A

S

8H

"

&U=B

S

96W( RAVU=;=VA6,

&

2

渐趋于常数
&

因此"增加唇口的高度往往会抑制裂

纹的扩展"增加唇口两边次生裂纹的长度会促进裂

纹的扩展
&

图
!

中的图像表示当唇口两边的次生裂纹长度

都为零时
(

随唇口高度
,

的变化曲线"该曲线显

示"随着唇口高度
,

的不断增大"

(

不断减小最后

趋于一稳定的常数"该结果与文献'

$$

(的相应结果

一致"从而验证了结果的正确性
&

图
H

与图
!

的结

果是相一致的"由此可知"唇口两侧裂纹长度的伸长

都会促进材料的断裂
&

图
"

描述了能量释放率随声

子场载荷的变化规律"随着声子场载荷的增大"能量

释放率逐渐变大"从而促使裂纹扩展"与文献'

$D

(的

结论基本一致
&

图
!

"

唇口中
(

随
,

&

2

的变化曲线

2A

S

8!

"

&U=B

S

96W( RAVU;=VA6,

&

26W7A

?

LCU=

?

9

图
"

"

声子场应力
!

p

H$

对能量释放率
R

的作用

2A

S

8"

"

(BW7<9BJ96W

?

U6B6BWA97T76=T

!

p

H$

<

?

6B9B9;

S>

;979=C9;=V9R
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当
L

p

H$

%̂&

&

K

$ 时"材料退化为一维六方准晶

材料"图
G

表示了此时声子场应力
!

p

H$

对能量释放率

R

的影响规律
&

由图可以看出"当声子场应力变大

时"能量释放率不断变大"当声子场不变时"增加缺

陷的几何尺寸能量释放率也变大
&

在声子场应力不

变时"唇口两边裂纹长度的增加会使能量释放率增

强
&

图
D

描了相位子场应力
[

p

H$

对能量释放率
R

的

影响规律
&

由图可知"当相位子场应力变大时"能量

释放率也不断变大"当相位子场应力不变时"增加缺

陷的几何尺寸可使能量释放率变大)当相位子场应

力
[

p

H$

(

"4[=

时"几何尺寸对能量释放率的影响

可以忽略不计"而当
[

p

H$

不断变大时"几何尺寸对能

量释放率的影响越来越明显
&

因此"以上两图可以

看出"机械载荷与缺陷尺寸的变大往往促进裂纹的

扩展"与经典的结论相一致
&

图
G

"

L

p

H$

%̂&

&

K

$ 时声子场应力
!

p

H$

对能量释放率
R

的影响

2A

S

8G

"

0CL

p

H$

%̂&

&

K

$

"

ABW7<9BJ96W

?

U6B6BWA97T76=T

!

p

H$

<

?

6B9B9;

S>

;979=C9;=V9R

图
Q

描述了在给定的唇口裂纹的几何参数
2^

%&%#K

"

,^%&%%"K

"

S

#

^%&%%GK

"和应力载荷

[

p

H$

%̂&!4[=

"

!

p

H$

%̂&"4[=

"

L

p

$

%̂&"\#%

m!

&

&

K

$ 下标准能量释放率随准晶耦合系数
T

H

的变化曲

线"由图可以看出"随着准晶系数
T

H

的增大能量释

放率先缓慢变大然后迅速变大)当
T

H

一定时"次生

裂纹越长"能量释放率越大
&

图
E

揭示了相位子场

弹性常数
(

$

对标准能量释放率的影响规律
&

由图

可以看出"随着弹性常数
(

$

的不断增大"能量释放

图
D

"

相位子场应力
[

p

$H

对能量释放率
R

的作用

2A

S

8D

"

(BW7<9BJ96W

?

U=C976=T[

p

$H

<

?

6B9B9;

S>

;979=C9;=V9

率不断减小)当相位子场弹性常数不变时"几何尺寸

越大"能量释放率也越大
&

由此可知"弹性常数越大"

材料越稳定"裂纹越不易扩展
&

图
Q

"

准晶耦合系数
T

H

对能量释放率的影响规律

2A

S

8Q

"

(BW7<9BJ96W

j

<=CAJ;

>

CV=7J6<

?

7AB

S

J69WWAJA9BVT

H

6B9B9;

S>

;979=C9;=V9

图
#%

和图
##

描述了缺陷的宏观尺寸对能量释

放率的影响
&

在给定的机械载荷和电载荷的条件下"

能量释放率随两边次生裂纹的变长不断增大
&

当一

边裂纹
S

$

%̂

时"随唇口高度
,

的增大"能量释放率

先增大然后逐渐减小"最后趋向于一个常数
&

当裂

纹长度
S

$

)

%

时"能量释放率随唇口高度
,

的增大

始终减小)增加唇口两边裂纹的长度可以促使裂纹

扩展"增加唇口的高度反而抑制裂纹的扩展
&
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图
E

"

相位子场弹性常数
(

$

对能量释放率的影响
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S

8E

"

(BW7<9BJ96W

?

U=C997=CVAJJ6BCV=BV(
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图
#%

"

裂纹长度对能量释放率
R

的作用
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图
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"

,

&
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对能量释放率
R

的作用
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;979=C9;=V9R

由文献'

$Q

("对上述计算结果可做理论分析

如下
&

唇口作为
5

型切口"若张角是
$

-

"平面应变和

平面应力状态下的特征距离分别为

T

#

-

^

!

#l

'

#!

"mQ

'

#

!

$

(

-

%

! #

;

$

"

"

T

$

-

^

"mH

'

!

$

(

-

%

! #

;

$

其中
%

;

表示拉伸强度"

(

-

表示平均断裂韧度
&

在线弹性断裂力学中"应变能密度可表示为

O^

#

$%

'

%

$

9

l

%

$

-

m$

'%

9

%

-

l$

!

#l

'

#

%

$

9

-

(

裂纹尖端一定体积的截面积为

#

C

*

T

-

%

*

-

P-

9T9T

/

C

!

T

4

-

#

$

-"

!

4

C

#

"

$

#

平均应变能密度可表示为

8

O

C

*

T

-

%

*

-

P-

O9T9T

/

#

C

(

$

#%

N
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#

D

(

$

$%

N
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-

#

%T

-

!

!G

#

当平均应变能密度达到材料的临界值
O

6

^

%

$

;

$%

时材料往往会发生断裂
&

由式!

!G

#可以看出当唇口

高度
,

变大时"切口张角
$

-

也变大"平均应变能密

度变小"裂尖处反而不易发生断裂"与图
H

和图
#%

的结论是一致的
&

(

"

结论

本文应用复变函数方法"结合
4<C@U97ACUXA7A

理论"在断裂力学中建立了唇口次生两不对称裂纹

模型"讨论了一维六方准晶压电材料中该缺陷模型

的反平面剪切问题
8

得到了右侧裂纹端点处的应力

强度因子和能量释放率的解析解
8

在特殊条件下"可

以进一步推广到只在唇口一边有次生裂纹$唇口两

边有两条等长的次生裂纹的解析解"这些结果还可

以退化成已有的结果"例如经典的
O;AWWAVU

裂纹解$

无次生裂纹的唇口裂纹解
8

数值算例阐明了唇口尺

寸和裂纹长度对能量释放率和场强度因子的作用规

律
8

结论可归结如下%

!

#

#当唇口两边次生裂纹的长度不断变长时"

裂纹端点处的场强度因子和能量释放率都会不断变

大"从而促进裂纹的扩展)当缺陷的几何尺寸固定

时"电场和机械载荷强度的增大总是促进裂纹的

*
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扩展
8

!

$

#由剪应力对称性可知"当唇口一侧的次生

裂纹的长度为零时"随着唇口高度的增加"另一侧裂

尖处的应力强度因子和能量释放率先变大到达极值

点后渐渐变小"慢慢趋向于一个稳定的常数)当唇口

一边的裂纹长度较大且唇口变高时"另一侧裂尖处

场强度因子和能量释放也都会逐渐变小"从而抑制

裂纹的扩展
8

当唇口的高度变得足够大时"唇口两侧

的边裂纹对场强度因子和能量释放率的影响可以忽

略不计
8

!

H

#结果表明"如果相位子场消失"本文结果变

为压电复合材料中唇形裂纹反平面问题的解析解)

如果电场消失"该结果变为一维六方准晶中唇形裂

纹反平面问题的解析解
8

图
#$

"

由含唇口带两不对称次生裂纹的无限大平面到单位与外部区域的保角变换
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附录
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保角变换公式的推导

由
EK

平面上含直裂纹!

m2

"

2

#外部区域的无

限大平面到单位圆外部区域的变换公式如下
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2
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$l

#

! #

$

!

0#

#

受到文献'

Q

(的启发"从椭圆孔次生两不对称裂

纹的外部区域到单位圆外部区域的拱形变换公式为
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