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轴向拉伸载荷作用下缺口圆棒的应力三轴度
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应力三轴度是表达应力状态的参量#可作为变量表征材料的塑性和断裂损伤模型#在结构强度和失

效分析中发挥重要作用
7

具有缺口的圆棒拉伸试验可用于标定塑性和损伤模型中的参数
7

然而#文献中却存在两个

不同的公式计算拉伸载荷作用时缺口圆棒最小截面轴心处的三轴度#二者分别由国际著名学者
Y;B0

K

6=8

和

_B@;S>B:OB

先后提出#其不同性往往造成应用时的困惑
7

本文通过精细化的有限元计算分析#意在澄清两个公式的

有效性和适用性
7

结果表明#

Y;B0

K

6=8

公式仅弹性阶段和特定
7

(

6

范围内较为准确#

Y=D'_B@;S>B:OB

公式与数值模

拟结果及实验数据吻合较好#可用于计算整个拉伸过程中三轴度的算术平均值
7

基于进一步的分析#本文提出了理

想弹塑性条件下塑性阶段的应力三轴度新的修正公式#还讨论了缺口几何和应变强化效应$指出不同的缺口比例

会影响到颈部应力场#缺口比例越小#弹性阶段的应力三轴度越接近
$

(

#

*而应变强化则会导致拉伸过程中应力三

轴度的降低
7

关键词
!

应力三轴度#缺口圆棒#数值模拟#缺口几何效应#应变强化效应#新的修正公式
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引言

所谓应力三轴度#定义为静水压力与
<B5@5

等

效应力之比!一般用
5

表示"#亦即无量纲静水压力
7

作为描述应力状态的参量#在材料的塑性和断裂评

估中起着关键作用
7

如对于脆性或岩土类材料#其塑

性依赖静水压力#因此其屈服准则和强化'软化规律

都需要应力三轴度表达
7

对于延性金属材料#虽然其

初始屈服和早期的塑性与静水压力关系不大#但在

大变形塑性阶段以及损伤起始和断裂发生时#应力

状态的影响较为严重#因此#迄今为止有大量的文献

建立依赖静水压力的塑性模型和损伤'断裂准则#如

Y'_

塑性模型%

$

&

'

'̂)

失效模型%

!

&

'

X'_

失效模型%

#

&

等
7

其中
'̂)

失效模型考虑了应力三轴度温度及应

变率对于材料的影响#将三轴度作为关键参量描述

材料的断裂行为#由于其形式简单且参数易于标定

等特点#在冲击侵彻问题中得到了广泛且成功的应

用*

Y'_

塑性模型考虑了静水压力对于金属材料塑

性的影响#将应力三轴度作为屈服函数表达式中的

重要变量#以更精确地描述材料的塑性行为*

X'_

失效模型同时考虑了三轴度和
4D0@

角参数对于材

料失效破坏的影响#通过不同应力状态下的简单实

验标定参数
7

所以与描述应力状态的另一个参数应

力
4D0@

角一样#应力三轴度在这些塑性和断裂模

型中都是关键的参量
7

因此#建立依赖静水压力的塑

性和断裂模型需要应力三轴度参数的准确表征
7

依赖应力三轴度的塑性和损伤模型需要借助不

同简单应力状态下的实验结果标定参数
7

如带缺口

的圆棒拉伸试验#其颈部区域呈现复杂应力状态
7

若

试件拉伸过程应力状态保持不变#则相应的三轴度

为常数#改变颈部缺口几何则相应三轴度也会改变
7

通过改变缺口大小#可获得不同应力三轴度下的塑

性和断裂性能实验数据
7

然而在整个试件拉伸过程

特别是进入颈缩阶段!见图
$

"#应力三轴度难以保

持恒定#所以初始与断裂时的应力三轴度是两个主
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要关注点
7

已有文献表明%

$

&

#在一定范围内#断裂发

生在构件应力三轴度最大处#对于单向拉伸实验#最

小横截面轴心处为开裂点
7

由于实验设备的局限性#横截面内部的应力
'

应

变场不能直接进行测量%

/

&

#因此无法直接确定颈部

轴心处的三轴度
7

在理想弹塑性假定下#

Y;B0

K

'

6=8

%

1

&推导出了如下应力三轴度公式$

5

2@

*

$

#

g?8$g

7

!

! "

6

!"

$

式中
7

为颈部最小截面半径#

6

为缺口半径
%

Y=D

和
_B@;S>B:OB

%

L

&通过有限元数值分析对公

式!

$

"修正如下$

5

2*

*

$

#

槡g !?8$g

7

!

! "

6

!"

!

图
$

!

圆棒颈缩示意图
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在之后的十几年中#不同学者对于两者的使用

不尽相同
%Y=D

%

"

&将公式!

!

"作为
!-!/'.#1$

铝合金

圆棒的初始应力三轴度*

\?

K

=;8B

%

M

&使用公式!

$

"作

为初始应力三轴度#对
Y'_

塑性模型进行了扩展并

通过实验验证了修正后模型的正确性*

4B

%

,

&采用公

式!

$

"作为初始应力三轴度#对断裂机理进行深入讨

论*

Y=D

和
_B@;S>B:OB

%

$-

&率先提出用平均应力三轴

度
5

7)

来表示在拉伸过程中变化的应力三轴度*

Y=B

%

$$

&采用公式!

!

"作为缺口圆棒初始的应力三轴

度#比较了缺口圆棒与平槽板在相近的三轴度范围

内的断裂轨迹*祁爽等%

$!

&将公式!

$

"作为拉伸过程

中的平均应力三轴度#比较了颈部最小截面上应力

三轴度随截面中心处应变的变化规律*

\?R@5

%

$#

&以

公式!

$

"作为标准#进行了静态和动态拉伸实验#指

出具有小缺口半径的试样失效部位发生在低三轴度

区*余万千等%

$/

&在确定初始应力状态下的应力三轴

度采用了式!

$

"#对于整个变形过程则采用了平均值

进行计算#并确定了
Y'_

模型的失效参数
7

可以看出对于这两个公式在文献中都被广泛应

用#但目前并未形成一致的看法
7

应用不同的公式#

将对塑性和断裂模型产生不同的影响#最终得出不

同的计算结果和结论
7

因此#有必要进行全面而深入

的分析比较
7

本文利用
\Y\aVP

非线性有限元程

序建立精细化模型#对缺口圆棒的单向拉伸行为进

行数值模拟#重点考察颈部轴心处应力三轴度的变

化规律#并将
Y;B0

K

6=8

公式!

$

"和
Y=D'_B@;S>B:OB

公式!

!

"的结果与有限元数值结果进行对比#检验二

者的适用性*在此基础上#提出理想弹塑性条件下塑

性阶段的应力三轴度公式#并深入讨论试件尺寸效

应和应变强化效应
7

$

!

缺口圆棒有限元模型

$7$

!

有限元模型

利用
\Y\aVP

(

)\F

对缺口圆棒建立不同的

有限元模型#确保分析结果的可靠性
7

建立的两种有

限元模型分别为$

模型一$由于拉伸缺口圆棒为轴对称问题#因此

采用
)\X/(

轴对称单元#同时由于与平行颈部最

小截面处的
+NM

面也为对称面#因此可取试件
$

(

/7

边界约束条件为$在网格的左侧采用轴对称约束!图

!

中标为
\')

"#在网格底部施加对称边界条件!图
!

中标为
P')

"#模型沿
,

轴正向施加轴对称载荷#如

图
!

!

=

"所示
7

模型二$采用
)#N$-

实体单元#为提高计算效

率#取试件的
$

(

M

进行建模#边界约束条件为$在网

格左侧相对于
,

NM

平面#网格后方相对于
+N

,

平面

及网格底部相对于
+NM

平面施加对称边界条件!图

二中标为
P')

"#模型沿
,

轴正向施加轴对称载荷#

如图
!

!

>

"所示
7
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图
!

!

两种有限元模型

%B

K

7!

!

.ZD%F<5

$7"

!

分析步及材料本构模型

根据塑性理论#小变形条件下保持单调加载是

实现简单加载即应力分量比值不变的必要条件#亦

即应力三轴度保持恒定#所以应该使用
\Y\aVP

(

PA=80=;0

标准通用静态分析步
7

为了输出详尽的计

算数据#将增量步长设置为固定增量步长#步长为

-7-$7

由于
Y;B0

K

6=8

的计算公式是在材料理想弹塑

性假定下得到的#所以校验加载过程也采用理想弹

塑性模型
7

为了考察应变强化效应#相关的计算则采

用各向同性线性强化弹塑性模型#

,

3

表示初始屈服

强度
%

相关材料参数为$杨氏模量
9

为
!$-&3=

#线

性强化切线模量
9

A

取不同值以考察强化效应*

,

3

为

MM-<3=

#泊松比
7

取
-%#%

"

!

应力三轴度公式的检验与修正

"%$

!

拉伸实验比较

参照文献%

$1

&中的
$-/1

钢圆棒拉伸试验数据#

采用
)\X/(

单元和
)#N$-

单元建模#进行从加载

至破坏全过程的数值仿真#其最终破坏结果对比见

图
#7

可以看出$数值解能够较好地呈现出试验最终

的破坏结果*光滑和带缺口两种情况下的载荷位移

曲线见图
/

#两种不同单元有限元模型的载荷位移

曲线均能够与试验曲线相吻合#因此文中所建立的

精细化模型能够准确描述圆棒试件在拉伸载荷作用

下的复杂应力状态
7

图
#

!

试验与数值结果对比

%B

K

7#

!

)D6

C
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图
/

!

$-/1

钢光滑和带缺圆棒试件的载荷位移曲线

%B

K

7/

!

%D;:@0B5

C

?=:@6@8A;@5

C

D85@DE$-/15A@@?56DDAT

=808DA:T@0;DJ80>=;5

C

@:B6@85

"7"

!

两个公式与有限元解的比较

对于不同的
7

(

6

值#通过两种有限元模型分别

进行了多组计算#将数值解与
Y;B0

K

6=8

公式!

$

"和

Y=D'_B@;S>B:OB

公式!

!

"进行比较#可校验缺口圆棒

在理想弹塑性条件下的应力三轴度#见图
17

结果表

明#两种单元数值解在弹性阶段!

9

+

"

*-

"对应的应力

三轴度值均与
Y=D'_B@;S>B:OB

公式偏离较大#但与

Y;B0

K

6=8

公式相近#结果充分说明了
Y;B0

K

6=8

公

式解并不依赖于单元类型的改变#精确度得到验证#

将其作为确定缺口圆棒弹性阶段的应力三轴度
5-

是合理的*而当进入塑性后#如9

+

"

*-%-$

时#所对应

的应力三轴度值有显著的上升#此阶段公式!

$

"'!

!

"

已不再适用#后续分析将引入平均应力三轴度进一

步考察公式的适用性
%

由于两种数值解在弹性阶段

与
Y;B0

K

6=8

公式基本吻合#因此后续的模拟均采

用计算效率较高的
)\X/(

单元
7

接下来考虑材料应变强化效应
7

采用材料线性

应变强化模型#所得到的数值解与
Y=D'_B@;S>B:OB

公式的比较结果见图
L7

其中对于平均应力三轴度

采用两种不同的方法#即分别由文献%

"

&和%

!

&建议

的如下公式!

#

"'!

/

"进行计算$

5

7)$

'

$

+

<

#

+

<

-

5

9

+

! "

"

0

9

+

"

!"

#

5

7)!

*

$

!

5-

g

5

! "

<

!"

/

其中
+

<

'

9

+

"

分别表示断裂应变和等效塑性应变#

5-

'

图
1

!

三轴度公式解与数值解的比较

%B

K

71

!

)D6

C

=;B5D8DE

5

>@AZ@@8ED;6J?==80

8J6@;B:=?5D?JABD8

5

<

分别表示弹性阶段和断裂时所对应的应力三轴

度#

5

7)$

为积分平均值#

5

7)!

为算术平均值
%

相关数据

见表
$

%

,

#

$L

&

%

表
$

!

缺口圆棒试件相关实验数据

.=>?@$

!

(@?@R=8A0=A=DEAT@;DJ808DA:T@0>=;5

C

@:B6@85

实验编号

/

$

7

!

66

"

6

!

66

"

5

<

5-

+

<

*

#7-- #7-- $7-! -7"# -7-M!

+

#7-- /7-- -7,# -7L1 -7$!#

,

#7-- L7-- -7M# -711 -7$,1

-

#7$! #7$! $7-!, -7"# -7"#,

.

#7$! L7!1 -7M#1 -711 -7,1$

!!

考虑强化后的数值结果见图
L

#可以看出整个

拉伸过程中
5

7)!

与
5

2*

相近#误差均小于
19%

但与

5

7)$

误差较大#最大误差达到了
#-9

*所以#对于缺

口圆棒的整个拉伸过程#使用
Y=D'_B@;S>B:OB

公式

可计算应力三轴度的算术平均值
7

"7!

!

Y;B0

K

6=8

公式的适用范围

现考察
Y;B0

K

6=8

公式所适用的几何尺寸范

围#数值解与
Y;B0

K

6=8

公式解的比较见图
"7

可以

看出#当缺口圆棒试件的几何尺寸改变时#所得到的

模拟结果并非都能满足
Y;B0

K

6=8

公式!

$

"

7

譬如$

当颈部
7

的半径保持恒定且缺口半径
6

逐渐减小

时#应力三轴度在偏离
Y;B0

K

6=8

解
%

模拟结果表现
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图
L

!

有限元解与公式解的比较

%B

K

7L

!

)D6

C

=;B5D8>@AZ@@8%F5D?JABD8=80

ED;6J?=5D?JABD8

为下降趋势#公式!

$

"此时不再适用#即公式!

$

"在有

限的
7

(

6

值范围内具有准确性
%

具体表现为#当
7

(

6

小于
$%-

时#数值解总能够与公式吻合
%

当
7

(

6

值

在
$%-

和
$%!

之间时#数值解逐渐偏离公式#但误差

保持在
19

以内
%

当
7

(

6

超过
!%-

时#误差继续增

加
%

当
7

(

6

达到
!%-

时#误差达到
!L9

#曲线完全偏

离
%

对于误差原因#进行
L

组小缺口情形分析
%

图
"

!

5-

随
7

(

6

的变化及相对误差

%B

K

7"

!

)T=8

K

@DE

5-

ZBAT7

(

6=80@;;D;

!!

由于拉伸过程中颈部中心处的应力状态几乎保

持不变#三个主应力呈线性增长#所占比例均保持稳

定#因此将三个主应力大小量化为主应力占比#定义

为主应力分量占三个主应力之和的比重
%

拉伸过程中的
5-

及颈部中心处的主应力占比见

图
M%

从中可以看出#随着
6

值减小#

7

(

6

比值增大#

初始应力三轴度
5-

在下降#主应力
,

$

所占的比例在

上升
%

当
7

(

6

达到
!-

时#初始应力三轴度为
-%#/"M

#

图
M

!

缺口圆棒颈部中心点处的主应力占比

%B

K

7M

!

3;D

C

D;ABD8DE

C

;B8:B

C

=?5A;@55=AAT@:@8A@;

C

DB8ADE8DA:T@0:

H

?B80@;8@:O

+
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接近于单向拉伸时的应力三轴度
-%##

#而此时所对

应的主应力
,

$

占比
,,9

#而
,

!

与
,

#

仅为
-%19

#与
,

$

相比非常小#此时颈部中心近似可看成单向应力状

态#

,

!

与
,

#

对应力场影响可忽略不计
%

结果表明当

颈部半径
6

非常小时!

6

4

7

"#

Y;B0

K

6=8

公式!

$

"不

再适用#初始应力三轴度需要借助有限元分析精确

给出
%

"%%

!

建议新的应力三轴度公式

对于理想弹塑性材料#考虑六个不同缺口情形

!

7

为
$%-66

#

6

分别为
$%--

#

$%$,

#

$%/-

#

$%1,

#

!%-/

#

!%#M66

"#记作
/

!

#编号分别为
\

#

%%

通过

模拟所得到的
5

随位移变化的曲线及情形
\

的公

式解见图
,%

可以看出#对于整个拉伸过程应力三轴

度的变化#可根据是否产生塑性应变!

3FFa

"将其

分为弹性区和塑性区
%

在圆棒颈部中心即将进入塑

性时#应力三轴度会发生急剧上升变化#比较于弹性

阶段大幅增长
%

在进入塑性阶段后#应力三轴度变化

幅度较小#可近似为定值#因此将
3FFa

为
-%-1

时

的应力三轴度与
5-

进行比较#见图
$-

#结果表明#随

着
6

的增大#情形
\

在塑性阶段的应力三轴度比弹

性阶段的值增长了
L"9

#情形
X

则达到了
M!9%

图
,

!

理想弹塑性条件下
5

随拉伸位移的变化

%B

K

7,

!

]=;B=ABD8DE

5

ZBAT(J80@;@?=5AB:

C

@;E@:A?

H

'

C

?=5AB::D80BABD85

对于情形
\

而言#弹性阶段满足小变形条件下

单调加载#能够保持应力三轴度维持不变*随着载荷

增加#在未进入塑性阶段之前#即等效塑性应变

!

3FFa

"为
-

时#应力三轴度就已发生改变
7

由于此

图
$-

!

由弹性进入塑性时
5

的变化

%B

K

7$-

!

)T=8

K

@DE

5

E;D6@?=5AB:BA

H

AD

C

?=5AB:BA

H

时的加载条件已经无法满足理想状态下的单调加

载#应力分量不再保持按比例增长#因此三轴度必然

会产生变化
7

在进入塑性阶段之后#两公式均与有限

元数值解有一定偏差
7

由于进入塑性阶段后应力三轴度会显著上升然

后维持平稳状态#相应的稳态值明显高于公式!

$

"

!

!

"

7

因此#在塑性阶段#这两个公式并不准确
7

为此

通过最小二乘法进行非线性拟合#得到如下公式$

5

"

0

*$%M2

$

#

g?8$g

7

!

! "

% &

6

!"

1

公式!

1

"与公式!

$

"'!

!

"所画出的
5

随
7

(

6

的

变化及数值解见图
$$%

三种公式所构成的曲面见图

$!

#可以看出拟合公式所对应的曲面要高于已知公

图
$$

!

理想弹塑性条件下有限元结果

%B

K

7$$

!

%F;@5J?A5J80@;@?=5AB:

C

@;E@:A?

H

'

C

?=5AB::D80BABD85

+
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图
$!

!

三种公式曲面图

%B

K

7$!

!

P

C

=:@5J;E=:@DEAT;@@ED;6J?=5

式的曲面#并且与数值解吻合#能够反映出理想弹塑

性模型中应力三轴度的真实值
%

综上所述#对于不同的塑性应变强化情形#在拉

伸过程中
5

所使用的公式见图
$#%3FFa

为
-

时#依

然采用
Y;B0

K

6=8

公式确定弹性阶段的应力三轴

度*

3FFa

不为
-

时#对于理想弹塑性模型#则使用

上文给出的
5

"

0

公式!

1

"*对于线性强化模型#使用平

均值计算应力三轴度的大小则更为合理
%

图
$#

!

不同材料模型时
5

采用的公式

%B

K

7$#

!

%D;6J?=5DE

5

J5@0B80BEE@;@8A6=A@;B=?6D0@?

!

!

颈部缺口尺寸与材料应变强化效应

!%$

!

颈部缺口尺寸效应

对于相同
7

与
6

#缺口所占比例是否会影响到

中心点处的应力场#进而造成应力三轴度的差异#下

面将进行讨论
%

考虑如图
$/

中几种情形#用角度
*

表示缺口部分所占比例#改变
*

#比较在相同
7

(

6

时#三轴度的变化
%

选取
7*$%166

#

$

#

/

组不同的

6

#分别为
L%$#

#

/%!L

#

#%$1

#

!%#M66%

图
$/

!

不同
*

的有限元模型

%B

K

7$/

!

%F<B80BEE@;@8A

*

!!

5-

随
*

的变化见图
$1%

结果表明#当
6

为
L%$#

时#角度
*

对
5-

没有影响#随着
6

的减小#

*

的影响

范围逐渐扩大
%

对于
!

组和
#

组#当
*

小于
/1l

时#

5-

发生变化*对于
/

组#当
*

小于
11l

时#

5-

开始下降
%

对于相同的
7

(

6

组#三轴度随着
*

的减小而增加
%

此处最小只给出
*

为
$1l

时的
5-

#假设
*

趋于无穷

+

1M!
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小#此时缺口的比例几乎为
-

#因此相应的
5-

应无限

接近
$

(

#%

当
*

为
$1l

时#受影响组对应的
5-

均降至

-%/

以下#最终值接近
-%##

#即
6

越小#

*

引起的影

响越大#变化越剧烈
%

由此可以看出#

5-

会受到缺口

比例的影响从而造成数值上的差异
%

对于拉伸全过程
5

随位移的变化#见图
$L%

结

果表明#当
*

分别为
/1l

'

L-l

'

,-l

时#三种工况的
5-

存在差异#但随着位移增长#加载后期
5

值趋于一

致#能够与公式!

1

"相符合*当
*

为
#-l

时#

5-

较另外

三组数值较小#后期的
5

也大幅下降
%

由此表明#缺

口比例不仅会影响
5-

#在比例过小时还会影响到全

过程中应力三轴度的变化#在进行实验设计时需考

虑缺口比例的影响
%

图
$1

!

不同缺口比例对
5-

的影响

%B

K

7$1

!

FEE@:ADE0BEE@;@8A8DA:T;=ABD5D8

5-

图
$L

!

不同缺口比例
5

随拉伸位移的变化

%B

K

7$L

!

R=;B=ABD85DE

5

ZBATJJ80@;0BEE@;@8A8DA:T;=ABD5

!%"

!

材料应变强化效应

由于
Y;B0

K

6=8

是在理想弹塑性假定下得到的

公式!

$

"#对于应变强化效应并不在公式的考虑范围

之内
%

通过改变切线模量
9

A

与弹性模量
9

的比值#

研究不同强化程度对三轴度变化的影响#其中
9

A

(

9

*-

对应理想弹塑性#

9

A

(

9*$--9

则对应完全线弹

性
%

5

随位移的变化见图
$"%

结果表明#对于弹性
N

线

性强化塑性材料#强化模量的增大会大幅改变应力

三轴度的变化曲线#具体表现为强化模量越大#应力

三轴度在进入塑性阶段之后下降的越快*进入塑性

后应力三轴度曲线会出现峰值#且强化模量的升高#

会使得塑性区应力三轴度的峰值下降*当
9

A

(

9

达

到
!-9

时#曲线的峰值并不明显#与
9

A

(

9*$9

'

$-9

相比大幅降低#

9

A

(

9*-

和
$--9

时#曲线均近

似保持水平*当
9

A

(

9

D

-

'

$--9

时#随着位移的增

长#

5

曲线接近完全弹性时对应的
5-

%

图
$"

!

应变强化对
5

的影响

%B

K

7$"

!

FEE@:ADE5A;=B8T=;0@8B8

K

D8

5

有限元数值结果充分说明了应变强化效应对于

应力三轴度的影响很大
%

对于整个拉伸过程的应力

三轴度而言#即使是相同尺寸的试件#应变强化程度

不同所得出的值差异是较大的#因此对于实验中所

得到的应力三轴度进行平均化是有必要的
%

%

!

结论

本文通过有限元计算#考察了文献中的两个计

算公式即
Y;B0

K

6=8

公式及
Y=D'_B@;S>B:OB

公式的
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有效性和适用性#在此基础上提出了新的修正公式#

并讨论了缺口尺寸效应和应变强化效应对拉伸过程

中应力三轴度的影响
7

所得到的主要结果和结论为$

!

$

"对于有明显强化效应的材料可使用
Y=D'

_B@;S>B:OB

公式计算拉伸过程中应力三轴度的算术

平均值*

Y;B0

K

6=8

公式适用于计算特定
7

(

6

范围

内弹性阶段的应力三轴度#对于拉伸全程并不适用
%

!

!

"缺口比例不仅会影响弹性阶段的应力三轴

度#在比例过小时还会影响到全过程中应力三轴度

的变化#缺口比例缩小#会使得整个拉伸过程中的
5

降低#直接影响断裂参数的准确性
%

!

#

"应变强化效应会改变拉伸过程中应力三轴

度的变化趋势#与理想弹塑性相比#使得进入塑性后

的应力三轴度曲线出现峰值#且强化模量的升高会

导致塑性区的峰值下降#强化模量越高#进入塑性后

的三轴度下降越快
%

!

/

"对于理想弹塑性材料#

Y;B0

K

6=8

公式和

Y=D'_B@;S>B:OB

的预测结果均偏小#本文给出了新

的修正公式
5

"

0

*$%M2

$

#

g?8$g

7

!

! "

% &

6

#能够较

好的预测理想弹塑性条件下塑性区的应力三轴度
%
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轴向拉伸载荷作用下缺口圆棒的应力三轴度
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