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毛坯在制造过程中"材料力学性能的非均匀性导致其内部产生残余应力
7

残余应力会造成结构破坏"

在工件的切削去除过程中"残余应力会逐渐释放并引起变形
7

采用有限元的 ,生死单元-技术模拟材料的切削去除

过程"并转化为残余应力的释放"基于板壳理论$小变形理论$弹性理论和叠加原理"将径向基函数插值法与几何方

程$物理方程相结合"开发出一种新的解析方法"反演残余应力场并计算变形
7

结果表明解析方法的理论解与有限

元解高度吻合"能够用于判断残余应力分布并计算残余应力弹性释放引起的变形
7

关键词
"

残余应力"残余应力反演"残余应力释放"材料去除"有限元模拟
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引言

航空整体构件是一种材料去除率高达
=$YF

="Y

的大型薄壁类零件"在材料去除过程中"铣削应

力不断引入"初始残余应力逐渐释放"最终导致工件

变形(

;

)

7

但是"化学铣削实验表明在高速加工条件下

毛坯初始残余应力释放对变形的影响占到
=$Y

以

上"是需要考虑的首要因素(

#

)

7

当加工后留存的残余

应力与外载引起的内应力相互叠加"超过材料的屈

服极限时"工件将产生二次变形"结构的承载能力和

稳定性会降低"部分脆性材料甚至会发生断裂(

?

)

7

因

此"反演残余应力释放引起的变形"推断末状态的残

余应力分布"并由此选择性地消除残余应力"成为工

程上的一个重要问题
7

%

"

残余应力反演方法

目前残余应力反演主要分为数值和实验两类
7

数值方法的特点是根据部分残余应力测量结果"运

用插值或拟合方法推断残余应力分布
7

其中径向基

函数插值法(

!

)函数阶数较低"节点配置灵活且计算

工作量小"能够拟合空间中大部分曲面且在边界上

不会产生龙格现象"插值精度较高
7

反距离加权插值

法!

:R]

插值法#将距离的倒数做为选择权重的参

量"适用于样本点较多且数值连续性较好的情况(

"

)

7

克里金插值法是
:R]

插值法的改进版"考虑了空间

相关性的问题"插值效果更好(

>

)

7

实验上主要通过测量物理参数变化"如位移$应

变等反演残余应力
7

声表面波技术反演残余应力(

L

)

的原理是当损伤层中存在残余压应力时"声表面波

相速度会降低"声波频率固定时"残余压应力越高"

波速下降幅度越大"得到波速变化量与残余应力大

小的关系"反演残余应力
7

推广
K9:EI

提出的方法(

<

)是将钢板进行一次"

多次或正交多次切割"使钢板变形"释放残余应力"

由于残余应力远小于屈服极限"所以认为残余应力

的释放和再分布是弹性过程
7

该方法测量残余应力

释放产生的位移并将其做为外载施加在无应力无变

形的同种钢板上"使钢板变形"得到切割位移引起的

残余应力释放量"利用叠加原理将该应力场与末状

态残余应力场叠加"得到初始残余应力场
7

广义残余应力反演方法(

=

)给定一组从数字光电

技术!

2'%

#中测量的位移"将残余应力反演问题表

述为一个偏微分方程约束的最优化问题"该方法的

优点是能够应用于几乎任意几何形状构件的残余应
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力反演
7

基于声弹性理论的残余应力反演方法(

;$

)通过

推导附加无限小弹性变形且含有预应力材料的一般

增量本构关系"根据残余应力的均匀性假设"使用超

声方法评估材料的残余应力
7

其优点是不需要对残

余应力的来源或材料存在的状态进行任何假设
7

实验方法还包括从表面位移反演残余应力"通

过表面位移数据评估材料子域中的塑性损伤区域积

累引起的残余应力"并将其描述为一个将表面位移

与未知塑性应变联系起来的积分方程组"除此之外"

通过各向同性材料中本征应变的分布也可以模拟结

构中存在的裂纹(

;;

)

7

&
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残余应力反演与变形预测

本文的解析方法是数值方法与实验方法的结

合"在材料去除这一特定的加工背景下产生
7

首先"

部分数值方法反演残余应力的精度较高"但是没有

引入弹性力学方程"计算得到的应变不满足应变协

调条件"无法预测变形
7

而解析方法采用插值精度较

高的径向基函数反演残余应力"将材料去除过程等

效为解除切削部分对剩余部分的作用力"考虑到毛

坯的残余应力远小于屈服极限"所以视残余应力释

放过程为毛坯发生弹性变形的过程"因此将板壳理

论和弹性力学方程引入径向基函数插值中"使应变

协调"克 服单纯数值反演不能计算 变 形 的 局

限性(

;#

)

7

现阶段"残余应力的有损检测方法耗时且会对

材料造成破坏"无损检测费用高昂"所以残余应力反

演是减少测量并获取残余应力分布的一种方案(

;?

)

7

解析方法借鉴了实验方法的部分优点"先测量并反

演残余应力释放引起的位移"后代入几何方程计算

应变"再根据物理方程求出残余应力释放量"由初始

残余应力场减去残余应力释放量"得到重构后的残

余应力场"可以免去测量过程"节省成本
7

&7%

"

生成残余应力场

本文的研究对象为薄板结构
7

首先利用有限元

软件建立一个薄板模型"长宽高分别设置为
;$$

EE

$

;$$EE

$

"EE

"弹性模量和泊松比设置为
+[

#;$_KH

"

#

[$&?

"屈服极限为
#$$ 3KH

"按照

29PAGI9

公设"将总应变分解为弹性应变和塑性应

变"在软件中输入屈服应力和对应的塑性应变"如表

;

所示
7

采用
3:DID

屈服准则"并通过周期加载使薄

板产生不均匀的塑性变形"生成残余应力场%即&在

薄板上表面选中部分区域沿厚度方向施加正弦周期

载荷"如图
;

所示"连续加载
#

个周期"在加载过程

中薄板部分区域的内应力会大于屈服极限"产生塑

性变形"当外载撤去后"发生塑性变形的区域无法恢

复"就会对剩余部分产生拉伸或压缩作用"满足自平

衡条件的初始残余应力场由此生成(

;!

)

&

由于加载形

式随机"初始残余应力场也因此变得复杂"这样可以

避免偶然性"更好地验证本文方法的反演效果
&

表
%

"

薄板塑性参数设置

SHO6I;

"

K6HDQ:A

8

H9HEIQI9DIQQ:B

N

T59DGIIQE56R:B

N

序号 应力 塑性应变

; #$$ $7$$#

# #!> $7$#?"

? #=! $7$!L!

! ?L! $7$=?"

" !?L $7;?LL

> !<$ $7;<

有限元软件的
'BQI9HAQ:5B

模块内含有,

35RI6

AGHB

N

I

-功能"即,生死单元-技术"该功能可以使选

中的单元不再参与后续的计算过程且对其他单元不

再产生任何影响"因此能用于模拟材料的切削去除
7

本文采用,

35RI6AGHB

N

I

-模拟薄板上下两层的切

割"并将其转化为残余应力的释放过程
7

&7&

""

反演残余应力释放量并计算变形

图
#

为薄板结构示意图"黄色部分为区域
N

"代

表加工过程中从薄板上去除的多余材料"上下两层

各为
;&#"EE

"绿色部分为区域
R

"代表薄板经材料

去除后的成形零件"厚度为
#&"EE

"由于是薄板结

构"所以不考虑厚度方向!

S

方向#的作用力
&

材料去

除前"区域
N

对区域
R

的作用力可表示为
T

N(

$

T

N

)

$

1

N(

$

1

N

)

%区域
R

对区域
N

的作用力表示为
T

R(

$

T

R

)

$

1

R(

$

1

R

)

"它们是作用力与反作用力的关系"大

小相等方向相反"如图
?

所示
&T

N(

$

T

N

)

对区域
R

产

+

=<;

+第
#

期
""""""""""""

顾百骏等&

"

基于弹性理论的残余应力反演和变形计算



图
;

"

薄板加载示意图

1:

N

7;

"

*AGIEHQ:AR:H

N

9HE5TDGIIQ65HR:B

N

图
#

"

材料去除前的薄板结构示意图!绿色代表区域
R

"黄色代表区域
N

#

1:

N

7#

"

*AGIEHQ:AR:H

N

9HE5TQGIDGIIQDQ9PAQP9I

8

9:59Q5EHQI9:H69IE5UH6

!

N

9IIBT59H9IHR

"

J

I665]T59H9IHN

#

图
?

"

材料去除前薄板的受力示意图

1:

N

7?

"

*AGIEHQ:AR:H

N

9HE5TQGIT59AI5BQGIDGIIQ

8

9:59Q5EHQI9:H69IE5UH6

生面内拉压作用"

1

N(

$

1

N

)

产生面外翘曲作用"区域

R

保持平衡状态"材料
N

去除后"

T

N(

$

T

N

)

$

1

N(

$

1

N

)

瞬时为
$

"此时区域
R

不平衡"残余应力会弹性

释放"产生弹性条件下的应力重构"使
R

重新达到

平衡状态
&

定义区域
N

去除前区域
R

的上表面应力

为
$

R;

!

P

8

#"下表面应力为
$

R;

!

R5]B

#"区域
N

去除

后"产生应力重构"定义重构后区域
R

的上下表面

残余应力分别为
$

R#

!

P

8

#"

$

R#

!

R5]B

#

&

定义区域
R

+
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上表面和下表面的应力释放量分别为
%$

R

!

P

8

#和

%$

R

!

R5]B

#"则&

%$

R

!

P

8

#

[

$

R;

!

P

8

#

X

$

R#

!

P

8

#

%$

R

!

R5]B

#

[

$

R;

!

R5]B

#

X

$

R#

!

R5]B

'

(

)

#

!

;

#

应力重构使薄板产生拉压和翘曲变形"可以将应力

%$

R

!

P

8

#和
%$

R

!

R5]B

#分解为两部分&

%$

R

!

P

8

#

[

%$

!

T

#\

%$

!

1

#

%$

R

!

R5]B

#

[

%$

!

T

#X

%$

!

1

'

(

)

#

!

#

#

%$

!

T

#

由
T

N(

$

T

N

)

引起"使薄板产生面内拉压变形"

%$

!

1

#

由
1

N(

$

1

N

)

引起"使薄板产生面外翘曲变形
&

由于薄板的翘曲变形量通常远大于拉压变形量"所

以认为
T

N(

$

T

N

)

近似为
$

"即
%$

!

T

#[$

"本文主要计

算由
%$

!

1

#

引起的翘曲变形(

;"

)

&

在区域
R

的中性面内均匀选取
=

行
=

列一共

<;

个样本点"记行数
9[=

"列数
E[=

"总共样本点

个数
M[9E[<;

"坐标分别记为!

(

'

"

)'

#"

'[;

"

#

"

2"

<;&

读取材料去除前后"样本点在区域
R

上表面

对应位置处的
?

个残余应力分量
$

(

$

$

)

$

,

(

)

的应力释

放量"分别记为
%$

(

!

P

8

#

!

(

'

"

)'

#$

%$

)

!

P

8

#

!

(

'

"

)'

#$

%,

(

)

!

P

8

#

!

(

'

"

)'

#"以及下表面对应位置处的应力释放

量
%$

(

!

R5]B

#

!

(

'

"

)'

#$

%$

)

!

R5]B

#

!

(

'

"

)'

#$

%,

(

)

!

R5]B

#

!

(

'

"

)'

#"

'[;

"

#

"2"

<;&

由式!

#

#可得引起翘曲变形的应

力表达式为&

%$

!

1

#[

%$

R

!

P

8

#

X

%$

R

!

R5]B

#

#

!

?

#

定义引起薄板翘曲变形的残余应力分量分别为

%$

(

!

1

#

!

(

'

"

)'

#"

%$

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#"

%,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#"根据

!

?

#计算可得&

%$

(

!

1

#

!

(

'

"

)'

#

[

%$

(

!

P

8

#

!

(

'

"

)'

#

X

%$

(

!

R5]B

#

!

(

'

"

)'

#

#

%$

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#

[

%$

)

!

P

8

#

!

(

'

"

)'

#

X

%$

)

!

R5]B

#

!

(

'

"

)'

#

#

%,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#

[

%,

(

)

!

P

8

#

!

(

'

"

)'

#

X

%,

(

)

!

R5]B

#

!

(

'

"

)'

#

'

(

)

#

!

!

#

薄板平面内的残余应力释放满足弹性理论"平

面内含有应力
$

(

$

$

)

$

,

(

)

"应变
"

(

$

"

)

$

-

(

)

和位移
I

$

<

一共
<

个物理量
&

这些物理量需满足
?

个物理方程"

?

个几何方程和
#

个应力平衡方程一共
<

个方程"

物理量个数与方程个数相等"方程封闭且有唯一解
&

但是在实际测量和反演残余应力的过程中"通常会

存在误差"所以在每个样本点位置"平衡方程无法精

确满足"反演过程可以不考虑应力平衡方程的约束

作用"因此方程个数减为
>

个"存在
#

个自由的物理

量
&

将
$

(

和
$

)

当做自由物理量"用径向基函数插值

法进行反演"而后代入几何方程和物理方程中"此时

方程包含剩余的
>

个物理量"

>

个方程"方程封闭并

求得唯一解"再利用计算的平面位移
I

和
<

"结合板

壳理论反演翘曲变形"整个过程满足应变协调条件"

具体过程如下
&

将坐标和应力作为数据"用推广的二维
3P6F

Q:

M

PHR9:A

径向基函数(

;>

)反演残余应力释放的场函

数
&

以
$

(

为例"先说明
3P6Q:

M

PHR9:A

径向基函数的插

值原理
&

首先给定选取的
M

!

M

$

#

#组样本点数据&

!

(

'

"

)'

"

%$

(

!

1

#

!

(

'

"

)'

##"将每组数据分别代入式

!

"

#中&

!

!

(

"

)

#

0

*

M

'

0

;

.

'

!

(

?

(

'

#

#

A

!

)

?

)'

#

#

A

B槡
#

!

"

#

其中
.

;

"

.

#

"2 "

.

M

为待定系数"

B

为参数"会影响插

值精度"本文选取
B[;&

得到由
M

个方程构成的方

程组"如下所示&

*

M

'

0

;

.

'

!

(

;

?

(

'

#

#

A

!

);

?

)'

#

#

A槡 ;

0%$

(

!

1

#

!

(

;

"

);

#

*

M

'

0

;

.

'

!

(

#

?

(

'

#

#

A

!

)#

?

)'

#

#

A槡 ;

0%$

(

!

1

#

!

(

#

"

)#

#

""""""""""

3

*

M

'

0

;

.

'

!

(

M

?

(

'

#

#

A

!

)M

?

)'

#

#

A槡 ;

0%$

(

!

1

#

!

(

M

"

)M

'

(

)

#

!

>

#

定义&

"

'

H

[

!

(

'

X(

H

#

#

\

!

)'

X

)

H

#

#

槡 \;

!

L

#

则方程!

>

#转化为矩阵形式如下&

"

;;

"

;#

2

"

;M

"

#;

"

##

2

"

#M

3 3 3

"

M;

"

M#

2

"

(

)

.

/

MM

.

;

.

#

3

.

(

)

.

/

M

[

%$

(

!

1

#

!

(

;

"

);

#

%$

(

!

1

#

!

(

#

"

)#

#

3

%$

(

!

1

#

!

(

M

"

)M

(

)

.

/

#

!

<

#

矩阵满秩"方程组有唯一解"计算待定系数
.

;

"

.

#

"2 "

.

M

"获取
$

(

的径向基函数表达式(

;L

)

"即为
$

(

的反演结果"记为
/$

(

!

1

#

!

(

"

)

#"同理也可以反演得

到
/$

)

!

1

#

!

(

"

)

#"它们是薄板表面正应力释放的场

+

;=;

+第
#

期
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顾百骏等&
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函数
&

材料去除引起的残余应力释放为弹性过程"根

据薄板弹性理论"

/$

(

!

1

#

!

(

"

)

#和
/$

)

!

1

#

!

(

"

)

#沿薄板

厚度方向呈线性分布且关于中性面对称(

;<

)

&

所以薄

板任意厚度的正应力释放场函数可表示为&

/$

(

!

.

#

!

(

"

)

#

[

#

/$

(

!

1

#

!

(

"

)

#

%

.

/$

)

!

.

#

!

(

"

)

#

[

#

/$

)

!

1

#

!

(

"

)

#

%

'

(

)

.

!

=

#

其中
%

为区域
R

的厚度"

.

为区域
R

沿厚度方向的

坐标
&

接下来反演
,

(

)

应力场并计算翘曲变形"将

/$

(

!

1

#

!

(

"

)

#和
/$

)

!

1

#

!

(

"

)

#代入物理方程中"得到薄

板残余应力释放产生 的平面内正 应 变"记 为

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#和
/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#&

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#

[

;

+

/$

(

!

1

#

!

(

"

)

#

X

0

(

/$

)

!

1

#

!

(

"

)

4 5

#)

/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

;

+

/$

)

!

1

#

!

(

"

)

#

X

0

(

/$

(

!

1

#

!

(

"

)

4 5

'

(

)

#)

!

;$

#

定义残余应力释放引起的薄板表面沿坐标系
(

和
)

方向的位移分别为
/

I!

1

#

!

(

"

)

#和
/

<!

1

#

!

(

"

)

#"应变

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#和
/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#与位移
/

I!

1

#

!

(

"

)

#和

/

<!

1

#

!

(

"

)

#的关系为&

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

(

/

I!

1

#

!

(

"

)

#)

0

(

/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

(

/

<!

1

#

!

(

"

)

#)

0

'

(

)

)

!

;;

#

积分得到位移
/

I!

1

#

!

(

"

)

#和
/

<!

1

#

!

(

"

)

#"表达式

如下&

/

I!

1

#

!

(

"

)

#

0

#

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#

R(

A

J

!

)

#

0

""

8

!

(

"

)

#

A

J

!

)

#

/

<!

1

#

!

(

"

)

#

0

#

/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#

R

)

A

G

!

(

#

0

""

>

!

(

"

)

#

A

G

!

(

'

(

) #

!

;#

#

其中
J

!

)

#和
G

!

(

#为待定函数
&

定义残余应力释放

产生的表面剪应变为
/-

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#"

/-

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#与

/

I!

1

#

!

(

"

)

#和
/

<!

1

#

!

(

"

)

#的关系根据几何方程表示

如下&

/-

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

(

/

I!

1

#

!

(

"

)

#)

0

)

\

0

(

/

<!

1

#

!

(

"

)

#)

0

(

!

;?

#

将式!

;#

#带入式!

;?

#中"得到剪应变的函数表达式&

/-

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

8

!

(

"

)

#

0

)

\

0

>

!

(

"

)

#

0

(

\J5

!

)

#

\G5

!

(

#

!

;!

#

下一步需要确定
J5

! #

)

和
G5

!

(

#

&

将
J5

! #

)

和
G5

!

(

#设定为待定系数的一维径向基函

数"表达式如下&

J5

!

)

#

0

*

9

H

0

;

/

H

!

)

?

L

H

#

#

A槡 ;

G5

!

(

#

0

*

E

H

0

;

4

H

!

(

?

P

H

#

#

A槡

'

(

)

;

!

;"

#

其中
L

H

为
9

行样本点每一行对应的
)

坐标值"

P

H

为
E

列样本点每一列对应的
(

坐标值"

9[E[=&

定

义薄板表面剪应力释放的场函数为
/,

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#"

与剪应变的关系如!

;>

#所示&

/,

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[U

(

/-

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#) !

;>

#

U

为剪切模量"将式!

;!

#和!

;"

#代入式!

;>

#中"

得到&

/,

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#

0

U

0

8

!

(

"

)

#

0

)

A

0

>

!

(

"

)

#

0

(

!

A

"

*

9

H

0

;

/

H

!

)

?

L

H

#

#

A槡 ;

A

"

*

E

H

0

;

4

H

!

(

?

P

H

#

#

A槡 #

;

!

;L

#

方程!

;L

#中一共有
9\E[;<

个待定系数"这是经

上述方法反演得到的含有待定系数的剪应力释放场

函数"将每个样本点坐标!

(

'

"

)'

#"

'[;

"

#

"2"

<;

代

入式!

;L

#中"得到每个样本点含有待定系数的剪应

力反演值
/,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#

&

采用让反演得到的每个样

本点的
/,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#和式!

!

#计算的每个样本点真

实的剪应力
%,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#一一对应的方式确定待

定系数"即&

/,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#

[

1,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

# !

;<

#

将式!

;L

#代入式!

;<

#中得&

*

9

H

0

;

/

H

!

)'

?

L

H

#

#

A槡 ;

A

*

E

H

0

;

4

H

!

(

'

?

P

H

#

#

A槡 ;

" 0

%,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#

U

?

0

8

!

(

'

"

)'

#

0

)

?

0

>

!

(

'

"

)'

#

0

(

!

;=

#

+
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其中
'[;

"

#

"2"

<;

"令&

O

!

(

'

"

)'

#

[

%,

(

)

!

1

#

!

(

'

"

)'

#

U

X

0

8

!

(

'

"

)'

#

0

)

X

0

>

!

(

'

"

)'

#

0

(

P

'

H

[

!

(

'

XP

H

#

#

槡 \;

L

'

H

[

!

)'

XL

H

#

#

槡

'

(

)

\;

!

#$

#

将式!

#$

#代入式!

;=

#并转化为矩阵形式&

@

8

[

>

!

#;

#

展开得&

L

;;

L

;#

2

L

;9

P

;;

P

;#

2

P

;E

L

#;

L

##

2

L

#9

P

#;

P

##

2

P

#E

3 3 3 3 3

L

M;

L

M#

2

L

M9

P

M;

P

M#

2

P

(

)

.

/

ME

/

;

/

#

3

/

9

4

;

4

#

3

4

(

)

.

/

E

""

[

O

!

(

;

"

);

#

O

!

(

#

"

)#

#

3

O

!

(

M

"

)M

(

)

.

/

#

!

##

#

其中&

@[

L

;;

L

;#

2

L

;9

P

;;

P

;#

2

P

;E

L

#;

L

##

2

L

#9

P

#;

P

##

2

P

#E

3 3 3 3 3

L

M;

L

M#

2

L

M9

P

M;

P

M#

2

P

(

)

.

/

ME

8

[

/

;

/

#

3

/

9

4

;

4

#

3

4

(

)

.

/

E

""

>

[

O

!

(

;

"

);

#

O

!

(

#

"

)#

#

3

O

!

(

M

"

)M

(

)

.

/

'

(

)

#

!

#?

#

式!

##

#显示一共有
9\E[;<

个待定系数"

M

[9E[<;

个方程"因此!

##

#是一个超定方程组"根

据超定方程组的最小二乘解可以得到最佳系数组

合(

;=

)

"计算方法如!

#!

#所示&

@

S

@

8

[@

S

>

!

#!

#

式!

#!

#得到的唯一解即为最小二乘结果"将系数代

入式!

;"

#中确定
J5

! #

)

和
! #

G5 (

的函数表达式"再

代入式!

;L

#即可得到
/,

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#"它是反演得到

的薄板表面剪应力释放的场函数"主要引起扭转

变形
&

将
/$

(

!

1

#

!

(

"

)

#$

/$

)

!

1

#

!

(

"

)

#$

/,

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#绘制

成应力云图并与有限元软件直接计算的结果比较"

如图
!

所示
&

将
J5

! #

)

和
! #

G5 (

积分后代入式!

;#

#中"根据

边界条件确定位移的平动项和转动项"得到薄板表

面位移函数
/

I!

1

#

!

(

"

)

#和
/

<!

1

#

!

(

"

)

#的表达式
&

定

义薄板残余应力释放产生的平面外翘曲位移为

/

7

!

(

"

)

#"与 平 面 内 薄 板 位 移
/

I!

1

#

!

(

"

)

#和

/

<!

1

#

!

(

"

)

#的关系&

/

I!

1

#

!

(

"

)

#

0?

0

(

/

7

!

(

"

)

#)

0

(

.

/

<!

1

#

!

(

"

)

#

0?

0

(

/

7

!

(

"

)

#)

0

)

'

(

)

.

!

#"

#

取
.[%

'

#

"积分得到
/

7

!

(

"

)

#&

/

7

!

(

"

)

#

0

#

?

#

%

/

I!

1

#

!

(

"

)

#

R(

A

B

!

)

#

0

""

$

!

(

"

)

#

A

B

!

)

# !

#>

#

将式!

#>

#代入式!

#"

#中"得到&

X

#

%

/

<!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

$

!

(

"

)

#

0

)

\B5

!

)

# !

#L

#

同样将
B5

!

)

#设定为一维径向基函数的形式&

B5

!

)

#

0

*

9

H

0

;

.

H

!

)

?

L

H

#

#

A槡 ;

!

#<

#

将样本点的坐标代入式!

#L

#和!

#<

#&

?

#

%

/

<!

1

#

!

(

'

"

)'

#

0

0

$

!

(

'

"

)'

#

0

)

A

""

*

9

H

0

;

.

H

!

)'

?

L

H

#

#

A槡 ;

"

!

'

0

;

"

#

"2"

<;

#

!

#=

#

式!

#=

#同样利用超定方程组的最小二乘解确定

B5

!

)

#系数"代入式!

#<

#得到
B5

!

)

#表达式"而后积分

并代入式!

#>

#"根据位移边界条件得到反演的翘曲

函数
/

7

!

(

"

)

#

&

将
/

7

!

(

"

)

#绘制成云图并与真实位

移比较"如图
"

所示&

为了精确地分析反演误差"按照图
;

所示坐标
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系"在薄板区域
R

的中性面上"靠近四周边界位置

选取部分测点"在薄板内部再选取一些测点"同时要

避开插值时选取的样本点"避免结果的偶然性"一共

选取了
;$

个测点"序号及位置信息如图
>

!

H

#所示"

读取坐标并计算误差"如表
#

$表
?

所示
&

$

(

和
$

)

的反演误差是由径向基函数插值产生

的"而图
!

和表
#

显示
,

(

)

的反演误差稍大于
$

(

和

$

)

"因为
,

(

)

是将
$

(

和
$

)

代入物理方程$几何方程

中"经过求解超定方程组最小二乘解得到的"在这个

过程中"误差应会逐级放大"且最小二乘拟合不能保

证所有的样本点都在拟合曲面上"相比于插值能够

保证曲面完全经过样本点"自然会放大误差
&

图
!

"

残余应力反演结果!左#和有限元计算结果!右#

1:

N

7!

"

'BUI9DI9IDP6QD5T9ID:RPH6DQ9IDD

!

6ITQ

#

HBRT:B:QII6IEIBQAH6AP6HQ:5B9IDP6QD

!

9:

N

GQ

#
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图
"

"

位移
7

反演结果!左#和有限元计算结果!右#

1:

N

7"

"

'BUI9DI9IDP6QD5TR:D

8

6HAIEIBQ]

!

6ITQ

#

HBRT:B:QII6IEIBQAH6AP6HQ:5B9IDP6QD

!

9:

N

GQ

#

图
>

"

测点位置分布图

1:

N

7>

"

05AHQ:5BR:DQ9:OPQ:5B5TEIHDP9:B

N8

5:BQD

"

表
&

"

残余应力反演误差

SHO6I#

"

'BUI9DII99595T9ID:RPH6DQ9IDD

序

号

位置坐标

!

(

"

)

#

$

(

!

3KH

#

$

)

!

3KH

#

,

(

)

!

3KH

#

反演值 真实值 误差 反演值 真实值 误差 反演值 真实值 误差

;

!

>!

"

<!

#

?L7!< ?>7"" #7"!Y "#7<? "#7#> ;7$=Y X?<7<" X?L7;= !7!>Y

#

!

!<

"

!$

#

;$<7L? ;$=7#$ $7!?Y ;;#7$< ;;;7"; $7";Y =7== =7;" =7;<Y

?

!

?>

"

"<

#

;!#7?# ;!#7?" $7$#Y ;?#7#" ;?!7$L ;7?>Y <7<$ <7!= ?7>"Y

!

!

;$

"

;<

#

?$7;= ?!7!# ;#7#=Y #=7=> ?!7"$ ;?7;>Y X>;7<# X>$7>= ;7<>Y

"

!

?>

"

<>

#

L;7!! LL7!; L7L;Y <!7#$ <<7$! !7?>Y ;=7<L #;7L< <7LLY

>

!

>$

"

;>

#

"L7"L "L7;< $7><Y "$7#< "#7;" ?7"=Y #$7=? #;7$! $7"#Y

L

!

>!

"

#<

#

;$#7=; ;$#7## $7><Y ;$L7L> ;$"7L< ;7<LY #>7;= #>7L< #7#$Y

<

!

L$

"

##

#

<L7L$ =$7<> ?7!<Y <!7== <<7>< !7;>Y ??7>; ?"7L" "7==Y

=

!

<$

"

<!

#

;L7#$ ;>7<L ;7=>Y #L7!$ #L7?$ $7?LY X";7;! X!<7"# "7!$Y

;$

!

L<

"

"<

#

!L7#! !L7"> $7>LY ">7$# "L7>? #7L=Y X;=7;= X;<7=> ;7#;Y

+
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#

期
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表
'

"

位移反演误差

SHO6I?

"

'BUI9DII99595TR:D

8

6HAIEIBQ

序号
位置坐标

!

(

"

)

#

7

!

EE

#

反演值 真实值 绝对误差 相对误差

;

!

>!

"

<!

#

$7;L== $7;>"> $7$;!? <7>?"?Y

#

!

!<

"

!$

#

$7?><# $7?L#< $7$$!> ;7#??=Y

?

!

?>

"

"<

#

$7?L#? $7?<$L $7$$<! #7#$>"Y

!

!

;$

"

;<

#

$7$L$; $7$L?L $7$$?> !7<<!LY

"

!

?>

"

<>

#

$7;<L< $7;<?< $7$$!$ #7;L>?Y

>

!

>$

"

;>

#

$7;==$ $7;L!# $7$#!< ;!7#?>"Y

L

!

>!

"

#<

#

$7#<<< $7#L## $7$;>> >7$=<"Y

<

!

L$

"

##

#

$7#?;L $7#$!= $7$#>< ;?7$L=>Y

=

!

<$

"

<!

#

$7;##= $7$=L> $7$#"? #"7=##;Y

;$

!

L<

"

"<

#

$7#?L# $7#;L" $7$;=L =7$"L"Y

""

图
"

显示
7

的整体反演效果较好"但分析表
?

发现"远离薄板边界的位置反演误差更小"而靠近边

界"误差会逐渐放大
7

一方面原因是插值在边界位置

的误差会大于内部"另一方面"靠近边界位置薄板的

位移绝对值较小"相同的绝对误差"会造成相对误差

放大化"例如表
?

中序号
>

和序号
=

测点的对比
7

因

此"对于薄板位移这种绝对值相对较小的物理量反

演"要结合绝对误差和相对误差综合分析反演效果
7

对于本文的反演方法"可以通过增加插值所需

样本点的密度以及合理选择样本点的分布范围减小

误差"保证插值样本点的排列具有一定规律"密度合

理"且分布在薄板表面的各个位置"尤其是边界处的

样本点数量要充足"才能尽可能减小边界位置的反

演误差
7

但是"样本点个数过多"径向基函数插值会

变得复杂"计算速度减慢"所以要根据实际情况"选

取最佳的方案
7

&7'

"

由翘曲变形反演重构后的残余应力场

#7#

节描述了基于薄板理论由初始残余应力场

和重构后的残余应力场"反演薄板残余应力释放量

和翘曲变形的方法
7

在
#7?

节中"将计算
#7#

节的逆

过程"以证明本文方法的合理性"即&已知薄板的翘

曲位移
7

"结合相关理论反演残余应力释放量并计

算重构后的残余应力场
&

首先测量薄板材料去除后"区域
R

样本点产生

的翘曲位移
%

7

!

(

'

"

)'

#"用径向基函数插值法对位

移
%

7

!

(

'

"

)'

#进行插值"得到翘曲函数
/

7

!

(

"

)

#"计

算翘曲产生的平面内位移&

/

I!

1

#

!

(

"

)

#

[X

0

(

/

7

!

(

"

)

#)

0

(

.

/

<!

1

#

!

(

"

)

#

[X

0

(

/

7

!

(

"

)

#)

0

)

'

(

)

.

!

?$

#

将
/

I!

1

#

!

(

"

)

#和
/

<!

1

#

!

(

"

)

#代入几何方程中"得到

残余应力释放引起的平面内应变"记为
/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#"

/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#和
/-

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#

&

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

(

/

I!

1

#

!

(

"

)

#)

0

(

/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

(

/

<!

1

#

!

(

"

)

#)

0

)

/-

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

0

(

/

I!

1

#

!

(

"

)

#)

0

)

\

0

(

/

<!

1

#

!

(

"

)

#)

0

'

(

)

(

!

?;

#

再将式!

?;

#代入物理方程中得到残余应力释放的场

函数&

/$

(

!

1

#

!

(

"

)

#

[

+

;X

#

#

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

#

\

#

(

/"

)

!

1

#

!

(

"

)

4 5

#)

/$

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

+

;X

#

#

/"

)

!

1

#

!

(

"

)

#

\

#

(

/"

(

!

1

#

!

(

"

)

4 5

#)

/,

(

)

!

1

#

!

(

"

)

#

[

+

#

!
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#

#
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(
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!
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用材料去除前的初始残余应力场减去式!

?#

#计算的

残余应力释放量"反演重构后的残余应力场"绘制成

应力云图的形式并与有限元软件的计算结果比较"

如图
L

所示
&

图
L

"

重构后的残余应力反演结果!左#和有限元计算结果!右#

1:

N

7L

"

'BUI9DI9IDP6QD5T9ID:RPH6DQ9IDDHTQI99IA5BDQ9PAQ:5B

!

6ITQ

#

HBRT:B:QII6IEIBQAH6AP6HQ:5B9IDP6QD

!

9:

N

GQ

#

""

选取
;$

个测点进行误差分析"序号及位置分布 如图
>

!

O

#所示"计算结果如表
!

所示
&

+

L=;
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#

期
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表
(

"

重构后的残余应力反演误差

SHO6I!

"

'BUI9DII99595T9ID:RPH6DQ9IDDHTQI99IA5BDQ9PAQ:5B

序

号

位置坐标

!

(

"

)

#

$

(

!

3KH

#

$

)

!

3KH

#

,

(

)

!

3KH

#

反演值 真实值 误差 反演值 真实值 误差 反演值 真实值 误差

;

!

#$

"

"!

#

X=?7;; X<>7;= <7$?Y X"#7;? X!>7=" ;;7$?Y X#"7L< X#"7?$ ;7=$Y

#

!

#!

"

=$

#

?;7$! #"7!? ##7$>Y X;#7!# X;!7=! ;>7<LY X>#7L; X"!7=? ;!7;>Y

?

!

!$

"

>$

#

X;$=7>L X="7;= ;"7#;Y X;$"7;= X=;7<; ;!7"LY X;"7?< X;?7"" ;?7";Y

!

!

!!

"

>>

#

X;$>7"L X=#7;! ;"7>>Y X;$"7<" X=>7=< =7;"Y X;"7?? X;!7L; !7#;Y

"

!

"#

"

>#

#

X<L7"< XL<7!# ;;7><Y X<;7>" XL;7?? ;!7!LY X;;7$$ X;$7L= ;7="Y

>

!

>$

"

#<

#

X?L7<! X?"7!; >7<>Y X">7=; X"#7<> L7>>Y X?7"> X?7?; L7""Y

L

!

>#

"

"#

#

X>>7!! X>$7?" ;$7$=Y X"L7L? X!=7!< ;>7>LY X#7;L X#7=? #"7=!Y

<

!

L$

"

!!

#

X>!7?$ X"=7#! <7"!Y X!=7;< X!#7L! ;"7$LY X?7$L X#7L< ;$7!?Y

=

!

L<

"

>$

#

X#>7>? X#?7>; ;#7L=Y ?<7"! !#7$L <7?=Y X#$7;" X#$7"= #7;!Y

;$

!

<<

"

?<

#

X##7"> X#;7$= >7=LY "$7=$ ";7"L ;7?$Y #"7$< #!7!" #7"<Y

""

表
!

表明材料去除后"根据位移反演末状态残

余应力的误差基本在
#$Y

以内
7

$

(

$

$

)

和
,

(

)

都是由

径向基函数插值的翘曲位移代入几何方程和物理方

程计算得到"所以它们的误差基本处于同一数量级"

且与
#&#

节结论相似"绝对值较小的应力"相对误差

会放大化
&

本节方法的意义是测量材料去除前的残余应力

场和残余应力释放产生的翘曲位移"根据板壳理论

反演材料去除后薄板的残余应力"免去了重构后残

余应力的测量过程"节省成本
&

'

"

结论

!

;

#本研究利用有限元仿真代替实验"通过周

期加载使薄板产生不均匀的塑性变形并生成初始残

余应力场"采用,生死单元-技术模拟材料的切削去

除并将其转化为残余应力的释放"整个过程均基于

薄板理论
&

!

#

#根据薄板材料去除前后样本点的残余应

力"将径向基函数插值与板壳理论$弹性力学方程相

结合"反演材料去除引起的的残余应力释放量"同时

能够在满足应变协调条件的基础上"计算薄板产生

的位移
&

!

?

#参考实验方法"测量材料去除后剩余部分

产生的变形量"用径向基函数插值得到位移函数"将

位移函数代入几何方程$物理方程"得到残余应力释

放的场函数"用初始残余应力场减去残余应力释放

量"反演薄板材料去除"应力重构后的残余应力场"

且误差在合理的范围内
&
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