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具有减振功能的混凝土超材料的带隙特性 
 

陈俊豪，曾晓辉，谢友均，龙广成，唐  卓 

(中南大学土木工程学院，长沙 410000) 
 

摘  要：基于局域共振理论，提出了一种新型减振材料—混凝土超材料的结构模型，并通过增加基体中谐振骨料的种类，增

加了元胞的带隙数量。利用有限元法，对比分析了单、双以及三谐振骨料混凝土超材料元胞的能带结构、本征模态和衰减特

性，研究了带隙的产生机理和影响因素，根据等效质量法推导了带隙计算式。结果表明：混凝土超材料元胞具有带隙特性，

且随着基体中谐振骨料种类的增加，带隙数量增多，但每条带隙的宽度降低，谐振骨料种类与带隙之间存在一一对应的关系；

带隙的起始频率由对应元胞散射体的平移振动决定，而截止频率则由对应元胞散射体与其他所有单元之间的反向振动决定；

通过合理配置元胞的材料和几何参数，可以优化带隙的位置和宽度；等效质量法的带隙计算值与有限元法吻合良好，可用于

多谐振骨料混凝土超材料元胞的带隙计算。 
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Band Gap Properties of Metaconcrete with Vibration Reduction Function 
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(School of Civil Engineering, Central South University, Changsha 410000, China) 

 
Abstract: Based on the local resonance theory, a structural model of a new type of vibration reduction material—metaconcrete was 
proposed, and the band gap number of the metaconcrete cell was increased by increasing the type of resonant aggregates in the matrix. 
Firstly, the energy band structure, eigenmodes and attenuation characteristics of single, double, and three resonant aggregate 
metaconcrete cell were calculated by the finite element method. Secondly, the generation mechanism and the influence law of band 
gap were studied. Finally, the band gap estimation formula was derived base on the effective mass theory. The results showed that the 
metaconcrete cell exhibited band gap properties, and with the increase of the types of resonant aggregates in the matrix, the band gap 
number increases but each band gap width decreases. Moreover, there is a one-to-one correspondence between the types of resonant 
aggregates and the band gaps. The starting frequency of the band gap was determined by the translational vibration of the 
corresponding primitive cell scatterers, while the cut-off frequency was determined by the reverse vibration between the 
corresponding primary cell scatterers and other units. By properly configuring the material and geometric parameters of the primitive cell, 
the position and width of the corresponding band gap can be optimized. The band gap calculations from the effective mass theory agreed 
well with the finite element method, and it can be used to obtain the band gap of the multiple resonant aggregates metaconcrete cell. 
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混凝土是由细骨料、粗骨料和水泥浆等组合而

成的复合材料，被广泛用于建筑、桥梁、铁路和隧

道等结构中，但是其较差的阻尼性能使得减振降噪

效果甚微[1‒3]。混凝土超材料是一种新型水泥基材

料，最早是由 Mitchell 等[4‒6]提出的，灵感来源于声

学超材料，主要由多个周期排列的谐振单元元胞组

成，每个元胞则是由金属散射体和柔性包裹层组成

的谐振骨料以及水泥砂浆基体构成[7]。当动荷载频

率接近元胞的固有频率时，输入能量将通过谐振骨

料的共振被极大消耗，从而达到减振降噪的目的[8]。 
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振动衰减的频率范围被称为带隙。混凝土超材

料能够有效衰减弹性波主要归功于元胞的带隙[9]。

Chen 等[10]研究了散射体形状、尺寸、体积分数和材

料特性等参数对带隙范围的影响，发现带隙范围可

以通过调整几何和材料参数进行优化[11]。Miranda
等[12]研究了散射体的几何形状和旋转角度对带隙

的影响，发现正方形和旋转正方形散射体的局域共

振带隙比圆形散射体略向高频移动。混凝土超材料

的减振效果极大依赖于元胞的带隙范围，以上的研

究表明通过改变元胞的几何和材料参数仅能改变带

隙的位置和宽度，并不能增加带隙的数量。Liu 等[13]

在原有的谐振骨料基础上，再包裹一层金属散射体

和包裹层，使得元胞由单自由度系统变为双自由度

系统，将元胞的带隙个数由 1 个拓展为 2 个。但此

种方法操作复杂，谐振骨料制作困难，难以实现更

多的带隙数量。 
为了增加带隙数量，在原有单谐振骨料混凝土

超材料元胞的基础上提出一种多谐振骨料混凝土超

材料元胞，通过在水泥砂浆基体中加入不同种类的

谐振骨料，使基体由单自由度系统变为多自由度系

统，从而达到增加带隙数量的目的。结合有限元法

对比分析了单、双以及三谐振骨料混凝土超材料元

胞的能带结构、本征模态和衰减特性，研究了带隙

产生机理和影响因素，根据等效质量法推导了带隙

计算式，并与有限元法进行比较。 

1  带隙机理 
1.1  分析模型 

首先，为了研究单谐振骨料混凝土超材料元胞

的带隙特征，构建了二维三组元的等效模型元胞 A，

元胞 A 的二维分析模型如图 1a 所示，其由外到内

分别是水泥砂浆基体、包裹层 A 和散射体 A，其中

散射体 A 为实心圆，等效半径 r1 为 10 mm，包裹层

A 为空心圆，外径 r2 为 14 mm，基体为正方形，边

长(晶格常数) a 为 40 mm。 
其次，为了研究不同种类谐振骨料对混凝土超材

料元胞带隙的影响规律，除元胞 A 以外，构建了元

胞 B 和元胞 C 2 种单谐振骨料混凝土超材料元胞，    
3 种单谐振骨料混凝土超材料元胞仅有几何尺寸的不

同，其中 r3、r4、r5 和 r6 分别为 9、11、5 mm 以及

7 mm，其他参数均相同。双谐振骨料混凝土超材料元

胞则是由元胞 A 和元胞 B、元胞 A 和元胞 C 以及元

胞 B 和元胞 C 构成，其中元胞 A+元胞 B 的分析模型

如图 1c 所示。三谐振骨料混凝土超材料元胞则由元胞

A、元胞 B 以及元胞 C 组成，元胞 A+元胞 B+元胞 C
的分析模型如图 1b 所示。 

根据局域共振理论，元胞由一个共振单元和基

体组成，共振单元由高密度材料密封于柔软材料之

内形成[7]。因此，散射体材料选用钢，包裹层材料

选用硅橡胶，2 种材料参数均参考文献[15]设定，水

泥砂浆基体材料参数则参考文献[16]。几何参数设

置则是为了保证元胞 A、元胞 B 和元胞 C 的带隙无

重叠。各分析模型的材料和几何参数如表 1 所示。 
常用的带隙求解方法主要是平面波展开法、时

域有限差分法、等效质量法和有限元法等[14]，其中

有限元法因其适应性强，收敛快和准确性高等优势

被广泛使用。由于二维元胞在 x 和 y 方向上的周期

性，根据 Bloch-Floquet 理论，相关计算可在单个元

胞内进行，元胞边界上的所有节点均应满足[15]： 
( )i( ) e ( )aa ⋅+ = Ku r u r  (1) 

式中：u 为所有节点的位移矩阵；a 为晶格常数；r
为空间位置矢量；i 为虚数；K 为单元的刚度矩阵。 

 
(a) Single                          (b) Three                          (c) Double           (d) Irreducible brillouin zone 

图 1  多谐振骨料混凝土超材料元胞分析模型 
Fig. 1  Analysis model of multiple resonant aggregate metaconcrete cells 
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表 1  材料和几何参数 
Table 1  Material and geometric parameters 

Parameter 
Elastic 

modulus/Pa 
Density/(kg·m‒3) Poisson՚s ratio 

Resonator  2.10×1011 7 780 0.30 
Soft coating  1.20×105 1 300 0.45 
Matrix 3.45×1010 2 000 0.20 

 

单元的特征值方程可写为[15]： 
2( ) 0ω− =K M u             (2) 

式中：ω为本征角频率；M 为单元的质量矩阵。 
图 1d 所示的第一 Brillouin 区(阴影部分为不

可约 Brillouin 区)，由于 Brillouin 区的对称性，只

需令波矢 k 沿如图 1d 所示的不可约 Brillouin 区

的边界 M-Γ-X-M 进行扫描，结合边界条件和特征

值方程求解波矢与特征频率的关系(能带结构)，

能带结构中不存在色散曲线的频率范围就是带

隙，求解过程均在商业软件 COMSOL Multiphysics
中进行。 
1.2  带隙计算结果 

图 2a~图 2c 分别是单谐振骨料(元胞 A)、双谐

振骨料(元胞 A+元胞 B)和三谐振骨料(元胞 A+元胞

B+元胞 C)混凝土超材料元胞的能带结构图，图 2
中点 A1 和 A2、B1 和 B2、C1 和 C2 以及 D1 和 D2 为对

应振动模态的取值点。图 2 中阴影部分为带隙范围，

可以看出，单、双以及三谐振骨料混凝土超材料元

胞分别拥有 1、2 和 3 条带隙，说明混凝土超材料元

胞具有带隙特性，随着谐振骨料种类的增加，带隙

数量也增加，且谐振骨料的种类与带隙存在一一对

应的关系。 

 
(a) Cell A                                  (b) Cell A+B                               (c) Cell A+B+C 

图 2  不同谐振骨料混凝土超材料元胞的能带结构图 
Fig. 2  Band structure curves of resonant aggregate metaconcrete cells 

 
将单谐振骨料(元胞 A、元胞 B 和元胞 C)、双

谐振骨料(元胞 A+元胞 B、元胞 A+元胞 C 以及元

胞 B+元胞C)和三谐振骨料(元胞 A+元胞B+元胞C)
混凝土超材料元胞的带隙范围进行统计，统计结果

如表 2 所示。从表 2 可以看出，元胞 A、元胞 B 和

元胞 C 的带隙范围分别是 208~308 Hz、308~416 Hz
和 416~458 Hz，3 条带隙范围之间无重叠。对于

双谐振骨料混凝土超材料元胞来说，每个元胞对

应的带隙起始频率保持不变，截止频率降低，从

而导致带隙宽度减小，其中元胞 A+元胞 B 中元胞

A 对应的带隙宽度下降了 74 Hz，元胞 B+元胞 C
中元胞 B 对应的带隙宽度下降了 69 Hz，元胞 A+元
胞 C 中元胞 C 对应的带隙宽度则下降了 13 Hz。此

外，三谐振骨料混凝土超材料元胞也有相似的规律，

即带隙起始频率保持不变，截止频率降低，3 条带

隙宽度分别下降了 80、72 Hz 和 17 Hz，下降幅度

大于双谐振骨料混凝土超材料元胞。 

表 2  谐振骨料混凝土超材料元胞的带隙 
Table 2  Band gap of resonant aggregate metaconcrete cells 

Type Band gap 
Frequency/Hz 

Cell A Cell B Cell C 

Single Starting 208 308 416 

Cut-off 308 416 458 

Width 100 108 43 

Double A+B Starting 208 308  

Cut-off 234 386  

Width 26 78  

Double A+C Starting 208  416 

Cut-off 248  446 

Width 36  30 

Double B+C Starting  308 416 

Cut-off  347 452 

Width  39 36 

Three A+B+C Starting 208 308 416 

Cut-off 228 344 442 

Width 20 36 26 
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1.3  带隙机理 
为了说明带隙的形成机理，图 3~图 5 分别给出

了单谐振骨料(元胞 A)、双谐振骨料(元胞 A+元胞

B)和三谐振骨料(元胞 A+元胞 B+元胞 C)混凝土超

材料元胞的振动模态，各个振动模态与能带结构图

中的点对应，图 3~图 5 中位移幅值均进行了均一

化处理，颜色由浅到深表示位移幅值逐渐增大，箭

头方向代表各个组元的位移方向，为了显示清楚，

箭头大小进行不同程度的放大和缩小。 
元胞 A 带隙范围以外的点 D1 和点 D2 所对应的

振动模态如图 3a 和图 3b 所示。可以看出，点 D1

和点 D2 均表示为散射体元胞 A 绕中心作扭转振动，

而水泥砂浆几乎不振动。扭转振动仅对水泥砂浆基

体产生扭矩作用，并没有沿 x 和 y 方向的合力，水

泥砂浆基体中的长波行波难以与散射体的振动产生

耦合作用，因此该振动模态对局域共振带隙的产生

没有影响[15]。 
元胞 A 的带隙起始和截止频率上点 A1 和点 A2

所对应的振动模态如图 3c 和图 3d 所示，可以看

出，点 A1 对应的是散射体元胞 A 沿 y 方向的平移

振动，包裹层元胞 A 受压缩/拉伸作用，散射体元

胞 A 在 y 方向的平移振动对基体产生合力作用，与

基体中长波行波产生相互耦合作用，从而导致了带

隙的产生[15]。点 A2 对应的是散射体元胞 A 与水泥

砂浆基体之间反向振动，包裹层元胞 A 同样受压

缩/拉伸作用，该模态下，基体中的长波行波与散

射体的耦合作用减弱，所以带隙关闭。 
元胞 A+元胞 B 的带隙起始频率上点 A1 和点 B1

以及截止频率上点 A2 和点 B2 所对应的振动模态如

图 4 所示，从图 4 可以看出，点 A1和 B1对应的振

动模态与单谐振骨料混凝土超材料元胞的振动模态

一致，均为带隙对应元胞散射体的平移振动，包裹

层受压缩/拉伸作用，振动能量主要集中在散射体

上。点 A2 对应的振动模态是散射体 A 与其他所有

单元之间的反向振动，点 B2 对应的振动模态则是散

射体 B 与其他所有单元之间的反向振动，包裹层均

受压缩/拉伸作用。 

 
(a) D1                   (b) D2 

 
(c) A1                  (d) A2 

图 3  元胞 A 振动模态图 
Fig. 3  Vibration modes of cell A 

 
对于双谐振骨料混凝土超材料元胞来说，带隙

起始频率对应的振动模态与单谐振骨料混凝土超材

料元胞相同，截止频率对应的振动模态则发生变化，

除了自身元胞的水泥砂浆基体外，其他元胞中的水

泥砂浆基体和散射体均参与了反向振动。 
元胞 A+元胞 B+元胞 C 的带隙起始频率上点 A1、

点 B1和点 C1以及截止频率上点 A2、点 B2和点 C2所

对应的振动模态如图 5 所示。可以看出，与单谐振骨

料和双谐振骨料混凝土超材料元胞带隙起始频率的

形成机理一致，三谐振骨料混凝土超材料元胞 3 条带

隙的起始频率均为对应元胞散射体的平移振动，3 条

带隙的截止频率则为对应元胞散射体与其他所有单

元之间的反向振动。 
综上所述，增加混凝土超材料元胞中谐振骨料

的种类并不会改变带隙的起始频率，但是会降低对

应元胞带隙的截止频率，从而降低带隙宽度，这主

要是由于增加谐振骨料的种类并没有改变起始频率

对应的振动模态，却增加了截止频率对应振动模态

的参振质量，从而降低了截止频率。 

 
(a) A1                   (b) A2                  (c) B1                  (d) B2 

图 4  元胞 A+元胞 B 振动模态图 
Fig. 4  Vibration modes of cell A+B 
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(a) A1                   (b) A2                  (c) B1                  (d) B2 

 
(e) C1                   (f) C2 

图 5  元胞 A+B+C 振动模态图 
Fig. 5  Vibration modes of cell A+B+C 

 

1.4  等效模型 
根据上述分析可知，带隙与元胞之间存在一一

对应的关系，多谐振骨料混凝土超材料元胞可以根

据谐振骨料种类的不同，将每一种元胞等效为单自

由度质量‒弹簧系统，并与水泥砂浆基体并联，由此

就组成为一个多自由度质量‒弹簧系统，如图 6a 所

示，其中：mi 为散射体 i 的等效质量，ki 为包裹层i
的等效刚度，m0 为水泥砂浆基体的等效质量。 

 
(a) Mass-spring structure                   (b) Effective mass model                     (c) Calculation model 

m0—Equivalent mass of cement mortar matrix; mi—Equivalent mass of resonator i; ki—Equivalent stiffness of soft coating i; u0—Displacement of cement 
mortar matrix; ui—Displacement of resonator i; F0—Force magnitude; F—External force; t—Time; ω—Angular frequency; meff—Equivalent mass of the system; 
Δr—Soft coating thickness; ri—Radius of resonator i; ri+1—Outer diameter of soft coating i; θ—Angle. 

图 6  等效模型 
Fig. 6  Equivalent model 

当外力 0e
i tF F ω−= 作用于多自由度质量−弹簧 

系统时，根据 Newton 第二定理，系统的运动方程

可以表示为： 
( )
( ) ( )
( )

0

0 0 1 1 0 2 2 0

0

– , 1,2, ,i i i i

i i

m u k u u i n

m u k u u k u u

k u u F

= = …

= − + − +…+


−


 +







  (3) 

在外力作用下，系统中的位移可以表示为

0e
i i i tu u ω−= ，通过对方程组(3)求解，可以得到： 

2 1
0 0 0 2 21

e 0n i ti
i

i

kF u m ωω
ω ω

−
=

  
+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  −   

  (4) 

/i i ik mω =  (5) 
式中：u0 为水泥砂浆基体的位移；ui为质量块 mi 的

位移；F0 为力的幅值；ω为角频率；ωi 为单自由度 
质量−弹簧系统 i 的角频率；t 为时间； 1

0u 为水泥砂

浆基体的位移幅值， 0
iu 则为质量块 mi 的位移幅值。 

式(4)表明，在外力 F 作用下，多自由度质量−
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弹簧系统可以看作是共振频率为ωi的质量块 meff的

运动，如图 6b 所示，其中系统的等效质量 meff和静

态质量 mst 为： 

eff 0 2 21

n i
i

i

km m
ω ω=

= +
−  (6) 

st 0

n
ii

m m
=

=  (7) 

由式(6)和式(7)可知，求得系统中散射体 i 的等

效质量 mi，水泥砂浆基体的等效质量 m0 以及包裹

层 i 的等效刚度 ki，便可得到多自由度质量−弹簧系

统 meff‒mst 和角频率 ω 的关系，即多谐振骨料混凝

土超材料元胞的带隙范围。 
元胞 i 的计算模型如图 6c 所示，由带隙形成机

理分析可知，包裹层 i 中的区域 B 主要随水泥砂浆

基体振动，该部分质量 mBi 应计入水泥砂浆基体的

等效质量 m0 中，包裹层 i 中的区域 A 主要是充当弹

簧，该部分质量 mAi应该按照弹簧 k 上静点距基体和

散射体的位置的比例分配[15]，系统中散射体 i 的等效

质量 mi和水泥砂浆基体的等效质量 m0可以求得： 
1 2 2

B 2 1

2 2 2
2 1 1

1

2 2 d

2 ( arcos )

i

i

r

i ir

i
i i i i

i

m r x x

rr r r r
r

ρ

ρ

+

+

+ +
+

= −

= ⋅ − −


 (8) 

( )2 2
A 2 1 Bi i i im r r mρ += π − −  (9) 

2
s 1i im rρ= π  (10) 

3 3
m 3 11

4
3

n
ii

m a rρ +=

 = − π 
 

  (11) 

s A 1i i im m m α
α

= +
+

 (12) 

0 m B A
1

1i im m m m
α

= + +
+

 (13) 

0

im
m

α =  (14) 

式中： 1ρ 、 2ρ 和 3ρ 分别为散射体、包裹层和水泥

砂浆基体的密度；ri 为散射体 i 的半径； 1ir+ 为包裹 
层 i 的外径；a 为基体边长；msi 和 mm为散射体 i 和
水泥砂浆基体的质量；α为质量 mi 和 m0 的比值。 

此外，考虑包裹层的拉压刚度和剪切刚度，包

裹层 i 的等效刚度可以由下式求得[16]： 
( )11 1 44

1

i i
i

i i

rC r C
k

r r
+

+

π +
=

−
 (15) 

11 E E2C λ μ= +  (16) 

44 EC μ=  (17) 
式中： 11C 和 44C 为弹性系数； Eλ 和 Eμ 为 Lame 常数。 

综上所述，系统中散射体 i 的等效质量 mi 和水

泥砂浆基体的等效质量 m0 可由式(8)~式(14)求得，

包裹层 i 的等效刚度 ki 可由式(15)~式(17)求得，将

质量参数 mi、m0、刚度参数 ki 带入式(6)和式(7)中
便可以求得多自由度质量−弹簧系统meff‒mst和角频

率 ω的关系。 
取 i 等于 1 和 3，计算单自由度和三自由度质量

−弹簧系统meff‒mst和角频率 ω 的关系，计算结果如

图 7 所示。从图 7 可以看出，当频率为 0 时，等效

质量 meff等于静态质量 mst，随着频率的增加，等效

质量先增加后减小到负值。图 7 标注的等效负质量

区间即为带隙范围。基于等效质量法的等效负质量区

间与有限元的计算结果较为吻合，略有偏差，其误差

主要来源于参振质量的取值以及有限元计算精度。 

 
(a) Single resonant aggregate model 

 
(b) Three resonant aggregate model 

图 7  计算结果对比 
Fig. 7  Comparison of calculation results 

2  影响因素分析 
2.1  谐振频率原理模型 

由上述分析可知，混凝土超材料元胞带隙的起

始频率主要由对应元胞散射体平移振动决定，截止

频率由对应元胞散射体与其他所有单元之间的反向

振动决定，将 2 种振动模式简化为质量‒弹簧系统，

求解其谐振频率估计式，如图 8 所示。 
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(a) Starting frequency               (b) Cut-off frequency 

图 8  原理模型 
Fig. 8  Principle model 

 
其中，起始频率对应的原理模型运动方程为： 

1 1 1 0m k+ =u u  (18) 
式中：m1 为散射体的等效质量； 1u 为散射体的位移；

k 为包裹层的等效刚度， 1u 为散射体的加速度。截 
止频率对应的原理模型运动方程为： 

( )1 1 1 2 0m k+ − =u u u  (19) 

( )2 2 2 1 0m k+ − =u u u  (20) 
式中：m2 为基体的等效质量； 1u 为基体的位移； 2u
为基体的加速度。由此可知，多谐振骨料混凝土超

材料元胞带隙起始频率 f1和截止频率 f2的估计式如

下所示： 

1
1

1
2

kf
m

=
π

 (21) 

1 2
2

1 2

( )1
2

k m mf
m m

+
=

π
 (22) 

根据式(21)和式(22)可知，散射体和水泥砂浆基

体的等效质量以及包裹层的等效刚度变化，均会影

响带隙。为了拓宽混凝土超材料元胞的带隙范围，

有必要研究材料和几何参数对其带隙的变化规律。 
由于篇幅有限，仅研究三谐振骨料混凝土超材

料元胞中元胞 A 的设计参数变化对带隙的影响规

律，单谐振骨料、双谐振骨料以及三谐振骨料混凝

土超材料元胞中其他元胞的设计参数对带隙的影响

规律可参照本研究结果。在本节中，选取如表 3 所

示的 12 个因素，分别设置 4 个水平进行研究，每个

因素在不同水平变化时，其他因素的取值与表 1 相

同。材料参数包括：散射体 A 的弹性模量(Er)、密

度(ρr)、Poisson 比(γr)，包裹层 A 的弹性模量(Es)、
密度(ρs)、Poisson 比(γs)，水泥砂浆基体的弹性模量

(Ec)、密度(ρc)、Poisson 比(γc)；几何参数为散射体

A 的半径(r1)、包裹层 A 的外径(r2)、水泥砂浆基体

的边长(a)。 
2.2  散射体 

散射体 A 的材料参数对带隙的影响规律如图 9
所示。从图 9 可以看出，散射体 A 材料参数的变化

仅对其对应的带隙有影响，其中散射体 A 的弹性模 
 

表 3  带隙影响因素及其水平 
Table 3  Band gap influence factors and levels 

Parameter Influencing factors Level 1 Level 2 Level 3 Level 4 
Material parameter Resonator A Elastic modulus Er/Pa 1.1×1011 1.6×1011 2.1×1011 2.6×1011 

Density ρr/(kg·m‒3) 6 780 7 280 7 780 8 280 
Poisson՚s ratio γr 0.20 0.25 0.30 0.35 

Soft coating A Elastic modulus Es/Pa 0.2×105 0.7×105 1.2×105 1.7×105 
Density ρs/(kg·m‒3) 300 800 1 300 1 800 

Poisson՚s ratio γs 0.41 0.43 0.45 0.47 
Cement mortar Elastic modulus Ec/Pa 2.45×1010 2.95×1010 3.45×1010 3.95×1010 

Density ρc/(kg·m‒3) 1 000 1 500 2 000 2 500 
Poisson՚s ratio γc 0.10 0.15 0.2 0.25 

Geometric parameter Resonator Radius r1/mm 8 9 10 11 
Soft coating Outer diameter r2/mm 12 13 14 15 

Cement mortar Side length a/mm 30 35 40 45 

 
(a) Er                                      (b) ρr                                      (c) γr 

图 9  散射体 A 的材料参数对带隙的影响 
Fig. 9  Influence of the material parameters of the resonator A on the band gap 
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量和泊松比变化对带隙无影响，而密度的增加却降

低了第一条带隙的起始频率和截止频率。根据估计

式(21)和式(22)可知，增大散射体密度相当于增大了

散射体的等效质量 m1，从而降低了起始频率 f1和截

止频率 f2，这与文献[16]所得结论一致。 
2.3  包裹层 

包裹层 A 的材料参数对带隙的影响规律如图 10
所示，从图 10 可以看出，包裹层 A 的密度对第一

带隙的影响较小，这与包裹层质量相对较小有关，

此外，第一带隙的起始和截止频率均随弹性模量和

泊松比的增大而增大。包裹层的弹性模量和 Poisson

决定了 Lame 常数 λE 和 μE，而估计式(21)和式(22)
中的等效刚度 k 主要与 2 个 Lame 常数相关[15]，增

大弹性模量和泊松比相当于增大了等效刚度 k，从

而增大了起始频率 f1 和截止频率 f2。 
2.4  基体 

水泥砂浆基体的材料参数对带隙的影响规律如

图 11 所示。从图 11 可以看出，基体的弹性模量和

Poisson 比对带隙几乎无影响，而 3 条带隙的截止频率

均随着基体密度的增加而降低，导致带隙宽度减小。

根据估计式(21)和式(22)可知，增大基体密度相当于增

加了基体的等效质量 m2，从而降低了截止频率 f2[15]。 

 
(a) Es                                       (b) ρs                                     (c) γs 

图 10  包裹层 A 的材料参数对带隙的影响 
Fig. 10  Influence of the material parameters of the soft coating A on the band gap 

 
(a) Ec                                       (b) ρc                                      (c) γc 

图 11  基体的材料参数对带隙的影响 
Fig. 11  Influence of the material parameters of the matrix on the band gap 

 
2.5  几何参数 

元胞 A 的几何参数对带隙的影响规律如图 12
所示。散射体 A 半径增大的同时包裹层 A 的厚度也

随之降低。从图 12a 可以看出，在散射体 A 的等效

质量增大和包裹层 A 的等效刚度降低的综合作用

下，第一带隙的起始和截止频率均随半径的增大而

增大，带隙宽度也随之增大。 
包裹层A外径增大的同时基体的等效质量随之

降低，其带隙变化如图 12b 所示。随着外径的增大，

第 1 带隙起始和截止频率均呈下降趋势，而第 2 和

第 3 带隙的截止频率均略微降低。截止频率 f2的降

低主要与基体质量减小有关，第一带隙的起始频率

f1 的降低则是由于等效刚度 k 的减小[16]。 
基体边长对带隙的影响规律如图 12c 所示。随

着边长的增大，3 条带隙的截止频率均下降，而起

始频率保持不变，导致带隙宽度减小。与增大基体 
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(a) r1                                                         (b) r2                                                         (c) a 

图 12  几何参数对带隙的影响 
Fig. 12  Influence of the physical parameters of geometric parameters on the band gap 

 
密度类似，增大基体边长使得基体等效质量 m2 增

加，从而降低了截止频率 f2
[15]。 

综上所述，多谐振骨料混凝土超材料元胞的带

隙与谐振骨料的种类存在一一对应的关系，通过合

理配置元胞的材料和几何参数，可以优化带隙的位

置和宽度。 

3  衰减特性分析 
3.1  衰减特性计算模型 

采用衰减特性验证混凝土超材料元胞能带结构

的计算结果[17]，由于篇幅有限，本工作选用三谐振

骨料混凝土超材料元胞进行研究，计算模型由 5 个

三谐振骨料混凝土超材料元胞排列组合而成，计算

模型如图 13 所示。在模型的左端面施加加速度激

励，拾取模型右端面的平均加速度响应，根据式(23)
得到计算模型的加速度传递损失 T[17]： 

out

in

20lg( )aT
a

=  (23) 

式中：ain 为输入端的加速度值；aout 为输出端的加

速度值。 

 

图 13  衰减特性计算模型 
Fig. 13  Calculation model of attenuation characteristics 

 
3.2  计算结果分析 

当加速度传递损失 T 小于 0 dB 时，说明振动加

速度被抑制，由此可以确定 T 小于 0 dB 时的频率范

围即为振动加速度抑制频率范围。计算模型加速度

传输损失 T 的计算结果如图 14 所示。从图 14 可以

看出，在 150~550 Hz 范围内存在 3 个振动加速度抑

制频率范围，且与图中阴影部分的带隙范围一一对

应，这也证实了混凝土超材料元胞能带结构计算结

果的准确性。 
为了进一步分析带隙对计算模型振动衰减的

影响，传输损失谱上不同频率的点 E、点 F、点 G 和

点 H 对应的计算模型位移场如图 15 所示。从图 15
可以看出，在点 E 的位移场中，由于该频率处于第 

 
图 14  传递损失谱 

Fig. 14  Transmission loss spectrum 
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一带隙范围内，振动位移大部分集中在元胞 A 的

散射体，少部分集中在包裹层。这也说明了该频

段内的振动能量被基体中的谐振骨料所吸收，点 F
和点 G 的位移场中，振动位移则大部分集中在元

胞 B 和元胞 C 的散射体中，与点 E 的规律一致。从

图 14 可以看出，点 H 处于传递损失 T 的最大值，

而从计算模型的位移场可以看出，虽然散射体吸

收了部分能量，但是仍然由大量的振动能量通过

水泥砂浆基体向右边传播，而这部分能量并没有

被吸收。 

 
(a) E-209 Hz 

 
(b) F-310 Hz 

 
(c) G-418 Hz 

 
(d) H-453 Hz 

图 15  位移场分布 
Fig. 15  Displacement field distribution 

 

4  结论 
1) 以硅橡胶包裹钢散射体，水泥砂浆作为基体

的混凝土超材料元胞具有带隙特性。随着混凝土超

材料元胞中谐振骨料种类的增加，带隙数量也增加，

且谐振骨料的种类与带隙存在一一对应的关系，此

外，带隙的截止频率随着谐振骨料种类的增加而降

低，起始频率保持不变，导致带隙宽度减小。 
2) 混凝土超材料元胞的带隙起始频率由对应

元胞散射体的平移振动决定，截止频率则是由对

应元胞的散射体与其他所有单元之间的反向振动

决定。 
3) 基于等效质量法计算的等效负质量频率范

围与有限元法计算的带隙结果较为吻合，仅略有偏

差，其误差主要来源于参振质量的取值以及有限元

法的计算精度。 

4) 混凝土超材料元胞的带隙主要由散射体和

水泥砂浆基体的等效质量以及包裹层的等效刚度共

同决定，通过合理配置元胞的材料和几何参数，可

以优化带隙的位置和宽度。 
5) 带隙范围内的振动能量大部分被谐振骨料

所吸收，而带隙范围外的振动能量只有少部分被吸

收，大部分振动能量依然通过水泥砂浆基体传播。 
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