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摘要： 由欧拉公式引出轴压杆稳定问题，指出欧拉公式只适用于弹性范围，并提及应用于非弹性范围的恩格塞尔切

线模量理论。同时介绍了欧拉公式的推导过程，指出欧拉公式基于小挠度理论，引出基于大挠度理论的轴压杆稳

定承载力计算方法。通过分析可知，采用小挠度理论得到的欧拉临界力作为稳定承载力是合适的。
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0　引 言

在力学研究的长河中，没有一个领域像轴压杆

屈曲问题那样，具有如此复杂而变换的历史。欧拉

（Euler）于 1759 年推导出著名的欧拉公式［1］。欧拉

公式适用于弹性范围，因而能很好解释长柱的稳定

问题。对于非弹性范围，比如中长柱，会发生屈服

先于屈曲的情况，此时欧拉公式不再适用。

1889 年，德国人恩格塞尔（Engesser F）［2］将欧拉

公式扩展到非弹性范围，提出了切线模量理论，之

后，又于 1895 年提出了双模量理论。至此，轴压杆

弹性和非弹性屈曲问题从理论上得到解决。

一般来说，对于细长柱、薄板或薄壳类受压构

件，会在材料达到屈服强度（严格的说是比例极限）

之前，出现弹性失稳。而对于一般情况，如中长柱，

轴压下通常屈服先于弹性屈曲发生。

1　欧拉临界力

轴压力 P 作用下（图 1）的两端铰接杆，屈曲时

处于微弯变形状态，x 处外力弯矩为 Py，内力弯矩为

EIΦ=−EIy''，此处 y 为杆件在 x 处的横向变形，Φ 为

曲率。考虑微小弯曲变形，曲率 Φ 可近似表示为变

形的二次微分，即 Φ = -y′′，由此得到线性微分方
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程为：

EIy′′ + Py = 0 （1）
式中：E 为弹性模量；I为截面惯性矩。

        令 α2= P
EI

，则：

y′′ + α2 y = 0 （2）
式（2）的通解为：

y = Asin αx + Bcos αx （3）
式中：A、B 为系数。

由 边 界 条 件 y ( 0 ) = 0 和 y ( l ) = 0，得 到 B=0，
以及：

Asin αl = 0 （4）
式（4）有 2 个解：

A = 0 （5a）
sin αl = 0 （5b）

式（5）的 解 为 αl = π，2π，…，nπ，代 入 α2= P
EI

 
得到：

P = n2 π2 EI
l2 （6）

式（6）中取 n=1 得到 P 的最小值 PE，即：

PE = π2 EI
l2 （7）

PE 即为欧拉临界力。将 B=0，α= π
l
代入式（3），

得到微小弯曲变形曲线为：

y = Asin πx
l

（8）
由于采用小变形理论，挠度 y 只有形状没有数

值。小挠度理论对欧拉临界力的解释为：当 P < PE
时，y=0，杆件为直线形式；当 P = PE 时，杆件发生分

叉失稳，挠度为与直线无限接近的正弦曲线。

将式（7）写成临界应力的形式，得到：

σ c = π2 E
( l/r ) 2 （9）

式中：l为杆件几何长度；r为杆件截面回转半径。式

（7）的欧拉临界力为理想直杆屈曲承载力。由于初

挠度和荷载偏心的存在，使得两端铰接的实际压杆

的承载力永远小于式（7）的欧拉临界力 PE，而这更

加反衬出欧拉的精妙和伟大。

2　轴压杆的大挠度理论

欧拉公式采用小挠度理论计算轴压杆的屈曲

承载力，以 Φ = -y′′为基本假定。实际上，曲率的精

确值为 Φ = -y′′

é
ë

ù
û1 + ( )y′

2 3 2 ，由此，得到采用大挠度理

论的非线性微分方程［3］为：

EI
-y′′

é
ë

ù
û1 + ( )y′

2 3 2 + Py = 0 （10）

将曲率表示为倾角 θ 与弧长 s 的形式，即 Φ =
-dθ ds，如图 2 所示，式（10）可写成：

EI
dθ
ds

+ Py = 0 （11）

对式（11）弧长求导，并利用
dy
ds

= sin θ， α2= P
EI

，

得到：

图 2　大挠度理论轴压杆模型

Fig. 2　Axially compressed member model based on large-deflection 
theory

图 1　轴压杆模型

Fig. 1　Axially compressed member model
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d2 θ
ds2 +  α2 sin θ = 0 （12）

对式（12）进行求解，可得到大挠度理论屈曲荷

载 P 与端部转角 θ0 的关系式［式（13a）］，以及中点挠

度 v与端部转角 θ0 的关系式［式（13b）］：

P
PE

= 4K 2

π2 （13a）
v
l

= p
K

（13b）
式中：p、K 为与端部转角 θ0 相关的函数。

由此，知道 θ0 就可由式（13）得到临界力 P 和中

点挠度 v。

图 3 为大挠度理论下轴压杆荷载-挠度曲线，荷

载作用点下降距离 d 为端部转角 θ0 的函数。由计算

可知，由大挠度理论计算公式（13）得到的屈曲荷载

高于小挠度理论公式（7）的屈曲荷载，但以中点挠

度的迅速增大为代价。当 θ0 为 5°，P 超过 PE 的 1‰
时，挠度达到杆件长度的 3%；θ0 达到 30°时，P 超过

PE 的 3%，挠度达到杆件长度的 16%。考虑到即使

对于细长杆，此时也进入弹塑性状态，故采用小挠

度理论得到的欧拉临界力作为稳定承载力是合

适的。
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Member Stability： Stability of Axially Compressed Members

Lijun Wang
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Abstract：
This paper introduces the stability problem of axially compressed members using Euler's formula， noting that it is applicable only 

within the elastic range and mentioning Engesser's tangent modulus theory for non-elastic cases.  The derivation process of Euler's for‐
mula is also presented.  It is pointed out that Euler's formula is based on the small-deflection theory， and a calculation method for the 
stability bearing capacity of axially compressed members is further developed based on the large-deflection theory.  Analysis shows that 
the Euler critical force obtained using the small-deflection theory is appropriate as the stability capacity.
Keywords：Euler's formula；tangent modulus theory；large-deflection theory

图 3　大挠度理论轴压杆荷载-挠度曲线

Fig. 3　Load-deflection curves of axially compressed members based 
on large-deflection theory
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