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基于摄动法的负刚度-惯容减振器参数优化解析设计

许 诺，王 珏，张 莹，任超凡
（河海大学 机电工程学院，江苏 常州 213200）

摘 要：主结构阻尼对系统的动力特性具有一定的影响，但是采用解析法对减振器优化设计时为了

简化计算，通常忽略主结构阻尼。 该文基于摄动法对随机激励下，考虑主结构阻尼的负刚度-惯容减

振器进行了参数优化解析设计。 首先，建立系统在底部加速度激励下的运动控制方程，求解主结构

的绝对加速度响应传递函数及其随机激励下的响应均方值；其次，引入摄动法得到 H2准则下考虑主

结构阻尼的负刚度-惯容减振器的最优设计参数解析解，并验证了该解析解的有效性；然后，通过算

例分析表明，当主结构阻尼比较大时，忽略主结构阻尼会引起负刚度-惯容减振器的最优设计参数与

实际值产生较大偏差，说明了参数解析优化设计时考虑主结构阻尼的必要性；最后，针对含有阻尼的

主结构，对比分别安装惯容减振器和负刚度-惯容减振器后，主结构在频域中的最优绝对加速度均方

值以及在时域中的时程响应峰值，结果表明随着主结构阻尼比的减小，负刚度越能提升减振器性能，
同时说明负刚度-惯容减振器能更有效抑制主结构时程响应峰值。
关键词：动力吸振器；负刚度；H2优化；摄动法；解析解
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Analytical design and parameter optimization for negative stiffness-inerter
dampers based on the perturbation method

XU Nuo， WANG Jue， ZHANG Ying， REN Chaofan
（College of Mechanical & Electrical Engineering， Hohai University， Changzhou 213200， China）

Abstract： The damping of the primary structure has a certain impact on the dynamic characteristics of the system.
However， the damping of the primary structure is often neglected when optimizing the design of DVAs using
analytical methods to simplify calculations. This paper employs the perturbation method to derive an analytical
solution for the optimized design parameters in negative stiffness-inerter dampers considering the damping of the
primary structure under random excitation. Firstly， the governing equation of the vibration system under base
acceleration excitation is established to obtain the absolute acceleration response transfer function and the
corresponding mean square value. Secondly， the perturbation method is introduced to obtain the analytical solution
of the optimal design parameters of the negative stiffness-inerter damper considering the primary structure damping
under the H2 criterion， and the validity of these analytical solutions is verified. Subsequently， through comparative
case studies， it is demonstrated that neglecting the primary structure damping can cause significant deviations
between the optimal design parameters of the negative stiffness-inerter damper and the actual values when the
primary structure damping radio is relatively large highlighting the necessity of considering primary structure
damping in parameter analytical optimization design. Finally， the optimal mean square value of absolute acceleration
in the frequency domain and the peak value of the time history response in the time domain are compared after
installing negative stiffness-inerter dampers and inerter dampers for the primary structure with damping，
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respectively. The result indicates that reducing the damping ratio of the main structure allows negative stiffness to
increasingly improve the damper’s effectiveness. Furthermore， it demonstrates that the negative stiffness-inertance
damper is more efficient in controlling the peak time-history response of the main structure.
Key words： dynamic vibration absorber； negative stiffness； H2 optimization； perturbation method； analytical
solution

0 引言

动力吸振器（dynamic vibration absorber，DVA）是一种附加在主结构上的减振装置，用于控制由外部激励

引起的振动。 DEN HARTOG[1]提出了经典的调谐质量阻尼器（tuned mass damper，TMD），结构简单但所需附

加质量大，限于空间安装位置与建造成本。 SMITH[2]提出了双端点的力学元件惯容器，它与单端点的质量元

件不同，能产生正比于其两端加速度之差的力，具有显著的质量放大作用[3-4]。 因此，惯容逐步应用于 DVA
的设计，例如将 TMD中的质量元件替换为惯容形成的调谐惯容阻尼器（tuned inertia damper，TID），将阻尼并

联上惯容形成的调谐黏滞质量阻尼器（ tuned viscous mass damper，TVMD）等。 在海洋平台[5-6]、车辆悬

架[7-8]、基础隔振[9-10]等领域中的研究表明，惯容减振器具有良好的减振潜力。 近年来，负刚度作为一种新

型力学元件也被引入振动控制。 与传统的正刚度元件不同，负刚度元件在受到压缩或者拉伸时，可以提供一

个与位移方向相同的反作用力，其机理可以通过预屈曲梁[11]、预压缩弹簧[12]、组合永磁体[13-14]等方式实现。
负刚度元件的主要优势在于能有效降低系统的固有频率、提升系统承载能力[15]，这些特性在斜拉索[16-17]、
车辆悬架[18-19]、隔振平台[20-21]等多个研究领域得到了有效验证。

虽然惯容和负刚度的力-位移关系相似，但惯容的出力依赖于振动频率，而负刚度能提供与振动频率无

关的力。 因此，研究者们开始关注新型的负刚度-惯容减振器（negative stiffness inerter damper，NSID），例如

给 TID和 TVMD 的惯容并联上负刚度分别得到含负刚度的调谐惯容阻屁器（ tuned inertia damper with
negative stiffness， N-TID）和含负刚度的调谐黏滞质量阻尼器 （ tuned viscous mass damper with negative
stiffness， N-TVMD） [22-26]。 为了使这些新型的减振装置发挥最好的性能，对其进行参数优化设计是必要的。
针对简谐荷载引起的振动，通常采用 H∞ 优化准则，其目标是最小化谐波激励下幅频曲线的峰值。 DEN
HARTOG[1]在忽略了主结构阻尼的情况下，提出了 H∞优化的固定点理论，用于求解简谐力激励下 TMD的最

优参数解析解。 YE等[22]基于固定点理论推导了简谐加速度激励下 N-TID的最优设计参数解析解。 针对地

震激励或风荷载等随机激励引起的振动，通常采用 H2优化准则[27]，其目标是最小化所有频率下主结构振动

的总能量。 WARBURTON[28]忽略主结构阻尼，首次将 H2准则用于白噪声激励下 TMD 的参数解析设计。
TAI等[24]将 H2准则用于推导随机位移激励下的 N-TVMD 的最优阻尼比解析解，但未能推出最优刚度比与

负刚度比的解。 王珏等[25-26]以最小化主结构位移 H2准则为优化目标，分别推导了 N-TID 和 N-TVMD 在随

机位移及加速度激励下的最优设计参数解析解。 CHOWDHURY等[29-30]基于 H2准则提出了多种 NSID在白

噪声加速度激励下的最优阻尼比和频率比解析解。 上述研究在推导 DVA的最优设计参数解析解时都忽略

了主结构阻尼。
在工程实际中，振动的部分能量经主结构阻尼耗散[31]，故有研究者采用数值解法对考虑主结构阻尼的

DVA进行参数优化。 LEUNG等[32]将粒子群优化算法用于 TMD参数优化设计，得到了不同主结构阻尼取值

下的 TMD最优频率比和阻尼比。 TAI 等[24]讨论主结构阻尼对 N-TVMD 的最优设计参数的影响，采用遗传

算法数值优化得到了不同质量比下最优负刚度比及阻尼比与主结构阻尼比之间的关系曲线。 通过数值搜索

寻找 NSID的最优设计参数，并将数值解拟合成经验公式[33-35]，这是目前考虑主结构阻尼时对 NSID 进行参

数优化设计的常用方式。 虽然数值法较为方便，但受限于各种优化算法的特性，实际可能遇到陷入局部最

优、计算效率低、结果不稳定等问题，对此有研究者采用了不同的参数解析方法。 ANH 等[36]针对安装于含

阻尼的主结构中的 TMD，提出了一种等效线性化方法，用不含阻尼的主结构中的等效刚度代替含阻尼的主

结构中的阻尼和刚度，并基于 H∞准则提出了 TMD的最优频率比解析解。 最近，XU 等[37]改进了 ANH 等提

出的等效线性化方法，将其用于推导 H∞优化准则下 TID的最优频率比和阻尼比解析解，同时对比数值解验

证了改进后解析解的有效性。 虽然等效线性化方法能在一定程度上能体现主结构阻尼对减振器最优参数设
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计，但作为一个近似方法，其结果在精度上仍然不是很理想。 ASAMI等[38]将摄动法应用于 TMD的参数优化

解析设计，基于 H2准则提出了 TMD最优频率比和阻尼比的解析解，并与数值解对比验证了其有效性。 作为

小参数法，摄动法较为准确地描述了主结构阻尼对减振器设计参数的影响，这为新型 NSID 减振器的参数优

化解析提供了新的思路。
减振器的解析优化设计具有计算效率高和稳定性好的优点，但目前对新型的负刚度-惯容减振器进行

解析优化时，为了简化计算通常忽略主结构阻尼对优化参数的影响。 因此，本文为了提高主结构在底部随机

激励下的振动舒适性，基于摄动法以主结构绝对加速度的 H2范数为优化目标，对考虑主结构阻尼的 N-TID
减振器进行了参数优化解析设计。 取 N-TID设计参数的二阶摄动解作为最优设计参数解析解，并通过与数

值解的对比验证其有效性。 通过对比考虑主结构阻尼和忽略主结构阻尼时所得的减振器最优设计参数，说
明忽略主结构阻尼对 N-TID最优设计参数的影响。 最后，在频域中对比 N-TID和 TID的主结构最优绝对加

速度均方值，在时域中对比 4种实际激励下的主结构时程响应峰值，分析考虑主结构阻尼的情况下负刚度对

N-TID减振性能和其主结构时程响应峰值的影响。

1 动力学建模及求解

图 1 安装 N-TID的含主结构阻尼振动系统

Fig. 1 A vibration system with main-structure
damping installed with N-TID

  考虑主结构阻尼的振动系统见图 1。 图中，m 为主结

构的质量，k为主结构的刚度，c为主结构的阻尼，ag为系统

所受的底部加速度激励，x 为主结构相对于地面的振动位

移，xd为减振器相对于地面的振动位移。 为了降低主结构

的绝对加速度以便提高其振动舒适性，安装了如图虚框部

分所示的含负刚度的调谐惯容阻尼器 N-TID 减振器，其中

md为惯容，kn为负刚度，kd为正刚度，cd为阻尼。
根据达朗贝尔原理，上述系统在底部加速度激励下的

运动控制方程为

m（ x••+ag）+kx+md（ x••- x••d）+kn（x-xd）+c x•= 0

md（ x••d- x••）+kn（xd-x）+kdxd+cd x•d = 0
{ （1）

引入表 1无量纲参数于式（1），同时为了简化方程和后续计算，调整时间 t 使方程独立于主结构的固有

频率[26]，令无量纲时间 = tωs。 此时，d / dt =ωs（d / d ），且 d2 / dt2 = ωs 2（d2 / d 2），同时进行拉氏变换，得
s2X+Ag+X+s2δ（X-Xd）+κ（X-Xd）+2sξsX= 0

s2δ（Xd-X）+κ（Xd-X）+αXd+2sξXd = 0
{ （2）

表 1 无量纲参数表

Table 1 Dimensionless parameters

参数名 符号 表达式

主结构固有频率 ωs ωs = k / m

惯质比 δ δ=md / m

主结构阻尼比 ξs ξs = c / 2mωs
减振器阻尼比 ξ ξ= cd / 2mωs

参数名 符号 表达式

刚度比 α α= kd / k

负刚度比 k κ= kn / k

频率比 λ λ=ω / ωs

令 s = iλ，从式（2）可得主结构相对加速度的传递函数，如式（2）所示：

Hrel =
X
••
rel

Ag
= （α+κ）λ2+2iξλ3-δλ4

α+（1+α）κ+2i（ξ+κξ+αξs+κξs）λ- α+（1+α）δ+κ+4ξξs[ ] λ2-2i（ξ+δξ+δξs）λ3+δλ4
（3）

考虑到激励为地面的加速度，选取地面为参考系，则有相对加速度与绝对加速度的换算关系为

X
••
abs =X

••
rel+Ag （4）

结合式（3）和式（4），得主结构绝对加速度的传递函数为

Habs =
X
••
abs

Ag
=

α+κ+ακ+2i（ξ+κξ+αξs+κξs）λ-（δ+αδ+4ξξs）λ2-iδ（ξ+ξs）λ3

α+（1+α）κ+2i（ξ+κξ+αξs+κξs）λ- α+（1+α）δ+κ+4ξξs[ ] λ2-2i（ξ+δξ+δξs）λ3+δλ4
（5）
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当底部加速度激励为随机白噪声时，其功率谱密度满足 S（ω） = S0，则主结构的绝对加速度响应均方值

可由式（6）计算，得

E X
••2
abs[ ] = ∫∞

-∞
Habs（iλ） 2S0dω = ωsS0 ∫∞

-∞
Habs（iλ） 2dλ （6）

对式（6）的均方值进行归一化处理，得

  
σ2 = 1

2πωsS0
E X

••2
abs[ ] = 1

2π ∫
∞

-∞
Habs（iλ） 2dλ

=
δ 4C21（C2C5 - C0C6 + C4C6） + 8C1C26 + C2C6[ ] - C0C2C5 + C2C4C5 - C24C6 - 4C5C26

4C6 C6δ - C5（C0 + C4）[ ] + 4C2C25

（7）

式中，C0 =α+κ， C1 = ξ+ξs， C2 =C0+ακ， C3 = ξ（κ+1）， C4 = δ+αδ+4ξξs， C5 = δC1+ξ， C6 =C3+C0ξ。

2 基于摄动法的设计参数解析优化

摄动法通过将某个微小的参数视为小扰动，将原始问题分解为一系列更简单的子问题，尤其适用于解决

那些精确解法难以应对的复杂小参数问题。 该方法的关键在于将原问题分解为主问题和一系列摄动子问

题，主问题通常是可以直接解决的，而摄动问题则是在主问题解的基础上进行逐步修正和改进。 对于本文研

究的安装在考虑主结构阻尼系统中的 N-TID 优化问题，将不含主结构阻尼的优化视为主问题，将主结构阻

尼视为微小扰动，以求解其最优刚度比 αopt和最优阻尼比 ξopt的解析解。 将 αopt和 ξopt表示为主结构阻尼比 ξs
的级数形式，其表达式为

αopt =α0+α1ξs+α2ξ2s +…+αiξis…+αnξns
ξopt = ξ0+ξ1ξs+ξ2ξ2s +…+ξiξis…+ξnξns

{ （8）

式中：i为摄动的阶数；αi和 ξi分别为相应变量对应阶数的摄动系数，i= 0， 1， 2， …， n。 根据极值理论，最优

设计参数 αopt和 ξopt满足下列方程组，其中 σ2表达式为

∂σ2

∂α
= 0， ∂σ

2

∂ξ
= 0 （9）

将式（8）代入式（9）得：

  

∂σ2

∂α
=M0（δ，κ，α0，ξ0）+M1（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1）ξs+…+Mi（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，…，αi，ξi）ξis+…+

Mn（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，...，αi，ξi，...，αn，ξn）ξns = 0

∂σ2

∂ξ
=N0（δ，κ，α0，ξ0）+N1（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1）ξs+…+Ni（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，...，αi，ξi）ξis+…+

Nn（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，...，αi，ξi，...，αn，ξn）ξns = 0

 

 

{

(
(
((

(
(
((

（10）

对于 i阶摄动表达式，要让上述方程组对于任意微小量 ξs都成立，则有：

  

M0（δ，κ，α0，ξ0）= N0（δ，κ，α0，ξ0）= 0

M1（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1）ξs =N1（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1）ξs = 0

…
Mi（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，…，αi，ξi）ξis =Ni（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，…，αi，ξi）ξis = 0

…
Mn（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，…，αi，ξi，…，αn，ξn）ξns =Nn（δ，κ，α0，ξ0，α1，ξ1，α2，ξ2，…，αi，ξi，…，αn，ξn）ξns = 0

 

 

{

(
(
(
(

(
(
((

（11）

由方程组（11）可解得各阶摄动系数 αi和 ξi，将其代回式（8），即可得到 i阶的 N-TID减振器最优设计参

数摄动解析表达式。
2.1 0阶摄动

摄动阶数为 0阶，即取式（8）中的 i= 0时，N-TID最优刚度比和阻尼比表示为

αopt =α0， ξopt = ξ0 （12）
依据式（10）和式（11）可得，

M0（δ，κ，α0，ξ0）= 2α0（1+κ）+δ2+κ（2+κ）-2δ（1+κ）= 0

N0（δ，κ，α0，ξ0）= 4[（δ-κ）（δ-κ-2）+δ+1]ξ20-（1+κ）α20-（δ-κ）（δ-κ-2）α0-（δ-κ）2= 0
{ （13）
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解方程组（13）得

α0 =
（δ-κ-2）（κ-δ）
2（κ+1）

， ξ0 =
1
4

（δ-κ） 2 4δ-（δ-κ） 2[ ]

（κ+1） （δ-κ）（δ-κ-2）+δ+1[ ]
（14）

结合式（12）和式（14）可以看出，考虑 0阶摄动时，最优刚度比和阻尼比的解析表达式中不含有主结构

阻尼比 ξs，实际上是忽略了主结构阻尼对 N-TID最优设计参数的影响。 0 阶摄动解是本文摄动解析的出发

点，在此基础上考虑主结构阻尼的扰动，对摄动解析解逐步修正直至满足精度要求。
2.2 1阶摄动

考虑摄动阶数为 1阶，即取式（8）中的 i= 1时，N-TID最优刚度比和阻尼比表示为

αopt =α0+α1ξs， ξopt = ξ0+ξ1ξs （15）
式中，α0和 ξ0为式（14）中已求得的 0阶摄动解，α1和 ξ1为待求的 1阶摄动系数。

主结构阻尼对减振器参数设计的影响从 1阶摄动开始体现，同时摄动的 1 阶系数也代表着主结构阻尼

对 N-TID最优设计参数的最大影响部分。 依据式（10）和式（11）可得：
（δ-κ） 3[-4δ3（κ+2）+δ2（2κ2+10κ+11）+2δ4-2δ（κ2+2κ+2）+κ2]+8（κ+1） 3[α1ξ0（δ-κ）+4δξ

2
0（δ-κ-1）] = 0

8（κ+1） 3{2δ[8（κ+1）ξ40-2ξ
2
0（4κξ1+3κ+2ξ1+2）+κξ1]+δ

2[ξ20（8ξ1+4）-ξ1]+ξ1[8 （κ+1）
2ξ20-κ

2]+4κ（κ+1）ξ20}+

（δ-κ-2）[δ2（δ-κ-2）2（δ-κ）3+16δ2（κ+1）2（κ+3）ξ20+16κ（κ+1）3ξ
2
0-16δ（κ+1）2（κ

2+6κ+3）ξ20+4（κ+1）

2（δ-κ-2）（δ-κ）2ξ1]+2（κ+1）（δ-κ）
2（δ-κ-2） 2[4δ（δ+1）ξ20-δ

2-（κ+1）ξ1] = 0

 

 

{

(
((

(
((

（16）

将 0阶摄动解（14）代入方程组（16），解得 1阶摄动系数：
α1 =[-2δ

7+10δ6（κ+1）-δ5（20κ2+44κ+21）+δ4（20κ3+76κ2+81κ+25）+δ3（10κ4+64κ3+122κ2+93κ+25）+

δ2（2κ5+26κ4+78κ3+97κ2+55κ+12）-δ（4κ5+17κ4+23κ3+15κ2+4κ）+κ5+2κ4+κ3] / 2（κ+1） 5 / 2

[（δ-κ） 2-4δ][（δ-κ） 2-δ+2κ+1]

ξ1 =[δ
10-8δ9（1+κ）+δ8（28κ2+60κ+30）-2δ7（28κ3+97κ2+104κ+35）+2δ6（1+κ）2（35κ2+106κ+57）-

2δ5（1+κ）2（28κ3+139κ2+178κ+64）+2δ4（14κ6+134κ5+450κ4+730κ3+632κ2+282κ+51）-2δ3

（4κ7+55κ6+240κ5+503κ4+590κ3+400κ2+146κ+22）+δ2κ（κ7+24κ6+128κ5+316κ4+418κ3+316κ2+
132κ+24）-2δκ2（1+κ） 2（κ4+2κ3+2κ2-2κ-2）] / 4 （κ+1） 2[（δ-κ） 2-4δ][（kδ-κ） 2-（δ-κ）+κ+1] 2

 

 

{

(
(
(
(
(

(
(
(
(
(

（17）

2.3 2阶摄动

摄动阶数为 2阶，即取式（8）中的 i= 2时，N-TID最优刚度比和阻尼比表示为

αopt =α0+α1ξs+α2ξ2s ， ξopt = ξ0+ξ1ξs+ξ2ξ2s （18）
式中：α0和 ξ0为式（14）中已求得的 0阶摄动解；α1 和 ξ1 为式（17）中已求得的 1 阶摄动系数，与求解 1 阶摄

动系数类似地，求得 2阶摄动系数 α2 和 ξ2，如式（19）所示：

α2 =
∑
17

p = 1
（δp fp）

2（δ - κ）（1 + κ） 4（[（δ - κ） - 4δ] 2[（δ - κ） 2 - （δ - κ） + κ + 1] 2

ξ2 =
∑
20

q = 0
（δqgq）

8（δ - κ）（1 + κ） 7 / 2[（δ - κ） - 4δ] 5 / 2[（δ - κ） 2 - （δ - κ） + κ + 1] 7 / 2

 

 

{

(
(
((

(
(
((

（19）

式中： fp和 gq代表的多项式见附录，p= 1， 2， …， 17，q = 0， 1， …， 20。 将 2 阶摄动表达式（18）作为本文的

N-TID最优设计参数解析解，其中 α0和 ξ0为 0阶摄动解见式（14），α1和 ξ1为 1阶摄动系数见式（17），α2和 ξ2
为 0阶摄动系数见式（19）。

3 摄动解析解的验证

对比惯质比 δ = 0.15，负刚度比 κ = -0.15时的 0阶、1阶、2阶摄动解与优化目标为 min{σ2}的遗传算

法数值解见图 2，其中遗传算法主要配置项取值如下：种群数量为 50，交叉率为 0.8，最大代数为 200，最大停

滞代数为 50，适应度函数容差为 1×10-6。 由图可知，0 阶摄动忽略了结构阻尼对最优设计参数的影响，但随

着摄动阶数的增加，2阶摄动解析解趋于精确解值。 为验证本文提出的摄动解析解的有效性，本文在常用的
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（-1， 0）区间内取不同的负刚度比值。 由于负刚度的引入可能导致系统的动态行为不稳定，本文在保证含

负刚度的系统满足劳斯赫尔维茨稳定性准则的情况下，取了负刚度比 κ 为 -0.05、-0.10、-0.15 这 3 组值。
在不同惯质比和满足系统稳定性条件的负刚度比的取值下，将摄动解析解与数值结果对比见图 3，图中曲面

代表解析解，散点代表数值解。 取摄动解析解与数值解偏差最大的点，即 ξs = 0.20，κ= -0.05，δ= 0.25处，最优

刚度比摄动解析解为 0.349 1，数值解为 0.353 6，偏差为 1.27%；最优阻尼比摄动解析解为0.141 1，数值解为

0.145 2，偏差为 2.82%，证明摄动解析解与数值解有高度一致性，表明最优刚度比和阻尼比的 2 阶摄动解析

解是精确的。 在主结构阻尼比 ξs = 0.10，负刚度比 κ= -0.10，惯质比 δ= 0.15情况下，绘制均方值和 N-TID设

计参数关系图见图 4。 在该组系统参数下，主结构绝对加速度均方值有一个最小值，当且仅当 N-TID的刚度

比与阻尼比为 2阶摄动解时取得，进一步说明摄动解析解的有效性。

图 2 各阶摄动解析解和数值解的对比

Fig. 2 Comparison between perturbation analytical solutions and numerical solutions of each order

图 3 2阶摄动解析解和数值解的对比

Fig. 3 Comparison between the second-order perturbation analytical solution and the numerical solution

图 4 主结构绝对加速度均方值

Fig. 4 Mean square value of the absolute acceleration of the primary structure
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4 参数分析

4.1 主结构阻尼对 N-TID减振器设计参数的影响

主结构阻尼对系统的影响主要体现在 N-TID的最优设计参数上，记 N-TID的最优刚度比和最优阻尼比

在考虑主结构阻尼时为 αopt和 ξopt，忽略主结构阻尼情况下为α■ opt和 ■ξopt，见表 2。 由表可知，当主结构阻尼比

ξs = 0.02时，忽略主结构阻尼比引起的最优刚度比和阻尼比的偏差都在 5%以内；随着主结构阻尼比增加到

0.10时，大部分工况下，最优刚度比的偏差位于 5%与 10%之间，而最优阻尼比的偏差超过 10%，在惯质比

δ= 0.25、负刚度比 κ= -0.05时最高达到 20%；随着主结构阻尼比进一步增大到 0.20，此时忽略主结构阻尼引

起的设计参数偏差大，大部分工况下，最优刚度比偏差超过 10%，最高有 23.12%，最优阻尼比偏差超过 20%，
最高接近 40%。 当系统的主结构阻尼比较大时，宜考虑其对减振器最优设计参数的影响，本文提出的摄动

解析解准确地描述了这部分影响。
表 2 主结构阻尼对 N-TID最优设计参数的影响

Table 2 Influence of primary structure damping on the optimal design parameters of N-TID

惯质比 δ 负刚度比
κ

忽略 ξs

α■ opt ξ■opt

ξs = 0.02

αopt ξopt

ξs = 0.10

αopt ξopt

ξs = 0.20

αopt ξopt

0.05 -0.15 0.211 8 0.026 1 0.213 0 0.026 4 0.218 3 0.027 8 0.226 0 0.030 2

-0.10 0.154 2 0.018 9 0.155 2 0.019 2 0.160 0 0.020 5 0.167 2 0.022 7

-0.05 0.100 0 0.012 1 0.100 9 0.012 3 0.105 2 0.013 4 0.112 4 0.015 3

0.15 -0.15 0.300 0 0.072 6 0.303 7 0.074 6 0.320 6 0.084 3 0.346 8 0.099 9

-0.10 0.243 1 0.057 2 0.246 5 0.059 0 0.263 0 0.067 9 0.289 9 0.082 6

-0.05 0.189 5 0.043 2 0.192 7 0.044 7 0.209 1 0.052 7 0.237 5 0.066 7

0.25 -0.15 0.376 5 0.127 3 0.382 3 0.131 7 0.409 0 0.152 7 0.450 7 0.185 9

-0.10 0.320 8 0.105 4 0.326 5 0.109 5 0.353 6 0.129 6 0.397 8 0.162 9

-0.05 0.268 4 0.085 3 0.273 9 0.089 1 0.301 7 0.108 2 0.349 1 0.141 1

4.2 主结构阻尼对绝对加速度均方值的影响

主结构响应的均方值是评估随机振动中减振器性能的一个重要参数，因为它考虑了整体频率下系统的

总振动能量。 主结构绝对加速度均方值受减振器设计参数的影响，而最优设计参数是关于系统惯质比、负刚

度比、主结构阻尼比的函数，故本小节考察各系统参数的变化对于最优绝对加速度均方值的影响见图 5。 由

图可知，当主结构阻尼比较小时，随着负刚度比绝对值或惯质比的增加，主结构最优绝对加速度均方值得到

显著降低，但是随着主结构阻尼的增大，负刚度比和惯质比对最优均方值的影响逐渐降低。

图 5 最优绝对加速度均方值

Fig. 5 Optimal mean square value of absolute acceleration

为进一步分析考虑主结构阻尼的情况下，负刚度比对主结构最优绝对加速度均方值的影响，定义了 TID
和 N-TID的系统最优绝对加速度均方值 ITID和 IN-TID之间的减振比 η1 见图 6，η1 的表达式为

η1 =
ITID-IN-TID
ITID

×100% （20）
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由图 6可知，负刚度比绝对值较大时，减振比相对较大，在主结构阻尼比和惯质比较小时，减振比最高有

74.47%；负刚度绝对值减小时，减振比随之降低。 考虑主结构阻尼时，负刚度比绝对值的增加能有效降低

N-TID主结构的绝对加速度均方值；随着主结构阻尼比的减小，负刚度对 N-TID减振性能的提升越大。

图 6 绝对加速度均方值减振比 η1
Fig. 6 Damping ration η1 of the mean square value of absolute acceleration

4.3 工程时程响应分析

在 3种天然地震波 El Centro、Kobe、Taft波和一种人工波的激励下，分析 N-TID 中的负刚度对主结构时

域响应的影响。 以 Kobe波为例，取 Kobe 波的加速度峰值为 2 m / s2；选取主结构阻尼比 ξs = 0.10，惯质比

δ= 0.15，负刚度比 κ= -0.10，依据式（18）得到 N-TID最优设计参数为 αopt = 0.2630，ξopt = 0.067 9。 图 7 为自

振周期为 T= 1 s 的主结构在 Kobe 波激励下的相对位移、相对速度、绝对加速度时程响应，可以看出负刚度

能有效降低主结构的各时程响应。

图 7 减振器有无负刚度 2种情况的主结构时程响应对比

Fig. 7 Comparison of the time history responses of primary structure with and without negative stiffness in dampers

统计主结构各时程响应的峰值，定义 TID和 N-TID的时程响应峰值为 Δ0和 Δ1，时程响应的减振比 η2为

η2 =
Δ0 - Δ1
Δ1

×100% （21）

在 3种天然波和一种人工波激励下，相对于不含负刚度的 TID，N-TID的主结构各时程响应峰值均得到

有效抑制见图 8。 其中，Kobe波和人工波激励下，在 TID中引入负刚度对其主结构绝对加速度时程响应峰值

的抑制效果最为明显，分别达到 29.4%、31.4%；El Centro波激励下，主结构绝对加速度时程响应峰值减振比

相对较小，为 15.7%。 总体来看，绝对加速度时程响应峰值降低幅度最大，符合本文 H2的优化目标，同时主
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结构的相对位移、相对速度时程响应峰值也有所下降，验证了本文提出的摄动解析解的有效性，表明 TID 中

引入负刚度能有效减少其主结构的时程响应峰值。

图 8 时程响应峰值减振比 η2
Fig. 8 Damping ratio of time history response peak η2

5 结论

为了考虑结构阻尼对负刚度-惯容减振器参数优化设计的影响，本文基于摄动法推导了 N-TID 减振器

在考虑主结构阻尼时，以底部加速度激励下主结构绝对加速度的 H2范数为优化目标下的最优设计参数解析

解。 通过算例分析得到如下结论：
1） 以主结构绝对加速度均方值为优化目标，得到的 N-TID最优设计参数的二阶摄动解与数值解具有很

好的一致性。 但相对于数值解，本文提出的摄动解析解较为明确、更加稳定且有良好的普适性，具有较高的

工程参考意义。
2） 对比了 N-TID在考虑和忽略主结构阻尼 2 种情况下得到的最优设计参数，发现主结构阻尼比较大

时，忽略主结构阻尼会引起 N-TID最优设计参数产生较大偏差，说明了对 N-TID进行设计参数时考虑主结构

阻尼的必要性。
3）以安装 N-TID和 TID系统的主结构绝对加速度均方值的减振比作为指标，得到随着主结构阻尼比的

减小，负刚度越能提升 N-TID减振性能的结论。 在实际地震波激励下，分析 N-TID和 TID的主结构时程响应

峰值的减振比，表明考虑主结构阻尼时，N-TID相对于 TID能更有效地抑制主结构时程响应峰值。
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附录
  f1 = 2κ9 （κ+1） 4

f2 =κ4 （κ+1） 2（113.7κ2+75.49κ+15.99）
f3 = -κ2（2 298κ3+1 666κ2+510κ+63.99）
f4 =（76.95κ4+81.62κ3+40.60κ2+10.88κ+1.28）×102

f5 = -（28.18κ2+15.64κ+2.562）×102

f6 = -（1 322κ4+877.7κ3+248.4κ2+32.37κ+1.119）×102

f7 =（319.5κ4+244.3κ3+85.83κ2+15.79κ+1.188）×103

f8 = -（477.3κ4+410.9κ3+167.5κ2+36.46κ+3.356）×103

f9 =（482.1κ4+474.3κ3+224.7κ2+56.81κ+6.032）×103

f10 = -（334.1κ4+388.6κ3+219κ2+64.94κ+7.970）×103

f11 =（153.2κ4+224.3κ3+157.1κ2+55.97κ+8.038）×103

f12 = -（74.17κ3+80.03κ2+36.37κ+6.278）×103

f13 =（18.35κ3+28.33κ2+17.34κ+3.775）×103

f14 = -（2.002κ3+5.949κ2+5.626κ+1.679）×103

f15 =（5.46κ2+10.85κ+5.08）×102

f16 = -91（κ+1）
f17 = 7
g0 = -3κ8 （κ+1） 8

g1 = 4κ6 （κ+1） 6（4κ4+18κ3+30κ2+26κ+9）
g2 = -2κ4 （κ+1） 4（592.9κ3+385.5κ2+131κ+23.99）
g3 = -κ3 （κ+1） 2（2058κ2+1128κ+192）
g4 =（331.9κ5+324.4κ4+135.3κ3+28.49κ2+2.56κ）×102

g5 =（179.6κ4-237.7κ3-221.8κ2-67.38κ-7.681）×102

g6 = -（8012κ4+4509κ3+972.2κ2+64.71κ-5.286）×102

g7 =（2 745κ4+1 817κ3+540.5κ2+84.89κ+5.602）×103

g8 = -（540.5κ4+386κ3+127.9κ2+23.11κ+1.835）×104

g9 =（763.7κ4+583.6κ3+210.7κ2+41.85κ+3.669）×104

g10 = -（402.1κ3+237.1κ2+56.99κ+5.555）×104

g11 =（409.7κ3+249.8κ2+64.23κ+6.795）×104

g12 = -（307.3κ3+205.1κ2+58.51κ+6.843）×104

g13 =（177.2κ3+133.2κ2+43.28κ+5.704）×104

g14 = -（75.69κ3+66.9κ2+25.62κ+3.905）×104

g15 =（22.41κ3+24.9κ2+11.82κ+2.158）×104

g16 = -（40.64κ3+64.14κ2+40.74κ+9.353）×103

g17 =（3.36κ3+10.097κ2+9.778κ+3.041）×103

g18 = -30（24κ2+48κ+23）
g19 = 98（κ+1）
g20 = -6
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