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基于修正 Winkler模型的有限深度地基
支承梁振动抑制

马建军1，2，刘宗通1，王超圣1，2，刘丰军1，李 达1，2，高笑娟1

（1. 河南科技大学 土木建筑学院，河南 洛阳 471023； 2. 河南省建筑安全与防护工程技术研究中心，河南 洛阳 471023）

摘 要：弹性地基对其支承结构的振动通常具有抑制作用，其中的土-结构相互作用效应对结构物动

力学特性的影响具有非线性能量汇的典型特征。 基于修正 Winkler模型将有限深度弹性地基等效为

非线性能量汇系统的附加质量，开展了简谐激励下弹性地基对其支承有限长梁的振动抑制效果分析

和参数优化研究。 采用 Galerkin方法离散控制方程，应用增量谐波平衡法和弧长延拓法分析了弹性

地基上简支梁的非线性动力响应。 利用数值方法验证理论结果正确性，进而通过参数分析和多参数

优化，揭示了有限范围地基对其支承梁动力响应的抑制效果，探明了弹性地基非线性刚度和阻尼的

最佳参数范围。 结果表明，通过工程技术手段将土体参数调整到最佳范围后，可实现有限长梁振幅

衰减率达 96%以上，且具有较宽的减振频带。
关键词：修正 Winkler模型；有限长梁；非线性能量汇；多参数优化；振动抑制

中图分类号：O328； TU348     文献标识码：A

Vibration suppression of beams supported by finite-depth foundation
based on modified Winkler model

MA Jianjun1，2， LIU Zongtong1， WANG Chaosheng1，2， LIU Fengjun1， LI Da1，2， GAO Xiaojuan1
（1. School of Civil Engineering and Architecture， Henan University of Science and Technology， Luoyang 471023， China；

2. Engineering Technology Research Center of Safety and Protection of Buildings of Henan Province， Luoyang 471023， China）

Abstract： The elastic foundation typically exerts a suppressive effect on the vibration response of the supported
structure， and the influence of the soil-structure interaction effect on the dynamic characteristics of the structure
exhibits typical nonlinear energy sink characteristics. At present， more and more attention has been paid to the
dynamic research of elastic foundation beams considering soil motion. Based on the modified Winkler model， the
finite-depth elastic foundation is equivalent to the additional mass of the nonlinear energy sink system， and the
vibration suppression effect and parameter optimization of the elastic foundation on the finite-length beam supported
by it under simple harmonic excitation is conducted. The nonlinear dynamic response of a simply supported beam on
an elastic foundation is analyzed using the Galerkin method， the incremental harmonic balance method， and the
arc-length continuation method. Furthermore， on the basis of verifying the correctness of the theoretical results by
numerical methods， through multi-parameter optimization and analysis， the suppression effect of limited range soil
on the dynamic response of its supporting beam is revealed， and the optimal parameter range of nonlinear stiffness
and damping of the elastic foundation is proved. The results show that by adjusting the elastic soil parameters to the
optimal range by technical means， the amplitude reduction percentage of the finite-length beam can reach more than
96%， and it has a wide vibration suppression frequency band.
Key words： modified Winkler model； finite-length beam； nonlinear energy sink； multi-parameter optimization；
vibration suppression
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0 引言

工程领域存在各种振动现象，这些振动通常不利于结构的正常使用和安全运维[1-4]。 以土建领域为例，
由于动荷载、环境激励或地震作用，各类工程结构可能出现大幅振动，将影响结构物正常使用的安全性[5]。
近年来，工程结构的振动控制受到广大学者的关注，研究发现结构的地震响应与地基特性有关，土-结构相

互作用效应使结构的振动能量传递到地基中并耗散[6]。
弹性地基梁的动力学研究对揭示土-结构相互作用效应有重要理论意义，且为便于分析可将弹性地基

理想化为 Winkler模型[7-8]。 近年来，考虑土体运动的弹性地基梁动力学研究日益受到重视，研究揭示出土

体运动能显著改变其支承梁的动力学特性[9-10]。 已有研究并未将土体运动引入到其支承梁的振动控制中，
导致量化评价或从力学原理上阐明土-结构相互作用效应尚较困难。 随研究的深入，基于修正的 Winkler 模
型，可将考虑土-结构相互作用效应梁的动力学模型简化为由一系列非线性弹簧和阻尼元件连接的梁-小质

量土体耦合系统[11]。
已有研究表明，非线性能量汇（nonlinear energy sink，NES）在结构振动控制中具有显著优势，其通过能量

靶向传递能高效吸收结构的振动能量[12-13]，且已被广泛应用于土木、机械和航空航天等工程领域[14-15]。 在

梁的振动控制方面，高志通等[16]分析了惯容型 NES 对简支梁横向振动的振动控制效果。 ZANG 等[17]提出

了一种由杠杆型非线性能量汇和放置在不对称两端的垂直线性弹簧支撑的连续黏弹性梁模型。 ZENG
等[18]构造了一种能够降低非线性能量汇能量阈值的双稳态非线性能量汇。 MOSLEMI 等[19]研究了与非线

性能量汇耦合的简支轴向移动梁的受迫振动与动力稳定性。 赵雨皓等[20]建立了具有 NES 的弹性边界约束

轴向载荷梁分析模型。 在非线性能量汇研究方面，范舒铜等[21]提出了一种新型黏弹性材料 NES，并分析了

参数的最佳取值。 DANG等[22-23]提出了一种由不对称双线性元件实现的单向能量转换器型 NES 和一种具

有可调性并能够大幅降低传输率的双级惯性增强型 NES。 SUI 等[24]研究了惯性接地刚度的组合结构对非

线性能量汇响应机制和阻尼效应的影响，得到了发生强调制响应的充要条件。 在非线性能量汇工程应用方

面，乔云龙等[25]将黏滞阻尼器应用于高层钢结构并分析了其减震效果，何浩祥等[26]研发了具有可恢复性的

阻尼器。
从简化理论模型构成角度看，基于修正 Winkler理论的弹性地基上有限长梁振动模型与 NES 极具相似

性。 显然，土-结构相互作用效应对结构物动力响应的影响可能具有非线性能量汇的典型特征，基于修正

Winkler理论探讨弹性地基上梁非线性能量汇减振具有可行性和合理性。 基于此，可尝试将非线性能量汇理

论引入到土-结构耦合系统的振动抑制分析，并从原理上阐明土-结构相互作用效应的生效机制。 因此，本
研究拟将非线性能量汇理论拓展到弹性地基支承有限长梁的振动控制，以期阐明通过有限范围地基参数优

化实现其支承结构振动抑制的效果。
本文拟利用修正的 Winkler模型，将有限深度弹性地基等效为一系列相互独立的 NES附加质量，通过非

线性弹簧和阻尼与 Euler-Bernoulli 梁连接，建立含非线性能量汇的有限长梁动力学模型。 利用 Galerkin 方

法，采用增量谐波平衡法和弧长延拓法求解土-结构耦合系统的动力响应，分析周期解的稳定性。 进而，利
用龙格库塔法验证理论解的正确性，通过参数分析和多参数优化得到弹性地基的最佳参数范围，实现弹性地

基上有限长梁振动的有效抑制。

1 动力学模型

图 1 耦合系统

Fig. 1 Coupled system

  本文以弹性地基支承的有限长度简支梁为研究

对象。 如图 1 所示，模型中 H 为弹性地基深度，其
满足使耦合系统的质量比远小于 1； L 、 b 、 h分别为

有限长梁的长、宽、高；以未变形梁端为原点 O ，梁
中轴线为 x轴建立平面直角坐标系 O-xy。

仅考虑梁的横向位移，基于修正的 Winkler 模
型将弹性地基-有限长梁耦合系统的动力学模型简化为由一系列非线性弹簧和阻尼元件连接的梁-小质量
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土体耦合系统。 利用 Euler-Bernoulli梁理论和梁的运动方程，可得：
m1 v••+c1 v•+EIv‴′+c2（ v•-u•）+k（v-u） 3 =Fcosωt （1a）

m2ü+c2（u•-v•）+k（u-v） 3 = 0 （1b）
其中： Fcos ωt为外激励； F为幅值； ω为频率； v（x，t） 为梁的横向位移； u（x，t） 为 NES的位移；m1 = ρA为单

位长度梁的质量； m2 = ∫H
0
ρsdy ， ρs 为单位长度梁下单位深度土体质量； c1 为单位长度梁的黏滞阻尼系数；

c2 为 NES的阻尼系数； E和 I分别为梁的弹性模量和惯性矩；“•”与“′”分别为对变量 t和 x求导。
引入无量纲参数：

ū= u
L
； v= v

L
； x= x

L
； ε=

m2
m1

t = t EI
m1L4

； c1 =
c1L2

m1EI
； c2 =

c2L2

m1EI

k= kL
6

EI
； F=FL

3

EI
； ω=ω

m1L4

EI

（2）

将式（2）代入式（1），可得：
v••+c1 v•+v‴′+c2（ v•-u•）+k （v-u） 3 =Fcosωt （3a）

εü+c2（u•-v•）+k （u-v） 3 = 0 （3b）
其中，已忽略顶标。

2 计算方法

2.1 Galerkin离散

以梁端为简支约束为例，利用 Galerkin方法[27]，设解的形式为

v（x，t） =∑
N

j = 1
qvj（ t）ϕ j（x） （4a）

u（x，t） =∑
N

i = 1
qui（ t）ϕi（x） （4b）

式中： ϕi（x） = sin（ iπx） ； ϕ j（x） = sin（ jπx） 。
将式（4）代入式（3），可得：

∑
N

j = 1
q••vj（ t） + c1 q•vj（ t）[ ] +∑

N

j = 1
j4π4qvj（ t） +∑

N

j = 1
c2 q•vj（ t） - q•ui（ t）[ ] + 3k

4 ∑
N

j = 1
（qvj（ t） - qui（ t））[ ]

3 = 0 （5a）

ε∑
N

i = 1
q••ui（ t） + c2∑

N

j = 1
q•ui（ t） - q•vj（ t）[ ] + 3k

4 ∑
N

j = 1
（qui（ t） - qvj（ t））[ ]

3 = 0 （5b）

由于梁端位移幅值相同且为 0，故只求中间点的振动响应，即 x = 0.5。 图 2给出了梁的前 6阶模态构型。
在 2、4、6阶时，位移幅值为 0，因此，图 2中前 6阶仅给出 1、3、5 阶 φj（x） 的值。 经计算可知，第 1、3、5 阶固

有频率分别为 f1 = 9.869 6， f3 = 88.826 4，f5 = 246.740 1。
图 3给出了不同 Galerkin 截断阶数下梁的动力响应，计算中的各参数分别取为 c1 = 0.08，c2 = 2，

k = 100 0，ε = 0.3，F = 0.04。 由图 3可知，第 3阶和第 5阶 Galerkin截断的结果几乎一致，而 1阶 Galerkin截
断的结果不能显示第 3阶固有频率处的共振峰。 第 3阶 Galerkin截断的结果不能显示第 5 阶固有频率处的

共振峰。 第 5阶固有频率处的共振峰值相对于第 1阶共振峰值比较小。 因此，本文取 3阶 Galerkin截断。
取 N = 3，对于系统的强制响应可在等式的右侧添加激励项，则式（5）可表示为

∑
3

j = 1
q•• vj（ t） + c1 q

•v
j（ t）[ ] +∑

3

j = 1
j4π4qvj（ t） +∑

3

j = 1
c2 q

•v
j（ t） - q

•u
i（ t）[ ] + 3k

4 ∑
3

j = 1
（qvj（ t） - q

u
i（ t））[ ]

3 = Fcos（ωt） （6a）

ε∑
3

i = 1
q••ui（ t） + c2∑

3

j = 1
q•ui（ t） - q•vj（ t）[ ] + 3k

4 ∑
3

j = 1
（qui（ t） - qvj（ t））[ ]

3 = 0 （6b）
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图 2 前 6阶模态对比

Fig. 2 Comparison of the first 6 modes
图 3 不同 Galerkin截断数下梁的动力响应

Fig. 3 Dynamic response of the beam under different
Galerkin truncation numbers

2.2 增量谐波平衡法

以式（5）中 N= 1为例，对增量谐波平衡法（incremental harmonic balance， IHB）进行说明。
引入新的时间尺度，即

= ωt （7）
则式（5）写为

ω2M x•• + ωC x• + （K + K2）x = Fcos （ ） （8）
定义系统在激励幅值为 F0、激励频率为 ω0 时的振动状态为 xi0 ， i = 1，2，则其临近状态可表示为

xi = xi0+Δxi，i= 1，2； f= f0+Δf； ω=ω0+Δω （9）
式中 Δxi ， Δf ， Δω都表示微小增量。 将式（9）代入式（8），忽略高阶小量，得

ω20MΔ x••+ω0CΔ x•+（K+2K20）Δx=Φ-（2ω0Mx••0+Cx•0）Δω+ΔFcos

Φ=F0cos - ω20M x••0+ω0Cx•0+（K+K20）x0[ ]
（10）

进而，经推导可得迭代方程为

ΔA=K-1mcR （11）
在求解时，需先给出一组猜测解 A，进而根据式（11）求得余量 R，若 R 小于设定的容许值，则给 ω 一个

增量，得
ωi+1 =ωi+Δω （12）

然后，进入下一迭代，若 R大于容许值，则执行以下迭代过程：
KimcΔAi

+1 =Ri， Ai+1 =Ai+ΔAi+1 （13）
直到余量 R达到容许值内。

2.3 弧长延拓法

仍以式（5）中 N= 1为例，阐明弧长延拓法。
首先基于谐波平衡思想展开式（5），将响应 qv 、 qu 均表示为傅里叶级数展开形式，如式（14）、式（15）所示：

qv

qu

Fn1
Fn2

 

 

(
(
(
(
(

 

 

(
(
(
(
(

=

av0
au0
cv0
cu0

 

 

(
(
(
(
((

 

 

(
(
(
(
((

+∑
K

k = 1

avk
auk
cvk
cuk

 

 

(
(
(
(
((

 

 

(
(
(
(
((

cos （kωt） +∑
K

k = 1

bvk
buk
dvk
duk

 

 

(
(
(
(
((

 

 

(
(
(
(
((

sin （kωt） （14）

Fn1 = 0.75 [qv-qu] 3，Fn2 = 0.75 [qu-qv] 3 （15）
式中 k为分析中要取到的最高谐波展开阶数，将傅里叶级数展开式（14）代入式（15）中，代数方程组（5）可表

示为 G（P，Q，ω）= 0的形式，其中无量纲频率 ω为参数变量。

G=ω2k2

0
-avk
-bvk
0
-εauk
-εbuk

 

 

(
(
(
(
(
(
(
((

 

 

(
(
(
(
(
(
(
((

+ωk

0
c1bvk+c2（bvk-buk）
-c1avk+c2（auk-avk）

0
c2（buk-bvk）
c2（avk-auk）

 

 

(
(
(
(
(
(
(
((

 

 

(
(
(
(
(
(
(
((

+

π4avo+cv0
π4avk+cvk-F

π4bvk+dvk
cu0
cuk
duk

 

 

(
(
(
(
(
(
(
(
(

 

 

(
(
(
(
(
(
(
(
(

= 0 （16）
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式中
P
Q

 

 
(
(

 

 
(
( =
av0，avk，bvk，au0，auk，buk
cv0，cvk，dvk，cuk，cuk，duk

 

 

(
(

 

 

(
(
，谐波系数与非线性力谐波系数的关系见附录 A。

总体而言，求解步骤为

步骤 1：由给定的初始值沿解曲线弧长方向给出预测值（此处初始值可由增量谐波平衡法得出）
（P，ω） P =（P，ω） 0+ （（P，ω） 0）Δs （17）

式中，单位切向量 =V /‖V‖，V= （-1）m+1det（D（-m））[ ] T，D（-m）为增广矩阵删去第 m列后的矩阵，增广矩阵

D= J，∂G / ∂ω[ ] ，其中 J为雅克比矩阵，J的求解见附录 A。
步骤 2：校正预测值（P，ω） P，利用牛顿-拉夫逊迭代，得

（P，ω）m+1 =（P，ω）m-
Dm
VTm

 

 

(
(

 

 

(
(

-1

×
Gm
0

 

 

(
(

 

 

(
(
  （m= 1，2，…） （18）

直至 Δ=
‖（P，ω）m+1-（P，ω）m‖

‖（P，ω）m+1‖
满足精度要求，本文设 Δ小于 10-10时满足精度条件。

步骤 3：重复步骤 1和步骤 2对解曲线进行全局追踪，增量长度 Δs 的大小选择取决于解曲线的曲率，曲
率越大，增量长度越小。 本文采用如下方法对增量长度进行预测：Δsm+1 =ΔsmNd / Im，其中 Δsm 为上一步的增

量长度， Im 为上一步校正过程的迭代次数，Nd 为所需的迭代次数，在进行求解时需先设定 Nd、Δs、Δ。
2.4 稳定性分析

采用 Floquet理论分析系统的稳定性。
取微小增量

q=q0+Δq （19）
将式（19）代入式（5），消去 q0 与 Δq的高阶项，可得：

ω2MΔ q••+ωCΔ q•+（K+3K2）Δq= 0 （20）
式中，

M=
1 0
0 ε

 

 
(
(

 

 
(
( ， C=

c1+c2 -c2
-c2 c2

 

 

(
(

 

 

(
(
， K=

π4 0
0 0

 

 
(
(

 

 
(
( ， K2 =

0.75k （qv-qu） 2 -0.75k （qv-qu） 2

-0.75k （qu-qv） 2 0.75k （qu-qv） 2
 

 

(
(

 

 

(
(

（21）

式（21）也可表示为

A
•=UA （22）

式中，

A=
Δq

Δ q•
 

 

(
(

 

 

(
(
， U=

U11 U12
U21 U22

 

 

(
(

 

 

(
(
， U11 =

0 0
0 0

 

 
((

 

 
(( ， U12 =

1 1
1 1

 

 
((

 

 
(( ； U21 = -

M-1（K+3K2）
ω2

 

 
(
(

 

 
(
( ， U22 = -

M-1C
ω

 

 
((

 

 
(( （23）

一定存在矩阵 Y，使得

A（ +2π）= A（ ）Y （24）
Y称为 Floquet转移矩阵，当 Y的所有特征值的模都小于 1时，系统的周期解是稳定的；当 Y的所有特征

值的模至少有一个大于等于 1，系统的解不稳定。
Floquet转移矩阵可采用 FRIEDMANN等[28]提出的方法求得：

Y =∏
l

i = 1
exp（Δ lUl） ≈∑

l

i = 1
I +∑

n

j = 1

（Δ lUl） j

j!
 

 
(

 

 
( （25）

式中，可 n取 10，l取 1 000，求得 Y，进而求得转移矩阵 Y的所有特征值的模，根据模的大小判断平衡点处的

稳定性。
2.5 方法验证

根据参考文献[29]，表 1给出了数值计算所需的物理参数。
取式（14）中的截断阶数 K = 2，即式（14）中 k = 1，3，牛顿-拉夫逊迭代过程的精度要求为 Δ <10-10，

式（25）的 Taylor展开级数 n取 10，周期划分段数 l设为 1 000，设周期解的响应幅值为

Avk = a2vk+b2vk   （k= 1，3） （26）
结果显示 Av1≫Av3，仅考虑 Av1，参数为 k= 4×105，c1 = 0.08，c2 = 0.10，F = 0.04，ε = 0.10，以梁响应为例，对
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比 4阶龙格库塔法与增量谐波平衡法和弧长延拓法得出的结果，并分析结果的稳定性。 图 4 给出了数值计

算结果的对比。 由图 4可知，增量谐波平衡法与龙格库塔法的结果吻合。
表 1 梁的物理参数

Table 1 Physical parameters of the beam

符号 物理意义 数值 单位

L 梁的长度 6.096 m

b 梁的宽度 0.610 m

h 梁的高度 0.305 m

ρ 梁的体密度 2.403×103 kg / m3

E 梁的弹性模量 2.482×104 MPa
ρs 单位长度梁下单位深度弹性地基质量 1.037×103 kg / m2

图 4 IHB、弧长延拓方法与 Runge-Kutta数值结果对比

Fig. 4 Comparison of IHB method， arc-length continuation method and Runge-Kutta numerical results

3 多参数分析和优化

为表述弹性地基对其支承有限长梁振动的抑制作用，设含 NES 有限长梁响应的最大幅值为 An，不考虑

NES梁的最大响应幅值为 Au，振幅衰减率为 R = （Au - An） / Au × 100% 。
3.1 激励幅值的影响

图 5和表 2分别给出了外激励幅值对有限长梁第 1 阶响应幅值的影响。 由图 5 和表 2 可知，激励幅值

对非线性能量汇的减振效果有一定影响。 对于第 1阶共振，外激励幅值的变化对振幅衰减率有显著的影响，
外激励幅值从 F = 0.004增大到 F = 0.040，振幅衰减率增大了 0.82%。 当外激励幅值增大到 F = 0.400时，带
有非线性能量汇梁的共振幅值，大于不考虑非线性能量汇梁的共振幅值，显然非线性能量汇并没有起到减振

作用。 外激励幅值较大时，可能导致能量传递的改变，使得梁的某些局部部位的振动幅值增加。 分析带非线

性能量汇梁的幅频响应可知，外激励幅值越大，共振幅值对应的频率 ωn 越小。

图 5 外激励幅值对第 1阶共振幅值的影响（c1 =0.08， c2 =2， k=1 000 000， ε=0.3）
Fig. 5 Influence of different external excitation amplitude on the 1st-order resonance amplitude

（c1 = 0.08， c2 = 2，k= 1 000 000， ε= 0.3）
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表 2 外激励幅值对第 1阶共振峰值的影响

Table 2 The 1st-order resonance under different F

F ωn f1 R / %

0.004 9.33 9.87 94.02

0.040 9.34 9.87 94.84

0.400 8.60 9.87 -4.02

3.2 非线性刚度的影响

 

  图 6 k=104时系统的幅频响应曲线

  Fig. 6 Amplitude-frequency response curve
of the system at k= 104

  本节系统参数为 c1 = 0. 08， c2 = 0. 10， ε = 0. 10， F =
0.04。 图 6给出了 k = 1×104时系统的幅频响应曲线。 由

图 6可知，当非线性刚度较小时，系统响应在整个频域上都

是周期稳定的。 而随着非线性刚度的增大，系统动力学特性

变得更加复杂，幅频曲线出现分岔现象，存在稳定分支和不

稳定分支，并且表现出非线性系统特有的跳跃和滞后现象。
图 7给出了 k= 6×105时系统的响应曲线。 动力学发生

显著变化，系统表现出 2个稳定分支和一个不稳定分支，并
存在跳跃与滞后现象，说明系统可能存在鞍结分岔。 由

图 7（a）可知，当非线性刚度 k 取 6×105时，梁的共振幅值

在 ω= 10.98处的一组周期解分支上有最大值 0.002 3，远小

于无 NES时梁的振动幅值，梁系统在幅值较小处还有另外

两组解。 图 7（b）给出了 4阶龙格库塔法求解得到响应的时程曲线，此时初值全都设为 0。 由图 7（b）可知，
梁的响应为调制响应，响应在幅值较小的稳定周期解附近摆动，振动幅值为 0.001 8，此时振动抑制效果很

好。 表明当出现分岔时，响应机制也从周期性变为调制响应，导致共振峰显著降低。

图 7 k=6×105时系统的响应曲线

Fig. 7 Response curves of the system at k= 6×105

图 8给出了非线性刚度 k取 106时的幅频响应。 系统表现出 3个不稳定分支和 5个稳定分支，系统动力

学更加复杂。 此时，幅频响应曲线出现不连续和跳跃现象，并在 ω = 5.20 到 ω = 8.27 段同时存在 2 个稳定周

期解。 梁的共振幅值在 ω = 9. 36 处有一组稳定周期解，一组不稳定周期解，不稳定周期解达到最大值

0.044 0，略小于无 NES时梁的振动幅值，而稳定周期解为 0.003 9。 在共振峰附近，出现了不希望的周期性响

应，减振性能恶化。
图 9给出了 k= 107时系统的响应曲线。 非线性刚度增大到 107时，系统出现尖锐的、不希望出现的共振

峰值。 由图 9可知，峰值点附近几乎全部为不稳定周期解，在 ω = 9.37 处达到峰值 0.052 5，此时峰值已经大

于无 NES的情况，出现了振动放大效应。
由此可知，当非线性刚度增大到一定程度时，NES并不能起到减振作用，会出现不希望的不稳定周期响

应共振峰，因此要通过设计合理的非线性刚度避免这一现象，提高 NES减振性能。
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图 8 k=106时系统的响应曲线

Fig. 8 Response curves of the system at k= 106
图 9 k=107 时系统的响应曲线

Fig. 9 Response curves of the system at k= 107

3.3 多参数优化

研究不同质量比下非线性刚度 k与阻尼 c2同时变化对第 1阶、第 3阶共振峰的振动抑制效果，寻求最优

参数取值范围。 系统参数为 c1 = 0.08， F= 0.04，系统的振动抑制效果变化趋势如图 10、图 11、图 12、表 3 和

图 13所示。

图 10 质量比为 0.1时梁的 1阶最大幅值随非线性刚度 k和阻尼 c2的变化

Fig. 10 Variation of the 1st-order maximum amplitude of the beam with a mass of 0.1
as afunction of nonlinear stiffness k and damping c2

图 11 质量比为 0.2时梁的 1阶最大幅值随非线性刚度 k和阻尼 c2的变化

Fig. 11 Variation of the 1st-order maximum amplitude of the beam with a mass of
0.2 as afunction of nonlinear stiffness k and damping c2

图 10~图 12分别给出了参数对 1阶共振峰的影响。 由图 10可知，质量比为 0.1时，当非线性刚度较小时，
随着阻尼的变化，幅值有最低点且存在最优阻尼。 随非线性刚度增大，改变阻尼，幅值持续减小，最优阻尼为

0.1。 当非线性刚度增大到一定程度，阻尼的变化使得幅频曲线出现跳跃等复杂动力学特性，如图 10（a）所示。
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图 12 质量比为 0.3时梁的 1阶最大幅值随非线性刚度 k和阻尼 c2的变化

Fig. 12  Variation of the 1st-order maximum amplitude of the beam with a mass of 0.3
as a function of nonlinear stiffness k and damping c2

质量比为 0.2时，由图 11可知，也是当非线性刚度较小时，存在“山谷”，即存在最优阻尼。 随非线性刚

度增大，部分区域出现曲率更大的幅值降低，这是由于幅频曲线出现了跳跃等现象。
质量比为 0.3时，由图 12可知，整个参数范围内，都存在“山谷”，存在最优阻尼。 在阻尼较小时，非线性

刚度对振动幅值的影响明显。 随阻尼增大，非线性刚度对振动幅值的影响逐渐减弱。 而且当阻尼增大到一

定程度，非线性刚度变化对振动幅值影响微弱。
表 3 各质量比下的最优参数

Table 3 Optimal parameters for each mass ratio

ε c2 k An（×10-3） R / %

0.1 0.1 9.8×105 1.71 96.62

0.2 0.2 9.9×105 2.14 95.78

0.3 1.9 1.0×106 2.61 94.85

表 3给出了各质量比下的最优参数。 由表 3 可知，在
相同的参数范围内，随着质量比的增大，最佳取值范围对应

的非线性刚度和阻尼均增大，而振幅衰减率减小，但均已达

到优良的减振效果。 由 ε = m2 / m1 = ∫H
0
ρsdy / ρbh可知， ε实

质上是 H的函数，由表 1可得 ε = 2.320H ，当 ε = 0.1时，振
幅衰减率达到 96.62%，此时 H = 0.043 m 。 因此弹性地基有限深度取 0.043 m，能满足前文质量比远小于 1
的假设。 当质量比为 0.1、0.2时，最优参数对应的幅频曲线均为不连续曲线，存在振幅跳跃现象。

图 13给出了质量比为 0.1时梁的 3阶最大幅值随非线性刚度 k和阻尼 c2的变化曲线。 由图 13可知，在
质量比为 0.1时，随阻尼增大，幅值先减小再增大，存在最优阻尼。 而随非线性刚度增大，在从 1.3×108增大

到 1.4×108时，会出现较大的幅值降低，三维曲线出现断崖式的下降。 这是由于非线性项的影响，使得系统

突然失去共振状态，振幅急剧下降。 最优参数为 c2 = 8.2， k = 109，此时振幅衰减率为 99.81%，达到了非常好

的振动抑制效果。

图 13 质量比为 0.1时梁的 3阶最大幅值随非线性刚度 k和阻尼 c2的变化

Fig. 13 Variation of the 3rd-order maximum amplitude of the beam with a mass of 0.1
as a function of noulinear stiffness k and damping c2
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对最优参数进行有量纲值转换，可得 1 阶 c2 为 0.340 kN•s•m
-2， k 为 6.836×108 N•m-4，3 阶 c2 为

27.913 kN•s•m-2，k为 6.976×1011 N•m-4。 同时根据参考文献[30]，土体阻尼系数在 0~420 kN•s•m-2，
刚度系数在 1.0×103 ~4.6×103 kN•m-2可知，最佳参数中的 c2 均在合理范围内。

4 结论

从建模理论出发，将土-结构相互作用效应与非线性能量汇理论结合，将弹性地基上有限长梁系统简化

为由一系列非线性弹簧和阻尼元件连接的梁-小质量土体耦合系统。 利用增量谐波平衡法和弧长延拓法分

析了有限长梁的非线性动力学行为，揭示了非线性刚度增大引起的有限长梁复杂动力响应，求得了弹性地基

的最佳参数范围，实现了弹性地基支承梁振动的有效抑制，并得到如下主要结论：
1） 随外激励幅值增大，系统减振效果增强，但增大到一定程度后，NES 不再具有减振性能，反而起到放

大振动的效果。
2） 在相同参数范围内，对于 1阶共振，随质量比增加，最优参数的振幅衰减率减小，1 阶最大振幅衰减

率为 96.62%；对于 3阶共振，在质量比为 0.1时，最优参数的振幅衰减率达到 99.81%。
3）NES具有高效的减振效果，优化参数后的 NES 能实现有限长梁的最优振动控制，且具有较宽的减振

频带。
本文通过振幅衰减率的变化阐述了弹性地基对其支承有限长梁动力响应的有益影响，为土-结构相互

作用效应的量化评估提供了技术路径，也为通过优化土体参数实现结构减振提供了一定的理论基础。 但在

特定参数情况下，系统响应中存在对振动控制不利的不稳定周期解分支，甚至可能出现共振放大效应。 因

此，有必要从非线性动力学的角度进一步阐述弹性地基对其支承梁动力学特性影响的研究，同时通过讨论地

基的非线性性质，有助于更好地理解和优化地基梁减振设计。
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附录 A

对于任意一组谐波系数 P，响应的时域离散可由离散傅里叶逆变换得到：
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式中 n= 0， 1， …， N-1， N为离散点数，获得较为准确的时域信息，N的值应尽可能大，以达到较高的精度要

求，本文取 N= 210。 qv（n），qu（n）表示响应在离散时间点的时域值，非线性力 Fn1， Fn2的时域离散信息为
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再通过离散傅里叶变换可求得：
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时域 /频域转换给出了谐波系数与非线性力谐波系数的对应关系，对代数方程组来说，通过时域 /频域转

换使未知的谐波系数个数与方程个数相同。
雅克比矩阵 J的求解：
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式中
∂G
∂Q
= 1，以 k= 1为例，
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根据谐波系数与非线性项的复合求导关系，将响应 qv， qu 视为中间变量，进行复合函数求导得：
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式中，
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