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结构高效抗震分析方法

李佳龙1，任东兴1，李志远2

（1. 中冶成都勘察研究总院有限公司，四川 成都 610023； 2. 中国水利水电科学研究院 工程抗震研究中心，北京 100038）

摘 要：黏弹性人工边界是解决土-结构动力相互作用问题的有效手段之一，但其在分析过程中通常

需要进行大量的非线性动力时程计算，效率较低。 建立采用黏弹性人工边界求解土-结构动力相互

作用问题控制方程求解的高效计算方法，为此，引入隔离非线性法高效求解思想，构造基于隔离非线

性法-黏弹性人工边界的非线性土-结构动力相互作用分析模型，推导的动力控制方程在形式上与固

定边界的隔离非线性动力控制方程基本一致，仅需将黏弹性人工边界的弹簧-阻尼器元件的刚度直

接集成到近场土-结构模型的初始刚度矩阵与阻尼矩阵上即可。 此外，结合 Woodbury公式与组合近

似法提出了改进 Woodbury近似法，该改进方法能同时降低控制方程求解的时间复杂度与空间复杂

度，实现了黏弹性人工边界求解土-结构动力相互作用问题动力控制方程的高效求解。 研究方法同

时保留了黏弹性人工边界与隔离非线性法的优点，数值算例验证了所提方法的正确性与高效性。
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Efficient seismic analysis method for structures based on the
inelasticity-separated theory and viscous-spring artificial boundary

LI Jialong1， REN Dongxing1， LI Zhiyuan2
（1. Chengdu Surveying Geotechnical Research Institute Co.， Ltd.， of MCC， Chengdu 610023， China； 2. Earthquake Engineering Research Center，

China Institute of Water Resources and Hydropower Research， Beijing 100038， China）

Abstract： Viscous-spring artificial boundary is one of the effective means to solve the problem of dynamic soil-
structure interaction， but it usually requires a lot of nonlinear dynamic time-history calculation in the process of
analysis， and the efficiency is low. This paper aims to establish an efficient calculation method for solving the
governing equations of dynamic soil-structure interaction problem with viscoelastic artificial boundary. Therefore，
the efficiently inelasticity-separated solve idea is introduced to construct the nonlinear dynamic soil-structure
interaction analysis model based on the inelasticity-separated finite element method and viscous-spring artificial
boundary. The derived dynamic governing equation is basically same as the governing equation of the fixed boundary
that only need to directly add the spring-damper stiffness of the viscous-spring artificial boundary into the initial
stiffness matrix and damping matrix of the near-field soil-structure model. In addition， an improved Woodbury
approximation method is proposed by combining Woodbury formula with the combined approximation approach，
which can reduce the time and space complexity in solving governing equation， and realize the efficient solution of
the dynamic governing equation of dynamic soil-structure interaction problem by using viscous-spring artificial
boundary. The proposed method retains the advantages of viscous-spring artificial boundary and inelasticity-
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separated finite element method， and the correctness and efficiency are verified by a numerical example.
Key words： inelasticity-separated finite element method； viscous-spring artificial boundary； dynamic soil-structure
interaction； improved Woodbury approximation approach

0 引言

近年来，随着各种形式复杂的大型建 /构筑物大量涌现，这类结构在极端环境荷载作用下一旦发生破坏

必将导致严重后果，明确这类结构的灾变机理已成为科研工作者与工程技术人员的迫切需求。 地震作用下

结构发生振动，同时由结构振动产生的惯性力如同新的地震反作用于场地土上从而引起新的场地震动，这一

现象称之为土-结构动力相互作用或近场波动问题，该问题的求解是一个极具挑战性的课题，涉及到地震工

程学、结构动力学、土动力学、材料力学以及计算机科学等众多学科的交叉[1]。 土-结构动力相互作用问题

在数值分析时需考虑地震波在无限域地基中的辐射阻尼效应，常用策略是将结构和其附近土域组成近场以

及外围几何无限土域组成远场，并在近场和远场交界面处设置人工边界。 一般近场可采用有限元法或基于

有限元法扩展得到的其他方法进行模拟，该部分可根据结构的材料属性呈现各种非线性特征，远场则通过设

置合理的人工边界来模拟散射场的透射效应，并在截断边界处实现地震动的有效输入。 近半个世纪以来，研
究者们基于波动理论提出了多种人工边界条件，大致可分为时空耦联的全局人工边界与离散的局部人工边

界两大类，全局人工边界主要包括边界元法[2-3]和比例边界有限元法[4]，局部人工边界主要包括无限元

法[5]、多次透射边界[6]、完美匹配层[7]以及黏弹性人工边界[8-9]等。 黏弹性人工边界通过在人工边界结点位

置设置弹簧-阻尼器耗能元件来实现对散射波能量的吸收，该方法可以很好地处理辐射阻尼以及散射效应，
物理概念清晰，程序实现简单，具有较高的计算精度与良好的稳定性，广泛应用于地震作用下土-结构动力

相互作用分析[10-15]。
目前，结构非线性分析一般采用有限元法的变刚度求解格式，一旦有单元进入非线性状态即对结构整体

刚度矩阵进行更新并分解，随着结构规模的扩大以及有限元模型精细化程度的提高，其计算成本将急剧增

加，计算效率偏低。 为提高结构非线性分析的计算效率，LI等[16]提出了一种结构非线性分析新方法，即隔离

非线性有限元法（inelasticity-separated finite element method，IS-FEM）。 该方法以有限单元法为基础，将有限

元单元的材料应变分解为线弹性应变与非线性应变两部分，通过构造单元非线性应变场插值模型建立具有

非线性隔离特征的单元控制方程，整体控制方程可实现结构整体刚度矩阵的弹塑性分离，无需对整体刚度矩

阵进行实时更新与分解，采用 Woodbury公式[17]进行求解，可显著提高结构在发生局部材料非线性时的计算

效率。 目前，该方法已实现了对杆系结构[18]、框架结构[19]、二维平面[20]以及三维实体结构[21]的高效分析，
其稳定性与高效性已得到验证。

鉴于此，本文将黏弹性人工边界与隔离非线性法相结合，以期提高黏弹性人工边界在求解土-结构动力

相互作用问题时其控制方程求解的计算效率。 考虑到黏弹性人工边界一般是以弹性围岩介质为基础构造的

且在求解过程保持不变，这与隔离非线性法采用不变的初始弹性刚度矩阵进行求解的思想不谋而合，由此可

建立考虑黏弹性人工边界的土-结构动力相互作用的隔离非线性运动微分方程，并基于 Newmark-β 法推导

了隔离非线性动力控制方程。 控制方程的最终形式与固定边界的土-结构模型（地震动以惯性力的形式进

行加载）的控制方程基本一致，而黏弹性人工边界的弹簧-阻尼器元件的刚度可直接集成到土-结构模型的

刚度矩阵与阻尼矩阵之上，地震动则通过自由场模型转变为截断边界结点上的等效结点力进行输入[22-23]。
考虑到 Woodbury公式在求解非局部非线性问题时其占用的时间复杂度和空间复杂度均较大，不利于大规模

问题的高效求解，为此本文将 Woodbury公式与组合近似法[24]相结合，提出了一种更为高效且使用范围更广

的改进 Woodbury近似法。 改进方法在构造基向量时直接采用矩阵 Kinf的初始形式进行计算，从而避免了计

算并保存整体矩阵 KINF这一过程，降低了原 Woodbury公式求解的空间复杂度；此外，为避免缩减基矩阵病态

而使计算精度受到影响，提出了基向量快速正交化计算方法，该正交化过程计算量极小，可忽略不计。 基于

时间复杂度理论建立了改进方法的时间复杂度模型，研究表明：改进算法的时间复杂度与结构的非线性自由

度数呈线性阶关系，降低了非线性问题求解的时间复杂度，对于大规模问题其计算效率相较于传统变刚度法

具有明显优势。 最后，以一重力坝为例验证本文所提算法的正确性与高效性。
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1 隔离非线性法基本原理

隔离非线性有限元法将单元的材料应变分解为线弹性应变与非线性应变两部分，通过构造单元非线性应

变插值场函数并结合虚功原理建立具有非线性隔离性质的单元控制方程，实现了结构整体刚度矩阵的弹塑性

分离，通过引入Woodbury公式对其求解，可显著提高结构在发生局部材料非线性时的计算效率[17]。 以图 1所
示的隔离非线性多边形比例边界有限元平面模型[25]为例，在任意计算步可建立计算域的整体控制方程为

Ke K′

K′T K″p

 

 

[
[

 

 

]
]

ΔX
-ΔE″pr{ } = ΔF0{ } （1）

式中： Ke（维数为 N×N）为结构的初始刚度矩阵，其在整个计算中保持不变，其中 N 为结构的整体位移自由

度数；K′（维数为 N×p）为结构的系数矩阵，该矩阵为稀疏矩阵，其中 p 为结构的非线性计算自由度数；K″p（维
数为 p×p）为包含结构材料非线性信息的分块对角稀疏矩阵，该矩阵需要在分析过程中根据结构的非线性状

态变化而在计算过程中实时更新；ΔF为结构的荷载增量；ΔE″pr为结构中所有进入非线性状态的插值点的非

线性应变增量向量。
将式（1）中的非线性应变增量向量 ΔE″pr进行静力凝聚，可将其改写为

（Ke-K′K″
-1
p K′T）  }| | | | | |

N×N

ΔX}

N×1

=ΔF}

N×1

（2）

式中，矩阵 K′K″-1p K′T 可看作是结构初始弹性刚度矩阵 Ke 的修正矩阵。 基于Woodbury公式[17]，待求位移增

量 ΔX可表示为

ΔX}
N×1

= [K-1e}

N×N

+K-1e}

N×N

K′}

N×P

（K″p-K inf）
-1

  }| | | |

p×p

K′T}

p×N

K-1e}

N×N

]ΔF}

N×1

（3）

式中，
Kinf =K′TK

-1
e K′ （4）

式中，矩阵 K″p-Kinf为 p×p阶的满阵，在数学上可称其为初始刚度矩阵 Ke 的舒尔补矩阵。 矩阵 Kinf是仅与结

构非线性区域位置相关的满阵，可在非线性分析前计算出整个结构对应矩阵 KINF并保存，非线性计算时提取

相应部分即可。 采用从右至左的计算顺序可将式（3）的求解过程依次转换为矩阵与向量的运算，共计 6 个

计算步，如表 1所示。

图 1 隔离非线性平面单元模型

Fig. 1 Inelasticity-separated plane element model
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表 1 Woodbury公式计算步骤

Table 1 Calculation steps of the Woodbury formula

计算步骤 计算项目

（1） Δu1 =K-1e ΔF

（2） Δx1 =K′TΔu1
（3） Δx2 =（K″p-K′TK-1e K′） -1Δx1
（4） Δx3 =K′Δx2
（5） Δu2 =K-1e Δx3
（6） ΔX=Δu1+Δu2

  由表 1可知，计算步骤（1）、（5）为初始刚度矩阵的回代，
计算步骤（2）、（4）为稀疏的系数矩阵 K′与向量的乘积，计算

步骤（6）则为向量的加法运算，这 5 个计算步骤的计算量都

较小，限制 Woodbury 公式高效计算主要在于步骤（3）的计

算，因为该计算步骤涉及到一个以 p×p 阶矩阵为系数矩阵的

方程组求解。 对于局部非线性问题（即 p≪N），直接采用

Woodbury公式求解具有极高的效率优势。
对于地震作用下的结构非线性问题，采用固定边界与惯

性力加载形式，隔离非线性法的动力控制方程可表示为

Ke K′

K′T K″p

 

 

[
[[

 

 

]
]]

ΔX
-ΔE″pr{ } = ΔF0{ } （5）

式中： ΔF为结构在 t时刻的等效荷载向量； Ke 为结构的初始等效刚度矩阵，两者的具体形式为

Ke =Ke+
2
Δt
C+ 4
Δt2
M （6）

Δ F= -M Δg••（ t）+ 4
Δt
M+2C 

 
(

 

 
)X
•
（ tk-1）+2M X

••
（ tk-1） （7）

式中：M与 C分别为结构的质量矩阵与阻尼矩阵； Δt为时间步长； 为地震动转换向量； Δg••（ t）为 t时刻的地

震动加速度增量向量；X
•
（ tk-1）与X

••
（ tk-1）分别为结构在 k-1个时间步的相对速度和相对加速度向量。 采用常

刚度的 Rayleigh阻尼矩阵 C可使等效刚度矩阵Ke 在整个过程中保持不变。 式（6）所示的动力控制方程同样

可采用 Woodbury公式进行求解，其求解过程与静力问题的求解过程一致。 有关隔离非线性法理论更详细的

介绍可以参考文献[26]。

2 考虑黏弹性人工边界的隔离非线性动力分析方法

2.1 黏弹性人工边界

将隔离非线性法与黏弹性人工边界相结合，利用隔离非线性法在非线性求解方面的效率优势对土-结
构动力相互作用问题的控制方程进行高效求解。 以图 2 所示的二维平面问题为例，对黏弹性人工边界进行

简要说明。 数值分析时引入人工边界截去土体无限域远场部分，将近场域模型与引入的人工边界一起统称

为土-结构系统。

图 2 考虑黏弹性人工边界的二维分析模型

Fig. 2 Two-dimensional analysis model with viscous-spring artificial boundary

近场域模型可采用有限元法或比例边界有限元法进行模拟，内部结点采用符号 i表示，人工边界处的结

点采用符号 b表示，地震作用下非线性有限域的运动微分方程可表示为

112



地 震 工 程 与 工 程 振 动 第 44卷

Mii Mib

Mbi Mbb
 

 

[
[

 

 

]
]

X
••i

X
••b{ } + C

ii Cib

Cbi Cbb
 

 

[
[

 

 

]
]

X
•i

X
•b{ } +

Kiiep Kibep
Kbiep Kbbep

 

 

[
[[

 

 

]
]]

Xi

Xb{ } = 0Fb{ } （8）

式中：Mii、Mib、Mbi与Mbb为近场域的质量矩阵；Cii、Cib、Cbi与 Cbb为近场域的阻尼矩阵；Kiiep、Kibep、Kbiep与 Kbbep为近

场域的实时切线刚度矩阵；Xi（X
• i、X

••i）与 Xb（X
• b、X

••b）分别为结构内部结点与边界结点的位移（速度、加速度）
向量；Fb 为地震作用下被截去的无限土域对近场域的作用力。

人工边界处的总反应由散射场和自由场两部分组成，基于黏弹性人工边界理论[27]可将式（8）所示的动

力微分方程改写为

Mii Mib

Mbi Mbb
 

 

[
[

 

 

]
]

X
••i

X
••b{ } + C

ii Cib

Cbi Cbb+Cb
 

 

[
[

 

 

]
]

X
•i

X
•b{ } +

Kiiep Kibep
Kbiep Kbbep+Kb
 

 

[
[[

 

 

]
]]

Xi

Xb{ } = 0Pg{ } （9）

式中，Kb 与 Cb 分别为黏弹性人工边界的刚度矩阵与阻尼矩阵，两者均为所有边界结点上的弹簧与阻尼器系

数在法线与切线 2个方向集合，
Kb =∑

b
Kb，j， Cb =∑

b
Cb，j （10）

式中，Kb，j与 Cb，j为边界结点 j （ j∈b）对应的刚度矩阵与阻尼矩阵，两者均为对角矩阵。 当边界外法线方向与

x轴平行时，

Kb，j =
K jN 0

0 K jT

 

 

[
[[

 

 

]
]]
， Cb，j =

C jN 0

0 C jT

 

 

[
[[

 

 

]
]]

（11）

当边界外法线与 y轴平行时，

Kb，j =
K jT 0

0 K jN

 

 

[
[[

 

 

]
]]
， Cb，j =

C jT 0

0 C jN

 

 

[
[[

 

 

]
]]

（12）

式（11）与式（12）中所示的弹簧刚度系数 K jN、K jT 以及阻尼器系数 C jN、C jT 的计算见图 2，图中参数：G 为

围岩材料的剪切模量，λ为拉梅常数，ρ为质量密度，R为散射源到人工边界结点的距离，cp为纵波波速，cs为
剪切波速；α与 β为修正系数，一般取 α = 0.8 与 β = 1.1 即可取得一个较为稳定的计算结果；A j为边界结点 j
代表的等效线面积。 Pg为作用于人工边界上的等效地震荷载，其形式为

Pg =KbXbf +Cb X
•b
f +Fbf （13）

可以看出，等效地震荷载 Pg由三部分组成，这三部分均与自由场相关而与散射场无关，也就是说，如果

对自由场进行分析获得了其人工边界处的作用力 Fbf 、位移 Xbf 以及速度X
•b
f ，那么以该自由场为近场土域的土

-结构系统在各时刻的等效地震荷载也就随之确定。 上述黏弹性人工边界条件是基于弹性介质条件推导而

来的，已有分析表明在介质塑性区发展不是很大的情况下，采用弹性介质中构造的黏弹性边界不会带来很大

误差，可满足工程精度要求[28]。
2.2 隔离非线性动力控制方程

采用增量形式，将式（9）所示土-结构系统的运动微分方程改写为

Mii Mib

Mbi Mbb
 

 

[
[

 

 

]
]

ΔX
••i

ΔX
••b{ } + C

ii Cib

Cbi Cbb+Cb
 

 

[
[

 

 

]
]

ΔX
•i

ΔX
•b{ } +

Kiiep Kibep
Kbiep Kbbep+Kb
 

 

[
[[

 

 

]
]]

ΔXi

ΔXb{ } = 0
ΔPg{ } （14）

式中： ΔXi（ΔX
•i、ΔX

••i）与 ΔXb（ΔX
•b、ΔX

••b）分别为结构内部结点与边界结点的位移（速度、加速度）增量；ΔPg
为通过无结构规则自由场地震反应获得的等效地震荷载增量，即等效结点力增量。 式（14）中等号左边第三

项代表的是土-结构系统的恢复力变化项 ΔF，可将其拆分为结构与近场土域的恢复力变化 ΔF1以及黏弹性

人工边界引起的恢复力变化 ΔF2两项，即
Kiiep Kibep
Kbiep Kbbep+Kb
 

 

[
[[

 

 

]
]]

ΔXi

ΔXb{ }

  }| | | | | | | |

ΔF

=
Kiiep Kibep
Kbiep Kbbep

 

 

[
[[

 

 

]
]]

ΔXi

ΔXb{ }

  }| | | | | |

ΔF1

+
0 0
0 Kb
 

 
[
[

 

 
]
]

ΔXi

ΔXb{ }

  }| | | | | |

ΔF2

（15）

结合隔离非线性法控制方程式（17）展开式的第一个表达式，结构与近场土域的恢复力变化 ΔF1又可表

示为

ΔF1 =KepΔX=KeΔX-K′ΔE″pr =
Kiie Kibe
Kbie Kbbe

 

 

[
[[

 

 

]
]]

ΔXi

ΔXb{ } - K′
i

K′b
 

 
[
[

 

 
]
]ΔE″pr （16）
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式中： Kiie 、Kibe 、Kbie 与 Kbbe 为结构与近场土域的初始刚度矩阵；K′i 与 K′b 分别为内部结点 i与边界结点 b对应

的系数向量。 将式（16）代入式（15）后再代入式（14），可建立如方程（17）形式的考虑土-结构动力相互作用

的隔离非线性运动微分方程为

MΔX
••+C■ΔX

•+K■eΔX=ΔP■g+K′ΔE″pr （17）
式中，

M=
Mii Mib

Mbi Mbb
 

 

[
[

 

 

]
]
， C■=

Cii Cib

Cbi Cbb+Cb
 

 

[
[

 

 

]
]
， K■e =

Kiie Kibe
Kbie Kbbe +Kb
 

 

[
[[

 

 

]
]]

Δ P■g =
0
ΔPg{ } ， ΔX= ΔX

i

ΔXb{ } ， ΔX•=
ΔX
•i

ΔX
•b{ } ， ΔX••=

ΔX
••i

ΔX
••b{ }

（18）

式中： M为土-结构系统的质量矩阵； C■与K■e 分别为土-结构系统的阻尼矩阵与初始弹性刚度矩阵； ΔP■g 为
土-结构系统在地震作用下所受的等效结点力增量； ΔX（ΔX

•
、ΔX

••
）为土-结构系统的位移（速度、加速度）增

量向量。 在式（17）中，刚度矩阵K■e 在整个分析过程中保持不变，而土-结构系统的非线性效应则采用等号右

边的虚拟荷载项 K′ΔE″pr来表示。 研究表明：在地震作用下基于黏弹性人工边界的土-结构动力相互作用问

题，采用隔离非线性法可将非线性的运动微分方程转变为考虑非线性虚拟荷载的弹性结构运动微分方程。
采用 Newmark-β平均加速度法求解式（17）为

KeΔX=ΔF+K′ΔE″pr （19）

式中： Ke 为土-结构系统的等效弹性刚度矩阵； ΔF为等效荷载向量，两者的具体表达分别为

Ke =K■e+
2
Δt
C■+ 4
Δt2
M （20）

ΔF=ΔP■g+2MX
••
（ tk-1）+

4
Δt
M+2C■ 

 
(

 

 
)X
•
（ tk-1） （21）

式中： Δt为时间步长；X
•
（ tk-1）与M X

••
（ tk-1）分别为土-结构系统在第 k-1个时间步的速度和加速度向量。 若

采用常阻尼矩阵且时间步长 Δt在整个分析过程中保持不变，则等效弹性刚度矩阵Ke可保持不变。 将式（19）
中虚拟荷载项 K′ΔE″pr移到等式左边，可将其改写为

KeΔX-K′ΔE″pr =Δ F （22）

式中： ΔX与 ΔE″pr均为未知，可见式（22）需再建立一个补充方程方可实现求解。 由于隔离非线性法控制方

程（1）的第二个表达式表示的是单元内的平衡关系，与边界形式无关，联立该表达式可建立考虑黏弹性人工

边界的隔离非线性法的动力分析控制方程为

Ke K′

K′T K″p

 

 

[
[[

 

 

]
]]

ΔX
-ΔE″pr{ } = ΔF0{ } （23）

可以看出，上式（23）与考虑惯性力加载的隔离非线性动力控制方程在形式上基本一致，仅是在等效初

始刚度 Ke 中附加了黏弹性人工边界的刚度矩阵 Kb 与阻尼矩阵 Cb，由于构造的边界刚度 Kb 与阻尼矩阵 Cb

的对角特性，因此构造的等效初始刚度矩阵Ke 同样具有稀疏带宽特性。 同样的，可采用 Woodbury 公式对

式（23）进行求解，迭代求解过程与静力问题的迭代求解过程基本一致，在此不做过多赘述。
2.3 分析流程

图 3给出了采用隔离非线性法求解土-结构动力相互作用问题的整体分析流程，主要过程可分为人工

边界构造、边界等效结点力计算以及迭代求解三部分。 人工边界根据弹性围岩的材料参数进行构造，这一过

程并不需要对黏弹性边界进行修改，其只是借用该边界模型来处理土-结构相互作用问题，因此人工边界的

准确性与稳定性完全取决于已有黏弹性边界模型的参数选择，等效结点力则采用波场分离法通过无自重自

由场模型进行计算。 通过式（8） ~式（23）的推导可以看出，基于隔离非线性方法的求解格式对基于黏弹性

人工边界的土-结构相互作用控制方程没有额外修正，因此黏弹性人工边界的应用范围广（能够方便地反映

介质非均质、几何不规则、软土夹杂、捕虏体等地基复杂因素）、计算程序简单、数值稳定性高、时域直接求解
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满足非线性分析要求等优点，基于隔离非线性法的计算模型也都具备，仅需要近场模拟时在地基模型中反映

各种复杂因素即可。 本文虽然是以二维单一地基模型为例构造的隔离非线性动力求解格式，但理论上对于

三维以及分层或者任意分层地基模型均适用。 此外，对于任意入射角输入的地震动，相关研究已经获得了这

类情况的等效结点力计算方法[22]，可直接应用。 迭代求解过程与静力问题的迭代求解过程基本一致，采用

Woodbury公式求解具有与完全 Newton-Raphson 迭代法同样的二阶收敛速度，但考虑到 Woodbury 公式使用

的限制，迭代求解时建议直接采用本文第三章提出的改进 Woodbury 近似法进行求解，其准确性与高效性并

不会因为增加黏弹性人工边界而改变。

图 3 整体分析流程

Fig. 3 Flow chart of whole analysis process

3 改进 Woodbury高效求解方法

通过上述分析，可以看出不论是静力问题，亦或固定边界或考虑黏弹性人工边界的动力问题，整个计算

域的整体控制方程基本一致，且控制方程均可采用 Woodbury 公式进行求解，唯一的差别是采用初始刚度矩

阵还是等效初始刚度矩阵进行计算。 然而，由于隔离非线性法在单元模型构造时在单元中引入了较多的非

线性应变插值点，这使得当结构的非线性区域较大时采用 Woodbury公式求解的时间复杂度与空间复杂度占

用较高，效率优势并不明显。 这是因为 Woodbury公式在求解时需提前计算并保存矩阵 Kinf，而矩阵 Kinf对应

的整体矩阵 KINF是一个满阵，这对于大型结构而言计算并保存整体矩阵 KINF所需要的存储空间是无法接受

的；此外，Woodbury公式在求解时其时间复杂度与结构的非线性自由度数 p 呈立方阶关系，即 O（p3） [29]，当
非线性自由度数较高时（即非局部非线性问题），其计算效率反而不如传统变刚度法。

鉴于此，本文将 Woodbury 公式与组合近似法[24]相结合，提出一种高效的近似求解方法，称之为改进

Woodbury近似法（improved Woodbury approximation approach，IWAA）。 本文所提出的改进 Woodbury 近似法

首先通过近似求解策略获得矩阵 K″p-K′TK
-1
e K′的基向量，后又通过 Gram-Schmidt法获得正交化基向量，从而

保证计算精度。 下面以式（1）所示的静力控制方程为例对该近似求解算法为例进行说明，对于动力问题仅

需将初始刚度矩阵 Ke 更换为初始等效刚度Ke 即可，而求解时的迭代过程均一致。
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3.1 近似求解

组合近似法[24]（combined approximation approach，CA法）作为一种目前最为流行的结构重分析方法，该
方法将二项式级数展开和多项式拟合相结合，利用局部近似效率上的优势和全局近似精度上的优势估算结

构响应。 下面采用组合近似法对 Woodbury公式的计算步骤（3）进行求解（表 1），该计算步骤可改写为

（K″p-K′TK
-1
e K′）Δx2 =Δx1 （24）

基于组合近似法的求解策略，待求未知量 Δx2 可转换为若干个基向量线性组合的形式，即
Δx2 = y1r1+y2r2+…+ysrs =RBy （25）

式中： 下标 s为选择的基向量个数；RB = [r1， r2， …， rs]是由 s 个基向量组成的基向量矩阵，其阶数为 p×s；
y={y1，y2，…，ys} T 为各基向量对应系数组成的系数向量列阵。 一般地，基向量个数 s 将远远小于舒尔补矩

阵的维数，即 s≪p。 将式（25）代入式（24）并在两端同时左乘矩阵 RTB 得

KRy=FR （26）
式中： KR 为 s×s阶的缩减基矩阵； FR 为 s×1阶的缩减荷载向量，两者分别为

KR =RTB（K″p-K′T K
-1
e K′）RB （27）

FR =RTBΔ x1 （28）

也就是说，对于 Woodbury公式计算步骤（3）的求解，如果获得了基向量矩阵 RB 以及系数向量 y，则待求

未知量 Δx2 即可获得。 基于组合近似法的求解流程，式（25）所示的基向量的构造过程可表述为

r1 =K″
-1
p Δx1

ri+1 =K″
-1
p （Kinfri）= K″

-1
p K′T K

-1
e （K′ri）[ ]{ }  （ i= 1，2，…，s）{ （29）

对于式（29），在构造 r2 至 rs+1的基向量过程中，不再将矩阵 Kinf看作是一个整体，而是保留其原有形式

进行分步计算，因此无须提前计算并保存整体矩阵 KINF，可大大降低求解的前处理过程并降低对计算机存储

性能的需求，即算法的空间复杂度得到降低。 为保证基向量之间线性无关，需满足式（30）所示关系：
rTi ri+1
| rTi | | ri+1 |

≤Eer （30）

一般地，设定 Eer = 0.95即可满足计算精度要求。 由于式（29）构造基向量过程中存在过渡变量 K″pr1 =
Δx1 以及 K″pri+1 =K′T[K

-1
e （K′ri）]，每次基向量计算时将这些过渡变量存储起来，从而在计算缩减基矩阵 KR

时无须重复计算。 KR 的最终形式可表示为

KR =

K1，1R K1，2R K1，3R … K1，sR
K2，1R K2，2R K2，3R … K2，sR
K3，1R K3，2R K3，3R … K3，sR
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Ks，1R Ks，2R Ks，3R … Ks，sR

 

 

[
[
[
[
[
[
[[

 

 

]
]
]
]
]
]
]]

（31）

其中的各元素分别为

Ki，jR = rTi （K″p-K′TK
-1
e K′）rj  （ i，j= 1，2，…s） （32）

由于舒尔补矩阵 K″p-K′TK
-1
e K′为对称矩阵，可以证明缩减基矩阵 KR 同样为对称矩阵，即元素 Ki，jR =K j，iR 。

根据缩减基矩阵 RB 构造缩减荷载向量 FR，则待求的系数向量 y可表示为 y=K-1R FR，将该系数向量 y与基向

量矩阵 RB 代入式（25），则待求未知量 Δx2 即可表示为

Δx2 =RB（K
-1
R FR） （33）

采用上述方法，可将 Woodbury公式的计算步骤（3） p×p 阶的线性方程组求解转换为一个 s×s 阶的线性

方程组求解，可明显减小问题的计算规模，降低计算量。
3.2 正交优化

为避免式（31）所示的缩减基矩阵病态而使得式（33）所示缩减方程的求解精度受到影响，可利用

Gram-Schmidt法对 3.1节所述中获得的基向量 ri（ i= 1，2，…，s）进行正交化处理[24]，该计算过程可表述为

q1 = rT1KSr1
-1 / 2r1 （34）
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qi = ri -∑
i -1

j = 1
（rTi KSq j）q j （35）

qi = qTi KS qi
-1 / 2qi  （ i= 2，…s） （36）

式中，KS =K″p-K′TK
-1
e K′为舒尔补矩阵； qi 与 qi 分别为第 i个非标准化与标准化基向量。 采用上述表达虽可

直接进行基向量正交化计算，但过程复杂且需进行大型舒尔补矩阵与向量的重复计算，可借用 4.1 节已有的

计算结果进行计算。
采用归纳总结法可获得标准化基向量 qi 的计算过程。 第 i 个非标准化基向量qi 与标准化基向量 qi 可

分别表示为

qi =RiL i
qi =RiHi

{  （ i= 1，2，…，s） （37）

式中： Ri =[r1 r2…ri]为由前 i个基向量组成的基向量矩阵；L i ={ li，1，li，2，…，li，i} T 与 Hi ={hi，1，hi，2，…，hi，i} T

分别为第 i个非标准化基向量qi 以及标准化基向量 qi 对应的系数向量， li，j 与 hi，j 则分别为qi 与 qi 中原基向

量 rj 对应的系数，其中 j≤i≤s。 L i 与 Hi 的通项公式则分别为

L i =

li，1
li，2
li，3
⋮
li，i
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|
||

|
|
|

 

 

}

|
|
||

|
|
|
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-
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0
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{
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|
||

 

 

}

|
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|
||

+
H2K（ i，1：2）R H2

0
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{
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|

||

 

 

}

|
|

||

+…+Hi-1K（ i，1：i
-1）
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|
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1
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（38）

Hi =

hi，1
hi，2
hi，3
⋮
hi，i
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|
|
||

=

li，1
li，2
li，3
⋮
li，i

 

 

{

|
|
||

|
|
||

 

 

}

|
|
||

|
|
||
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-1 / 2 li，1
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⋮
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|
|
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||

= LTi K（1：i，1：i）R L i
-1 / 2L i （39）

式中：变量 K（ i，1：j）R 为缩减基矩阵 KR 中第 i行中前 1到 j个元素组成的行向量； K（1：i，1：i）R 为缩减基矩阵 KR 中

前 i行、前 i列元素组成的子矩阵。 对于系数向量 L i，始终有 li，j = 1，上述通项公式对所有基向量均使用，因
此不用再将第一个标准化基向量看作是一个特例进行计算。 可以看出，L i 与 Hi 这 2 个系数向量的计算是

层层递进且相互耦合的，但又仅与缩减基矩阵 KR 相关而与原基向量无关。 也就是说，如果获得了缩减基矩

阵 KR，那么通过简单运算即可获得全部非标准化基向量 L i 与标准化基向量的系数向量 Hi。
当基向量正交化后，式（24）所示的待求未知量 Δ x2 可重新表示为

Δ x2 = u1 q1 + u2 q2 + … + us qs = QBu （40）
式中： QB =[q1q2…qs]为由 s 个标准化基向量组成的 p×s 阶基向量矩阵；u = {u1，u2，…，us} T 为各标准化基

向量对应系数组成的系数向量。 将式（40）代入式（24），并同时在等式两端左乘矩阵 QTB 并考虑到标准化基

向量的正交性，可知标准化基向量的系数向量 u=QTBΔx1，那么未知变量 Δx2 可表示为

Δx2 = QB（QTBΔx1） =∑
s

i = 1
qi（qTi Δx1） （41）

综上所述，正交化后的基向量 qi 可直接用以构造以舒尔补矩阵为系数矩阵的方程组的解 Δx2，若要通过

增加基向量的个数来提高求解精度时，只需通过式（29）构造新的基向量 rk，然后再通过式（32）计算新增基

向量 rk 对应缩减基矩阵 KR 中的元素并通过式（38）与式（39）构造系数向量 Hk，从而可通过式（37）获得新

增基向量对应的正交化向量 qk。 基于上述操作，可直接在式（41）计算结果的基础上进行修改，无须重新求

解，同时保证了计算精度和求解效率。
3.3 时间复杂度

时间复杂度是一种能客观评价某种算法计算效率的工具，可以定量评估算法在计算机中执行所需要的

理论时间，不受计算机性能、编程技巧等外在因素的影响。 采用传统变刚度法求解结构非线性问题的控制方

程（采用 LDLT分解法求解），其一次迭代求解的时间复杂度 TL 约为[30]
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TL = Nm2 + 8Nm + N （42）
式中，m为刚度矩阵带宽，若对结构自由度编号进行优化，则刚度矩阵的半带宽一般可取 mk = N1 / 2 。

经统计，改进Woodbury近似法一次迭代求解主要有 s+2次常刚度矩阵回代，s+1次稀疏矩阵 K′（以及矩

阵 K′T、矩阵 K″p 的逆）与向量的乘积，以及一个 s×p维的矩阵与一个 p×s维的矩阵乘积。 对改进方法的时间

复杂度进行统计，其在一个迭代步骤的时间复杂度约为

TIWAA ≈ 2（ s + 2）Nm + （ s + 1） 2 2α - 1( ) + β
2 + 9β - 7
3

 

 
(

 

 
) + 3s2 + 5s - 1 

 
[[

 

 
]] p （43）

式中，参数 α与 β分别为结构控制方程中系数矩阵 K′和非线性状态矩阵 K″p 中每列非零元素个数的最大

值，且参数 α、β取值越大其对应的时间复杂度也就高。 可以看出，本文所提出改进方法的时间复杂度与结

构的非线性自由度数呈线性阶关系。 已有研究表明，通常选取较少基向量也可获得较为满意的计算结果，对
于小规模问题且矩阵修改量适中的情况，选取 2~ 3 个基向量即可，对于中等规模问题且矩阵修改量较大时

需要 5~6个基向量，而对于大规模修改问题需要 9~10个基向量。
将结构的非线性自由度 p与结点自由度数 N的比值定义为非线性自由度占比 γ，即 γ= p / N，该参数可用

以衡量结构进入非线性状态程度。 为更直观地对比 IWAA 相较于传统变刚度法的计算效率提升情况，将
IWAA在一个迭代步的时间复杂度 TIWAA与传统变刚度法求解的时间复杂度 TL的比值定义为时间复杂度比

率 η，即 η=TIWAA / TL。 若 η<1表示其计算效率高于传统变刚度法，η= 1表示两者效率相当，η>1则表示该算

法效率不及变刚度法。 以多边形比例边界单元模型为例，图 4 给出了在不同非线性自由度占比 γ（γ = 0.01、
0.10、0.50、1.00、5.00、10.00）以及不同基向量 s（ s= 3、6、10）情况下，其时间复杂度比率 η随结点自由度数目

N的变化情况。 可以看出，在任意基向量情况下，当非线性自由度占比 γ<0.1 时，该 IWAA 对于任意规模结

构均具有高效性；当非线性自由度占比 γ逐渐增加时，其具有高效性的临界结点自由度数 N虽然也在增加，
当 N>3 000 时（图 4（c）所示：γ = 10，s = 10），IWAA 相较于传统变刚度法均具有高效性。 当结点自由数目

N= 105 时（取 γ= 10，s= 10），IWAA的时间复杂度不到传统变刚度法的 1 / 10；而当 N = 108（取 γ = 10，s = 10）
时，其时间复杂度则仅为变刚度法的 1 / 1 000。 也就是说，当结点自由度数目 N越大，IWAA相较于传统变刚

度法的计算效率提升也就越高，具有明显的效率优势。

   图 4 时间复杂度比率 η
   Fig. 4 Time complexity ratio η

4 数值验证

选取一建于弹性基岩上的二维混凝土重力坝为例进行地震反应分析，分析时基岩选择为 300 m×100 m
的范围，计算模型整体几何尺寸如图 5（a）所示。 本例采用多边形比例边界单元[25]对大坝与地基进行网格

划分，其中重力坝共计 13 666个多边形单元，弹性地基共计 1 448 个单元，分别如图 5（b）与（c）所示。 重力

坝材料参数：弹性模量 Ee = 30.0 GPa，泊松比为 v= 0.2，密度 ρ= 2 630 kg / m3，抗压强度为 24.1 MPa，抗拉强度

为 2.9 MPa；基岩考虑为弹性，其材料参数：弹性模量 Ee = 20.0 GPa，泊松比 v = 0.2，密度 ρ = 2 500 kg / m3。 使

用双向 El Centro波对结构进行非线性地震反应分析，采用 Drucker-Prager 模型[31-32]模拟大坝的非线性效

应，为了获得大坝更为明显的非线性反应，将地震动强度调整为原始强度的一倍，其中地震持续时间为 30 s，
分析时步长选择为 0.02 s，共计 1 500个荷载步。
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图 5 大坝-地基尺寸及其计算模型

Fig. 5 Scale of dam-foundation and its calculation model

4.1 边界验证

首先计算用于该问题分析的等效结点力并验证所构造的黏弹性人工边界的正确性。 以图 5（c）所示的

300 m×100 m无自重地基作为自由场模型，基于波场分离法将调整后的双向地震动加速度记录转换为等效

结点力施加于具有黏弹性人工边界的自由场模型上并进行弹性动力有限元分析。 图 6为自由场模型顶部中点

在水平与竖向 2个方向的位移时程响应，其中解析解采用传递矩阵法[33]进行计算，可以看出解析解与数值解完

全吻合，表明构造的黏弹性人工边界正确，通过自由场模型获得的等效结点力可直接用于本问题分析。

图 6 自由场位移时程对比

Fig. 6 Comparison of displacement time-history of free-field
4.2 计算结果分析

动力分析时，首先施加一个代表大坝与地基自重的静力荷载，将结构自重引起的单元应力作为初应力代

入计算，由自重引起的结构位移以及单元应变则不考虑，然后再在此基础上进行动力非线性分析，从而保证

地应力平衡。 分别采用变刚度法（即使直接采用 Newmark-β法进行求解）与本文所提算法对该土-结构动力

相互作用模型进行计算。 上述分析已说明基于自由场模型获得的边界结点处的等效结点力正确，那么将该

等效结点力进行变刚度求解可认为是该算例的精确解。
图 7~图 9给出了该重力坝顶部的绝对位移、速度以及加速度时程曲线，可以看出本文算法与变刚度法

的计算结果基本完全吻合，相对误差极小，完全满足工程精度要求。 此外，由图 7可知，考虑上部混凝土大坝

后绝对位移变化曲线与自由场曲线大致趋势一致，自由场模型位移曲线相对光滑，而图 7 锯齿现象明显，这
是由于大坝自身相较于地面本身振动而引起的。 由于大坝较高且地震动强度增加了一倍，因为鞭梢效应，顶
部的最大加速度反应较强。

图 7 位移时程对比

Fig. 7 Comparison of displacement time-history
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图 8 速度时程对比

Fig. 8 Comparison of velocity time-history

图 9 加速度时程对比

Fig. 9 Comparison of acceleration time-history

通过分析可知，大坝发生非线性行为主要集中在前 5 s，图 10为大坝前 5 s非线性发展过程，可以明显看

出，当地震动强度较大时大坝颈部明显出现塑性贯穿区，在实际结构中可能已出现贯穿裂缝。 本算例采用

DP 模型来模拟混凝土的非线性行为，虽然该模型无法考虑混凝土开裂后的非线性行为，但也可在一定程度

上模拟混凝土的抗拉压行为，具有一定的参考意义。
表 2 时间复杂度对比

Table 2 Comparison of time complexity

方法 总时间复杂度 控制方程求解时间 / s

变刚度法 1.70×1012 193.4

本文方法 1.20×1011 37.6

采用本文方法与变刚度法求解的累计时间复杂度

对比，如表 2所示。 由表可知，本文方法相较于传统变

刚度法降低超过 93%。 基于 MATLAB 平台，变刚度法

求解控制方程的累计计算时间约为 193.4 s，而采用本

文方法求解整体控制方程的求解时间约为 37.6 s，减
少了约 80%，不论是从算法理论还是实际求解时间方

面均显示出本文方法的高效性。

图 10 大坝非线性区域变化过程

Fig. 10 Schematic diagram of the development of the nonlinear region of dam

5 结论

本文将隔离非线性法与黏弹性人工边界相结合，提出了黏弹性人工边界在求解土-结构动力相互作用
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问题时控制方程求解的高效计算方法。 基于弹性围岩介质构造的并联式弹簧-阻尼器元件在分析过程中可

保持弹簧刚度与阻尼器系数不变，这与隔离非线性法采用不变的初始刚度矩阵进行分析不谋而合，为此建立

了考虑黏弹性人工边界的隔离非线性土-结构系统的运动微分方程，并通过 Newmark- β 法推导了动力分析

控制方程。 此外，考虑到已有隔离非线性法在求解控制方程时占用的时间复杂度与空间复杂度均较大，为此

本文将 Woodbury 公式与组合近似法相结合，提出了改进 Woodbury 近似法，拓展了隔离非线性法的应用范

围。 得出如下结论：
1）考虑黏弹性人工边界的隔离非线性动力控制方程与固定边界加惯性力输入的隔离非线性动力控制

方程在表现形式上基本一致，不同点仅在于等效初始刚度矩阵附加了黏弹性人工边界的刚度矩阵项与阻尼

矩阵项，而等效刚度矩阵可在整个计算过程中保持不变且仍具有稀疏带宽特性，结构系数矩阵以及非线性状

态矩阵则与黏弹性人工边界无关。
2）提出的改进 Woodbury近似法用于求解隔离非线性控制方程，可降低 Woodbury 公式求解的时间复杂

度与空间复杂度，同时具备良好的计算精度与收敛性，使得隔离非线性法不再局限于局部非线性问题的求

解，对于非局部非线性问题甚至是全局非线性问题均适用。
3）本文工作虽然是以二维平面问题为例进行分析，但是对于三维问题的求解理论上同样适用；此外，本

文虽然是以单一地基模型为例进行分析，理论上该求解思想对于多层或任意成层地基模型以及任意入射角

度的地震波输入均适用。
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