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基于 Schwarz 交替法的浅埋双圆隧道塑性区解析解
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摘要:为探究浅埋双线隧道开挖引起围岩塑性屈服模式,以浅埋双线圆形隧道为例,采用

位移和附加面力联合控制 Schwarz 交替法和复变函数法,通过迭代循环求解浅埋双线圆形隧

道围岩弹性应力函数,并基于 Mohr-Coulomb 屈服准则获得围岩塑性应力分量表达式,利用浅

埋双线圆形隧道周围弹塑性区交界面上的应力连续性条件优先确定塑性区半径的弹塑性解,
并根据极坐标与直角坐标相互转化关系建立浅埋双线圆形隧道周围塑性区分布范围的解析计

算方法,通过数值模拟结果和现场实测结果分别验证本文解析计算方法的合理性和工程适用

性,并分析双线隧道中心间距对浅埋双圆隧道周围塑性区的影响规律。 结果表明:本文解析计

算方法可用于解决实际工程中浅埋双线隧道周围塑性区分布范围的预测问题,且满足 20%的

工程精度要求,与数值模拟结果拟合良好,具有较高的计算精度;浅埋双线圆形隧道周围塑性

区分布范围与双线隧道中心间距 s 呈正相关,可根据该因素影响下致使浅埋双线圆形隧道周

围塑性区达到贯通的临界状态时的分布规律,初步判断塑性区分布范围计算结果的合理性。
研究成果可为类似隧道工程设计和围岩变形控制提供理论指导。
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Abstract:

 

In
 

order
 

to
 

investigate
 

the
 

plastic
 

yielding
 

mode
 

of
 

surrounding
 

rock
 

caused
 

by
 

the
 

excavation
 

of
 

shallow
 

twin
 

tunnels,
 

the
 

displacement
 

and
 

additional
 

surface
 

force
 

joint
 

controlling
 

the
 

Schwarz
 

alternation
 

method
 

and
 

complex
 

function
 

method
 

are
 

adopted
 

to
 

solve
 

the
 

elastic
 

stress
 

function
 

of
 

surrounding
 

rock
 

of
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels
 

through
 

iterative
 

cycles
 

as
 

an
 

example.
 

The
 

expression
 

of
 

plastic
 

stress
 

components
 

of
 

surrounding
 

rock
 

is
 

obtained
 

based
 

on
 

Mohr-Coulomb
 

failure
 

criterion.
 

The
 

elastoplastic
 

solution
 

of
 

the
 

radius
 

of
 

the
 

plastic
 

zone
 

is
 

determined
 

preferentially
 

by
 

using
 

the
 

stress
 

continuity
 

condition
 

at
 

the
 

interface
 

of
 

the
 

elastic-plastic
 

zones
 

around
 

the
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels.
 

The
 

analytical
 

solution
 

for
 

the
 

distribution
 

range
 

of
 

the
 

plastic
 

zones
 

around
 

the
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels
 

is
 

established,
 

according
 

to
 

the
 

interconversion
 

relationship
 

between
 

polar
 

coordinates
 

and
 

right-angle
 

coordinates.
 

The
 

rationality
 

and
 

applicability
 

of
 

the
 

analytical
 

solution
 

are
 

verified
 

by
 

numerical
 

simulation
 

results
 

and
 

field
 

measurement
 

results
 

of
 

engineering
 

application.
 

The
 

influence
 

of
 

the
 

center
 

spacing
 

of
 

the
 

twin
 

tunnels
 

on
 

the
 

plastic
 

zones
 

around
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels
 

are
 

also
 

analyzed.
 

The
 

results
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show
 

that
 

the
 

analytical
 

solution
 

in
 

this
 

study
 

can
 

be
 

used
 

to
 

solve
 

the
 

problem
 

of
 

predicting
 

the
 

distribution
 

range
 

of
 

the
 

plastic
 

zones
 

around
 

shallow
 

twin
 

tunnels
 

in
 

actual
 

engineering,
 

and
 

meets
 

the
 

requirement
 

of
 

20%
 

engineering
 

accuracy,
 

fits
 

well
 

with
 

the
 

numerical
 

simulation
 

results,
 

and
 

has
 

a
 

high
 

calculation
 

accuracy.
 

The
 

distribution
 

range
 

of
 

the
 

plastic
 

zones
 

around
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels
 

are
 

positively
 

correlated
 

with
 

the
 

center
 

spacing
 

s
 

of
 

the
 

twin
 

tunnels.
 

Based
 

on
 

the
 

distribution
 

pattern
 

of
 

the
 

plastic
 

zone
 

around
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels
 

under
 

the
 

influence
 

of
 

this
 

factor,
 

when
 

the
 

plastic
 

zone
 

reaches
 

the
 

critical
 

state
 

of
 

penetration,
 

the
 

reasonableness
 

of
 

the
 

calculation
 

results
 

of
 

the
 

distribution
 

range
 

of
 

the
 

plastic
 

zones
 

is
 

preliminarily
 

judged.
 

It
 

provides
 

theoretical
 

guidance
 

for
 

similar
 

tunnel
 

engineering
 

design
 

calculation
 

and
 

deformation
 

control
 

of
 

surrounding
 

rock.
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0　 引言

浅埋双线隧道在隧道工程设计和施工中经常

遇到,是地下工程中的一类重要结构形式。 受隧道
间相互作用影响,往往双线隧道围岩呈现出不同于
单线隧道围岩的性质和规律,故已有的关于浅埋单
线隧道围岩的相关理论不能完全适用于浅埋双线
隧道工程,且考虑到现阶段国内外隧道工程多为双
线隧道的结构形式,因此有必要探明浅埋双线隧道
在施工过程中的围岩变化特性,以保证浅埋双线隧
道工程建设的安全性。

由于隧道开挖过程中的施工扰动打破了围岩
原有的应力平衡状态,将促使隧道周围逐渐形成塑
性区,而塑性区的形成将导致浅埋双线隧道围岩的
应力场和位移场发生变化,不利于围岩的稳定。 为
此,国内外专家学者已对浅埋隧道施工过程中围岩
的应力和位移变化规律开展了相关研究。 李倩倩
等[1]考虑围岩自重和地表堆载的共同影响,综合

采用复变函数法和 Mohr-Coulomb 屈服准则以建立
隐伏椭圆形空洞洞周初始塑性区分布范围的解析
计算方法,分析了空洞形状及外部荷载对塑性区分
布的影响规律。 杨公标等[2] 考虑围岩重力的影

响,采用复变函数法和 Schwarz 交替法建立了含空
洞地层浅埋圆形隧道围岩应力和位移解析模型,分
析了应力释放系数、空洞位置及尺寸对隧道围岩应

力和变形的影响规律。 蔡义等[3] 采用数值模拟和

模型试验的方法分析了空洞大小及空洞与隧道间
净距对浅埋隧道所处地层变形的影响规律,并给出
了邻近上覆空洞浅埋隧道施工引起隧道围岩的破

坏特征。 晏莉等[4] 利用复变函数法和 Schwarz 交

替法迭代求解了半无限平面内双孔平行圆形隧道

开挖后围岩应力和位移的弹性解。 张治国等[5] 考

虑隧道洞周椭圆化收敛变形的影响,利用位移控
制 Schwarz 交替法和复变函数理论建立了任意布
置方式下双线盾构隧道开挖引起周围地层变形的
计算方法,并分析了双线隧道水平和斜交两种不同

布置方式下隧道中心间距对地层变形的影响规律。
Zou 等[6] 考 虑 重 力 的 影 响, 采 用 双 极 坐 标 法

和 Mohr-Coulomb 屈服准则,提出了浅埋圆形隧道
围岩应力及其周围塑性区分布的解析解,并建立了

隧道边界内支撑压力计算的新方法。 Xiang 等[7]

将以隧道边界条件的解析计算结果和以既有桩基
边界条件的解析计算结果相叠加的处理方式,建立
了既有桩基附近隧道开挖引起围岩的二次应力场
和潜在塑性区的理论预测算法,并分析了既有桩基

的荷载作用位置、大小和分布模式对隧道周围塑性
区分布的影响规律。 纵观上述关于浅埋隧道围岩
应力和位移的理论研究成果,不难发现其中大多关
于围岩应力和位移的弹性解,且少数关于浅埋隧道
周围塑性区分布规律的研究成果也仅涉及单线隧
道,但对于考虑塑性因素影响的浅埋双线隧道围岩
弹塑性解的理论研究仍相对匮乏。 众所周知,隧道
开挖将导致周围岩土体发生塑性屈服,且塑性区的
确定对于探明浅埋双线隧道围岩应力和位移的变
化规律至关重要,因此有必要开展浅埋双线隧道周
围塑性区分布规律的解析计算方法研究。

基于此,本文以水平布置方式下的浅埋双线圆

形隧道为例,综合采用复变函数法和 Schwarz 交替
法,以位移边界条件和附加面力条件综合控制迭代
求解过程以确定合适精度条件下围岩的应力函数,
通过构建浅埋双线圆形隧道周围弹塑性区交界面
上弹性应力组合与 Mohr-Coulomb 屈服准则条件下
塑性应力组合的应力连续性方程,求解并确定浅埋
双线圆形隧道周围塑性区半径和分布范围,并分析
双线隧道中心间距对浅埋双线圆形隧道周围塑性
区的影响规律,以期为浅埋双线隧道设计计算和围
岩变形控制提供可靠的理论指导与参考。

1　 Schwarz 交替法基本原理

Schwarz 交替法是一种求解多连通域问题的常

用解析计算方法,其最初是一种用于求解拉普拉斯

方程狄里赫利问题的方法[8] ,但在不断演化和发
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展中逐渐拓宽并验证了其在二维平面和三维空间
中的适用性[9,10] 。 考虑到本文中浅埋双线圆形隧

道问题属于半无限平面中三连通域问题,故可利
用 Schwarz 交替法基本原理将一个多连通域问题
划分为一系列的单连通域问题来求解[11] ,可有效
简化本文中浅埋双线圆形隧道问题的求解难度。

基于此,以半无限平面中水平布置方式下等圆
双孔洞为例,如图 1 所示。 其中,洞 1 和洞 2 的半

径均为 R0,z1、z2 分别为 z 平面上 x1O1y1 和 x2O2y2

局部坐标系下的坐标,H 为洞 1 和洞 2 中心至半无
限平面上边界的垂直距离,S 为洞 1 和洞 2 的中心
间距,同时规定压应力为正,拉应力为负。

图 1　 半无限平面中水平布置的双圆孔洞计算模型

Fig. 1　 Computational
 

model
 

of
 

a
 

horizontally
 

arranged
 

bicircular
 

hole
 

in
 

the
 

semi-infinite
 

plane

根据文献[12]可知,Schwarz 交替法关于平面
双圆形孔洞问题的求解步骤主要为:①平面条件下
洞 1 开挖过程中的围岩应力分布规律可利用柯西
积分法求解,此时未开挖洞 2 边界上的围岩应力分
布规律亦可相应求解,由此可获得洞 2 边界上的附
加面力(本文将孔洞边界作用的多余面力统一称
为附加面力);②在洞 2 边界施加与第①步中附加
面力大小相等、方向相反的反面力,以平衡洞 2 边
界在第①步后生成的附加面力,保证洞 2 边界面力
为零,与实际情况相符,此时若假设洞 1 不存在,则
可将上述情形化简为单连通域问题;③求解仅在洞
2 边界反面力作用下仅存在洞 2 时的应力解,并对
应获得该应力解在洞 1 边界引发的附加面力;④重
复上述洞 1 和洞 2 的模拟开挖过程,可求解洞 1 边
界反面力作用下仅存在洞 1 时的应力解,此时洞 1
周边满足零面力的边界条件,而洞 2 周边受洞 1 应
力解的影响仍存在附加面力,因此需要多次迭代以
消除附加面力的影响,直至双圆形孔洞边界均满足
零面力的边界条件,由此可将上述过程中每次迭代
计算所求解的应力函数相叠加,即可求得半无限平

面中双圆孔洞问题的最终解。 在上述步骤条件下,
本文规定除第一次洞 1 和洞 2 的迭代求解外,从第
2 次迭代计算开始,将双圆孔洞边界各施加一次反
面力定义为完成一次迭代计算。 由此,针对浅埋双
线圆形隧道的特点,可利用 Schwarz 交替法实现本
文浅埋双线圆形隧道周围塑性区分布范围的求解。

2　 问题描述及基本假设

本文研究对象为水平布置方式下的浅埋双线
圆形隧道,如图 2 所示。 以 z 平面为物理平面,则
地表边界为半无限平面的上边界,且无荷载和约束
作用,不考虑隧道支护和施工荷载等作用,即左线
和右线圆形隧道边界无支护和其他荷载作用,均属
于自由边界,且在隧道开挖后将引起隧道边界的收
敛变形。 左线和右线圆形隧道半径均为 r0,双线隧
道中心埋深为 h,且隧道中心间距为 s。

图 2　 浅埋双线圆形隧道周围塑性区计算模型示意

Fig. 2　 Schematic
 

of
 

the
 

computational
 

model
 

of
 

the
 

plastic
 

zones
 

around
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels

综上所述,将隧道围岩假设为单一地层,且为
各向同性的理想弹塑性介质,围岩的泊松比、黏聚
力、内摩擦角和弹性模量分别设为 λ、c、φ、E。 与此
同时,假设本文中浅埋双线圆形隧道周围塑性区未
相互贯通且关于各自所围隧道全封闭,并将其视为
半无限域中的平面应变问题进行求解。 本文假设
沿隧道轴线方向的正应力 σz 为中主应力,切向应
力 σθ 为最大主应力,径向应力 σρ 为最小主应力,
则根据 Hill[13] 对塑性区围岩应力的研究成果可
知,此时隧道边缘不存在剪切应力 τρθ,即塑性区的
剪切应力 τρθ = 0。 由图 2 可知,浅埋双线不等圆隧
道边界和地表边界分别设为 L1、L2、L3,则 L1、L2

和 L3 所包含的半无限三连通域中的围岩处于弹性
状态,并假设浅埋双线圆形隧道开挖引起围岩的塑
性区遵从 Mohr-Coulomb 屈服准则,则由上述可假
定隧道围岩破坏仅受最大和最小主应力作用,并由
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此规定法向应力以压应力为正,拉应力为负。

3　 浅埋双线圆形隧道周围塑性区分
布范围解析计算方法建立

3. 1　 映射函数确定

根据图 2 所示物理平面( z 平面)中左线和右

线圆形隧道间的位置关系,可知当左线圆形隧道或

右线圆形隧道单独存在时,其各自所对应的局部坐

标系分别为 x1O1y1 和 x2O2y2,且物理平面上与之

对应的位置坐标分别为 z1 和 z2,故 z 平面上 x2O2y2

局部坐标到 x1O1y1 局部坐标的转换关系满足

z1 = z2 + s (1)
式中:z1 为半无限平面内各点在 x1O1y1 局部坐标

系下的坐标值;z2 为半无限平面内各点在 x2O2y2

局部坐标系下的坐标值;s 为浅埋双线圆形隧道中

心间距。
考虑到浅埋双线圆形隧道作为三连通域问题

直接求解难度巨大,根据上述 Schwarz 交替法基本

原理,将浅埋双线圆形隧道简化为两个浅埋圆形隧

道问题进行求解,则可由文献[14]确定本文所需

的映射函数,如式(2)所示。

z = ω(ζ) = - ih 1 - α2

1 + α2

1 + ζ
1 - ζ

= - ia 1 + ζ
1 - ζ

(2)

式中:z 为浅埋圆形隧道在物理平面(z 平面)上的位

置坐标,且 z=x+iy;i 为虚数单位,且 i= -1;h 为浅埋

圆形隧道中心埋深;α 为常量参数,与圆形隧道开挖

半径 r0 和隧道中心埋深 h 有关,如式(3)所示。
r0

h
= 2α

1 + α2 (3)

　 　 综上所述,式(2)所示映射函数可将一个位于

半无限平面( z 平面)的浅埋圆形隧道边界以外区

域变换为 ζ 平面上内外半径分别为 α(α< 1) 和 1
的圆环域,如图 3 所示。

由图 3 和式(3)可得浅埋圆形隧道边界从 z 平
面映射至 ζ 平面上圆环域中的内圆周半径 α 为

α = h
r0

- h
r0

( )
2

- 1 (4)

　 　 综上所述,按照式(2)所示的映射函数将 z 平
面上左线或右线圆形隧道单独存在时隧道边界以

外区域变换为 ζ 平面上的圆环域的映射函数关系

应分别满足 z1 =ω1(ζ1)和 z2 =ω2(ζ2),其中 ζ1 和 ζ2

分别为 ζ 平面上局部坐标系 ξ1O′1η1 和 ξ2O′2η2 中

的位置坐标,分别与 z 平面上局部坐标系 x1O1y1 和

x2O2y2 相对应,且由图 3 所示映射过程可知 z1 =
ω1( ζ1 ) 和 z2 = ω2 ( ζ2 ) 相应的逆映射变换应满足

ζ1 =ω1-1( z1)和 ζ2 =ω2-1( z2)。

图 3　 半无限平面中浅埋圆形隧道边界及其外部

区域映射变换过程示意

Fig. 3　 Schematic
 

of
 

the
 

mapping
 

transformation
 

process
 

of
 

a
 

shallow
 

circular
 

tunnel
 

boundary
 

and
 

its
 

outer
 

region
 

in
 

the
 

semi-infinite
 

plane

3. 2　 围岩应力函数求解

根据图 2 中浅埋双线圆形隧道围岩变形和地

表受力的情况,可得左线和右线隧道分别在各自所

属局部坐标系 x1O1y1 和 x2O2y2 中的边界条件为

z1 =z1:φ( z1) + z1φ′( z1) +ψ( z1) = 0 (5)
z1 + ih = r0:2G(u1 + iv1) =

κφ( z1) - z1φ′( z1) -ψ( z1) (6)

z2 =z2:φ( z2) + z2φ′( z2) +ψ( z2) = 0 (7)
z2 + ih = r0:2G(u2 + iv2) = κφ( z2) -

z2φ′( z2) -ψ( z2) (8)
式中:下标 1、2 分别表示左线和右线圆形隧道;G

为隧道围岩剪切模量,且 G = E
2(1+λ)

,E 为隧道围

岩的弹性模量;κ = 3-4λ,与泊松比 λ 有关;u1、v1、
u2、v2 分别为 z 平面上浅埋双线圆形隧道中左线隧

道和右线隧道围岩任一点的水平位移和竖向位移。
由于 z j = z j、 | z j +ih | = r0( j = 1,2)分别对应 z 平

面中的地表边界和隧道边界,则由式(2)所示的映

射函数可得其在 ζ 平面上的边界条件为

ζ1 = 1:φ(ζ1) +
ω(ζ1)

ω′(ζ1)
φ′(ζ1) +ψ(ζ1) = 0

(9)
ζ1 = α:2G(u1 + iv1) = κφ(ζ1) -

ω(ζ1)

ω′(ζ1)
φ′(ζ1) -ψ(ζ1) (10)

ζ2 = 1:φ(ζ2) +
ω(ζ2)

ω′(ζ2)
φ′(ζ2) +ψ(ζ2) = 0

(11)
ζ2 = α:2G(u2 + iv2) = κφ(ζ2) -

ω(ζ2)

ω′(ζ2)
φ′(ζ2) -ψ(ζ2) (12)

5142026 年第 2 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 王超,等:基于 Schwarz 交替法的浅埋双圆隧道塑性区解析解



　 　 根据文献 [ 15-16], 可将解析函数 φ ( ζ1 )、
ψ(ζ1)、φ(ζ2)、ψ(ζ2)按 Laurent 级数展开为

φ( z1) = φ(ω(ζ1)) = φ(ζ1) = a10
+ ∑

∞

k = 1
a1k

ζk1 +

∑
∞

k = 1
b1k

ζ -k
1 (13)

ψ( z1) = ψ(ω(ζ1)) = ψ(ζ1) = c10
+ ∑

∞

k = 1
c1k

ζk1 +

∑
∞

k = 1
d1k

ζ -k
1 (14)

φ( z2) = φ(ω(ζ2)) = φ(ζ2) = a20
+ ∑

∞

k = 1
a2k

ζk2 +

∑
∞

k = 1
b2k

ζ -k
2 (15)

ψ( z2) = ψ(ω(ζ2)) = ψ(ζ2) = c20
+ ∑

∞

k = 1
c2k

ζk2 +

∑
∞

k = 1
d2k

ζ -k
2 (16)

式中: a1 0、 a2 0、 c1 0、 c2 0、 a1 k、 a2 k、 b1 k、 b2 k、 c1 k、
c2 k、d1 k、d2 k 均为未知系数,可由浅埋双线圆形隧道

边界条件求得。
综上所述,考虑到浅埋双线圆形隧道在半无限

平面中关于左线和右线圆形隧道中心连线的中垂

线对称,故优先对左线圆形隧道进行分析,则由

式(2)所示的映射函数可知地表边界映射为 ζ1 平

面上圆环域中的单位圆周,左线圆形隧道边界映射

为圆环域中半径为 α 的内圆周,故 ζ1 = rσ1。 其中,
r 为 ζ1 平面上圆环域内任一点的半径,α≤ r≤1;
σ1 = eiθ1。

综上所述,当仅存在左线圆形隧道时,地表边

界上各点可表示为 ζ1 =σ1,代入式(9)可得

φ(σ1) +
ω(σ1)

ω′(σ1)
φ′(σ1) +ψ(σ1) = 0 (17)

　 　 将 ζ1 = σ1 代入式 ( 13 )、 ( 14 ) 后, 又代入

式(17),可得

a10
+ ∑

∞

k = 1
a1k

σk
1 + ∑

∞

k = 1
b1k

σ -k
1 -

(1 + σ1)(σ1 - 1) 2

2(1 - σ1)σ2
1

·

∑
∞

k = 1
ka1k

σ1-k
1 - ∑

∞

k = 1
kb1k

σk+1
1( ) +c10

+ ∑
∞

k = 1
c1k

σ -k
1 +

∑
∞

k = 1
d1k

σk
1 = 0 (18)

　 　 进一步化简式(18)并整理,可得

∑
∞

k = 1
a1k

σk
1 + 1

2 ∑
∞

k = 1
(k + 1)a1k+1

σ -k
1 -

1
2 ∑

∞

k = 2
(k - 1)b1k-1

σk
1 - 1

2 ∑
∞

k = 2
(k - 1)a1k-1

σ -k
1 +

∑
∞

k = 1
b1k

σ -k
1 + 1

2 ∑
∞

k = 1
(k + 1)b1k+1

σk
1 + a10

+

c10
+
a11

2
+
b11

2
+ ∑

∞

k = 1
c1k

σ -k
1 + ∑

∞

k = 1
d1k

σk
1 = 0

(19)
　 　 由式(19)可得 c10

、c1k
、d1k

分别为

c10
= -a10

-
a11

2
-
b11

2

c1k
= -b1k

+
(k - 1)a1k-1

2
-

(k + 1)a1k+1

2

d1k
= -a1k

+
(k - 1)b1k-1

2
-

(k + 1)b1k+1

2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(20)
　 　 综上所述,由式(20)仅可知系数 c10

、c1k
、d1k

与

a10
、a1k

、b1k
之间的函数关系,但系数 a10

、 c10
、a1k

、
b1k

、c1k
、d1k

仍是未知的,故需要利用其他边界条件

率先求解未知系数 a10
、a1k

和 b1k
,则由左线圆形隧

道(ζ1 =ασ1)收敛变形的边界条件可得

κφ(ασ1) -
ω(ασ1)

ω′(ασ1)
φ′(ασ1) -ψ(ασ1) =

2G(u1 + iv1) = f(ασ1) (21)
在式(21)等号两边同乘(1-ασ1),可得

(1 - ασ1) κφ(ασ1) -
ω(ασ1)

ω′(ασ1)
φ′(ασ1) -ψ(ασ1)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
=

(1 - ασ1) f(ασ1) (22)
　 　 又因为(1-ασ1) f(ασ1)= f′(ασ1 ),故可将(1-
ασ1) f(ασ1)展开成 Fourier 级数的形式,如式(23)
所示。

(1 - ασ1) f(ασ1) = ∑
∞

k = -∞
A1k

σk
1 (23)

　 　 将式(23)代入式(22)可得

(1 - ασ1) κφ(ασ1) -
ω(ασ1)

ω′(ασ1)
φ′(ασ1) -ψ(ασ1)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
=

∑
∞

k = -∞
A1k

σk
1 = A10

+ A11
σ1 +

∑
∞

k = 2
A1k

σk
1 + ∑

∞

k = 1
A1 -k

σ -k
1 (24)

　 　 由文献[17]可知,浅埋隧道边界的收敛变形
模式通常包括均匀收敛、椭圆化变形、平移下沉以
及地层损失和非均匀收敛变形共同作用的综合变
形,如图 4 所示。
　 　 根据 Gonzalez 等[18] 的研究成果,浅埋圆形隧
道边界收敛变形由均匀收敛、椭圆化变形和平移下
沉共同组成,因此本文选择图 4( d)的收敛变形模
式,则由 Wang 等[19]的研究成果可求得式(24)中等
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图 4　 浅埋隧道边界收敛变形模式

Fig. 4　 Convergent
 

deformation
 

pattern
 

of
 

shallow
 

buried
 

tunnel
 

boundary

号右边的系数 A1k
为:

A1 -k
=

3(α2 - 1) 2αk-1u0Gi
8

A10
= -

[3(α2 + 1) + 10α]u0Gi
4

A11
=

[3(3α + 2α2 - α3 - α4) + 7]u0Gi
4

A1k
= -

3αk-3(α2 - 1)2[(k + 1)α2 + 2α + 2 - k]u0Gi
8

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(25)

式中:u0 为初始水平位移值,如式(26)所示。

u0 =
8r0(1 - 1 - VL )

7
(26)

式中:VL 为地层损失率。
由式(25)可知式(24)等号右边 σ1 幂次项前

的系数 为 已 知 量, 则 将 式 ( 2 )、 ( 13 )、 ( 14 )、
(20)、(25)代入式(24),并根据等号两边相同幂次
项系数相等以求解未知系数 a10

、 a1k
和 b1k

, 如

式(27)所示。

a10
=
- 4(1 - α2)a11

+ 4(κ + α2)b11
- [3(α2 + 1) + 10α]u0Gi

4(κ + 1)
(27a)

a11
=
- 4(κ + 1)a10

- [3(α2 + 1) + 10α]u0Gi

4(1 - α2)
+ 1

(1 - α2) 2 + (1 + κα2)(κ + α2)[ ] (1 - α2)
·

[3(3α2 + 2α3 - α4 - α5) + 7α]u0G
4

+ α2(κ + 1)a10{ } (κ + α2)(1 - α2) +{
[3(α2 + 1) + 10α]u0Gi

4
+ (κ + 1)a10{ } (1 + κα2)(κ + α2)} (27b)

b11
= 1

(1 - α2) 2 + (1 + κα2)(κ + α2)
·

[3(α2 + 1) + 10α]u0Gi
4

+ (κ + 1)a10{ } (1 + κα2) +{
[3(3α2 + 2α3 - α4 - α5) + 7α]u0G

4
+ α2(κ + 1)a10{ } (1 - α2)} (27c)

a1k+1
=

[(1 - α2)ka1k
- (1 + κα -2k)b1k

+
3(α2 - 1) 2α -1u0Gi

8
](1 - α2)(k + 1)

(1 - α2) 2(k + 1) 2 + (κα -2k + α2)(1 + κα2k+2)
+

(κα -2k + α2) α2(1 + κα2k)a1k
+ (1 - α2)kb1k

-
3α2k-1(α2 - 1) 2[(k + 2)α2 + 2α + 1 - k]u0G

8
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(1 - α2) 2(k + 1) 2 + (κα -2k + α2)(1 + κα2k+2)
(27d)

b1k+1
=

(1 - α2)(k + 1) α2(1 + κα2k)a1k
+ (1 - α2)kb1k

-
3α2k-1(α2 - 1)2 (k + 2)α2 + 2α + 1 - k[ ] u0G

8
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(1 - α2)2(k + 1)2 + (κα-2k + α2)(1 + κα2k+2)
-

(1 - α2)ka1k
- (1 + κα -2k)b1k

+
3(α2 - 1) 2α -1u0Gi

8
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (1 + κα2k+2)

(1 - α2) 2(k + 1) 2 + (κα -2k + α2)(1 + κα2k+2)
(27e)
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　 　 综上所述,将式( 27) 代入式( 20) 可分别求

得 c10
、c1k

和 d1k
,故当仅存在左线圆形隧道,且仅开

挖左线圆形隧道时的应力函数 φ( ζ1 )、ψ( ζ1 )已求

得,但本文研究的是浅埋双线圆形隧道周围塑性区

的分布问题,故引入 Schwarz 交替法。 同时,考虑

到弹性体的加载次序及几何形状改变次数与最终

应力无关[20] ,故通过 Schwarz 交替法可将浅埋双线

圆形隧道问题简化为 2 个半径均为 r0 的浅埋圆形

隧道问题进行求解。 为便于区分,可将上述已解得

的解析函数 φ( ζ1 )、ψ( ζ1 ) 分别表示为 φ( ζ1 ) 1、
ψ(ζ1) 1。 其中,括号内的下标表示隧道位置;括号

外的下标表示迭代计算次数,即 φ(ζ1) 1、ψ(ζ1) 1 是

左线圆形隧道开挖在第 1 次迭代计算中的解析函

数。 采用相同的解法,建立 z 平面上从 x2O2y2 坐标

系到 ζ2 平面的映射关系 z2 =ω(ζ2 ),由于本文研究

对象为水平布置方式下浅埋双线圆形隧道,故根据

式(2)所示的映射函数可知 z2 = -ih 1-α2

1+α2

1+ζ2

1-ζ2
= -ia

1+ζ2

1-ζ2
,按照上述相同的步骤可求得解析函数 φ

(ζ2) 1、ψ(ζ2) 1,但考虑到双线隧道间的相互影响,需
引用 Schwarz 交替法来消减每次迭代过程中隧道边界

附加面力的影响,并求解适宜精度条件下浅埋双线圆

形隧道的应力函数。 具体求解流程如图 5 所示。

图 5　 水平布置方式下浅埋双线圆形隧道围岩应力函数的 Schwarz 交替法求解流程

Fig. 5　 Flowchart
 

of
 

the
 

Schwarz
 

alternating
 

method
 

for
 

solving
 

the
 

stress
 

function
 

of
 

the
 

surrounding
 

rock
 

in
 

the
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels
 

with
 

horizontal
 

arrangement

　 　 由图 5 可知,左线和右线圆形隧道边界各施加 一次反面力为完成一次迭代(第 1 次迭代除外),
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且由于 Schwarz 交替法的计算特点,左线和右线圆

形隧道边界上的附加面力不可能同时消减为零,但
在多次迭代的过程中,附加面力将迅速趋近于零,
当迭代一定次数后,计算结果可满足实际工程的精

度要求。 基于此,根据前述已求得的半无限平面内

仅存在左线圆形隧道开挖在第 1 次迭代计算中的

解析函数 φ(ζ1) 1、ψ(ζ1 ) 1,可计算右线圆形隧道边

界上各点的附加面力为

f1(σ2) = φ(η1) 1 +
ω(η1)

ω′(η1)
φ′(η1) 1 +ψ(η1) 1

(28)
式中:σ2 为右线圆形隧道边界各点在 ζ2 平面上的坐

标;f1(σ2)为左线圆形隧道开挖引起右线圆形隧道边

界上的附加面力;η1 为 σ2 经过映射变换 z2 =ω(σ2)、
坐标平移 z1 =z2+s 以及逆映射变换η1 =ω-1(z1)求得的

ζ1 平面上右线圆形隧道边界点的坐标。
由于式(28)中 f1(σ2 )是 ζ2 平面上以 2π 为周

期的矢量函数,故直接求解其复变函数表达式存在

困难,可采用级数逼近的方法以实现有限项的级数

来表示 f1(σ2 )的目的。 令复数 Qk 为逼近 f1(σ2 )
的级数表达式中关于 σ2 的各幂次项系数, 如

式(29)所示,当 N 达到一定值时就可以实现很高

的逼近精度。

f1(σ2) = ∑
N

k = -N
Qkσk

2 (29)

　 　 又因为 σ2 = eiθ,故 f1(σ2 )也可以在极坐标系

下表示为关于 θ 的复数函数式,如式(30)所示。
f1(σ2) = f1(θ) = μ1(θ) + iμ2(θ)

 

(0 ≤ θ ≤ 2π)
(30)

式中:μ1(θ)、μ2(θ)分别为 f1(θ)实部和虚部上的函

数式,且均为区间[0,2π]上的实函数。
设周期为 2π 的函数 μ1(θ)、μ2(θ)在区间(0,

2π)的等距离点 θβ 处的 w 个值是已知的,可表

示为

θβ = 2πβ
w

 

(w > 2m,β = 0,1,2,…,w - 1)

(31)
　 　 由此,可将 μ1( θ)、μ2( θ) 在各点的值分别记

为 μ1(θ0)、μ2(θ0),μ1(θ1)、μ2(θ1),μ1(θ2)、μ2(θ2),
…,μ1(θw)、μ2(θw),且由 μ1(θ)、μ2(θ)的周期性可

知,μ1(θ0 ) = μ1 ( θw )、μ2 ( θ0 ) = μ2 ( θw )。 据此,可

用 m 次的三角多项式 ( m 固定) 逼近 μ1 ( θ)、
μ2(θ),如式(32)所示。

δ1(θ) =
q0

2
+ ∑

∞

k = 1
 

(qkcoskθ + pksinkθ)

δ2(θ) =
q′0

2
+ ∑

∞

k = 1
 

(q′kcoskθ + p′ksinkθ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(32)

　 　 确定每组 2m+1 个常数 qk、pk 和 q′k、p′k 时,需
要满足 w 个不同点处 δ(θ)与 μ(θ)的平均平方偏

差最小的条件,故可得

∑
w-1

β = 0
[μ(θβ) - δ(θβ)] = 0

∑
w-1

β = 0
[μ(θβ) - δ(θβ)]cosχθβ = 0

∑
w-1

β = 0
[μ(θβ) - δ(θβ)]sinχθβ = 0(χ = 1,2,…,m)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(33)
　 　 将 w 个 θ 值均代入式(33),并由三角函数正

交性可得常数 q0、q′0、qk、q′k、pk、p′k 分别为

q0 = 1
w ∑

w-1

β = 0
μ1

2πβ
w( )

q′0 = 1
w ∑

w-1

β = 0
μ2

2πβ
w( )

qk =
2
w ∑

w-1

β = 0
μ1

2πβ
w( ) cos 2βkπ

w

q′k =
2
w ∑

w-1

β = 0
μ2

2πβ
w( ) cos 2βkπ

w

pk =
2
w ∑

w-1

β = 0
μ1

2πβ
w( ) sin 2βkπ

w

p′k =
2
w ∑

w-1

β = 0
μ2

2πβ
w( ) sin 2βkπ

w

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(k = 1,2,…,m)

(34)
　 　 故由上述复数级数 f1(θ)实部和虚部的计算结

果,可将 μ1(θ)、μ2(θ)按 Fourier 级数形式展开为

μ1(θ) =
q0

2
+ ∑

m

k = 1
(qkcoskθ + pksinkθ)

μ2(θ) =
q′0

2
+ ∑

m

k = 1
(q′kcoskθ + p′ksinkθ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(35)

　 　 综上所述,将式(35)代入式(30),可得

f1(θ) =
q0

2
+ ∑

m

k = 1
(qkcoskθ + pksinkθ) + i

q′0

2
+ ∑

m

k = 1
(q′kcoskθ + p′ksinkθ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
=

q0

2
+
iq′0

2( ) + ∑
m

k = 1

[(pk + q′k) + i(p′k - qk)](coskθ + isinkθ)
2

+
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∑
m

k = 1

[(pk - q′k) + i(p′k + qk)](coskθ - isinkθ)
2

(36)

　 　 由于式( 29) 中 Qk 一般为复数,且 σ2 = eiθ,
可令

Q0 =
q0

2
+
iq′0

2

Qk =
pk + q′k

2
+
i(p′k - qk)

2

Q -k =
pk - q′k

2
+
i(p′k + qk)

2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(37)

　 　 故可将式(36)进一步简化为

f1(θ) = Q0 + ∑
m

k = 1
Qkeikθ + ∑

m

k = 1
Q -ke

-ikθ =

∑
m

k = -m
Qkeikθ = ∑

m

k = -m
Qkσk

2 (38)

　 　 综上所述,利用式(37)可实现 f1(σ2 )在右线

圆形隧道边界分布的求解。 为保证逼近求解的精

度,应控制逼近点总数 j 和级数项总数 m 取较大

值,以提升计算精度。 由此,根据上述右线圆形隧

道边界附加面力的计算结果可知,右线圆形隧道边

界的反面力为-f1(σ2 ),且由于本文已假设浅埋双

线圆形隧道边界无其他荷载作用,故可令仅存在右

线圆形隧道时 z 平面上 x2O2y2 局部坐标系中的解

析函数为 φ( z2 ) 1、ψ( z2 ) 1,且考虑到水平布置方式

下浅埋双线圆形隧道关于竖直方向的对称性,故仍

可采用式(2)所示的映射函数将右线圆形隧道从 z
平面上 x2O2y2 局部坐标系映射至 ζ2 平面,可得此

时 ζ2 平面上的解析函数为 φ(ζ2) 1、ψ(ζ2) 1,则根据

右线圆形隧道边界的受力情况可知其边界条件

应为:

φ(σ2) 1 +
ω(σ2)

ω′(σ2)
φ′(σ2) 1 +ψ(σ2) 1 = - ∑

m

k = -m
Qkσk

2

(39)
式中:φ(σ2 ) 1、ψ(σ2 ) 1 分别为 ζ2 平面上内圆边

界( | ζ2 | =α)上解析函数 φ( ζ2 ) 1、ψ( ζ2 ) 1 的值,且
φ(ζ2) 1、ψ(ζ2) 1 如式(40)所示。

φ( z2) 1 = φ(ζ2) 1 =

(a20
) 1 +∑

∞

k = 1
(a2k

ζk2)
1
+ ∑

∞

k = 1
(b2k

ζ -k
2 ) 1

ψ( z2) 1 = ψ(ζ2) 1 =

(c20
) 1 + ∑

∞

k = 1
(c2k

ζk2) 1 + ∑
∞

k = 1
(d2k

ζ -k
2 ) 1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(40)

　 　 综上所述,将式(40)代入式(39),可得

(a20
) 1 + 1

2
(a21

) 1 + 1
2

(b21
) 1 + (c20

) 1 +

∑
m

k = 1
(a2k

σk
2) 1 - 1

2 ∑
m

k = 2
(k - 1)(b2k-1

σk
2) 1 +

1
2 ∑

m

k = 1
(k + 1)(b2k+1

σk
2) 1 +

∑
m

k = 1
(d2k

σk
2) 1 + ∑

m

k = 1
(b2k

σ -k
2 ) 1 +

1
2 ∑

m

k = 1
(k + 1)(a2k+1

σ -k
2 ) 1 -

1
2 ∑

m

k = 1
(k - 1)(a2k-1

σ -k
2 ) +

∑
m

k = 1
(c2k

σ -k
2 ) 1 = - ∑

m

k = -m
Qkσk

2 (41)

　 　 由于 ∑
m

k= -m
Qkσk

2 为已知,故由式(41)等号两边同

幂次项系数相等可求解得到解析函数 φ( ζ2 ) 1 和

ψ(ζ2 ) 1,由此可将 φ ( ζ1 ) 1、ψ ( ζ1 ) 1 和 φ ( ζ2 ) 1、
ψ(ζ2) 1 分别叠加即为 Schwarz 交替法第 1 次迭代

求解结果。 虽然此时右线圆形隧道边界满足零面

力的边界条件,但左线圆形隧道受右线圆形隧道边

界上反面力的影响而在其边界产生附加面力,同右

线圆形隧道的处理方法一致,在左线圆形隧道边界

上施加大小相等方向相反的反面力,并由式(42)
所示的此时左线圆形隧道的应力边界条件,可求出

在该反面力作用下仅存在左线圆形隧道的解析函

数 φ(ζ1) 2、ψ(ζ1) 2。

φ(σ1) 2 +
ω(σ1)

ω′(σ1)
φ′(σ1) 2 +ψ(σ1) 2 = - ∑

m

k = -m
Ckσk

1

(42)
式中:φ(σ1 ) 2、ψ(σ1 ) 2 分别为左线圆形隧道边界

映射为 ζ1 平面上内圆边界( | ζ1 | = α)上第 2 次迭

代的解析函数 φ( ζ1 ) 2、ψ( ζ1 ) 2 的值,且 φ( ζ1 ) 2、
ψ(ζ1) 2 如式(43)所示;Ck 为左线圆形隧道边界附

加面力的逼近级数中各幂次项系数。
φ( z1) 2 = φ(ζ1) 2 =

(a10
) 2 +∑

∞

k = 1
(a1k

ζk1)
2
+ ∑

∞

k = 1
(b1k

ζ -k
1 ) 2

ψ( z1) 2 = ψ(ζ1) 2 =

(c10
) 2 + ∑

∞

k = 1
(c1k

ζk1) 2 + ∑
∞

k = 1
(d1k

ζ -k
1 ) 2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(43)

　 　 综上所述,按照图 5 所示迭代求解过程,迭代

循环直至左线或右线圆形隧道边界的附加面力值

远小于浅埋双线圆形隧道边界初始应力值时为止。
由此,从第 2 次迭代计算开始,每次迭代循环计算

的边界条件均通过与式(42)形式相同的隧道应力

024 地
 

下
 

空
 

间
 

与
 

工
 

程
 

学
 

报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 22 卷



边界条件来实现,故在每次的迭代计算过程中(第

1 次除外)均可只考虑每条线隧道边界的反面力,
并根据不同的迭代次数和开挖隧道变换相应的量

即可。 由于反面力的合力是平衡力,故左线和右线

圆形隧道在每次迭代计算中的围岩应力函数

φ( ζ1 ) k、 ψ ( ζ1 ) k 和 φ ( ζ2 ) k、 ψ ( ζ2 ) k 均可仿照

式(13)—(16)展开为 Laurent 级数的形式,但每次

迭代循环中不同隧道所对应的函数变量和各幂次

项系数不同。
可根据上述 Schwarz 交替法的迭代求解流程

及其精度要求,经过多次迭代计算,虽无法完全消

除浅埋双线圆形隧道边界的附加面力,但可通过设

定控制计算精度的附加面力最小容许值(通常情

况下, 该 值 约 为 隧 道 边 界 初 始 应 力 值 的 1 /
250

 

000),以保证计算精度达到工程要求,故可停

止迭代。 若将应力函数的最终解设为 φ ( ζ j ) 和

ψ(ζ j)的形式( j = 1,2),则可求解得到浅埋双线圆

形隧道中左线和右线隧道在 n 次迭代后的解析函

数,并将所有迭代结果相叠加可得

φ(ζ1) = ∑
n

k = 1
φ(ζ1) k,ψ(ζ1) = ∑

n

k = 1
ψ(ζ1) k

φ(ζ2) = ∑
n

k = 1
φ(ζ2) k,ψ(ζ2) = ∑

n

k = 1
ψ(ζ2) k

ì

î

í

ï
ï

ïï

(44)
式中:φ(ζ1)、ψ( ζ1 )、φ( ζ2 )、ψ( ζ2 ) 分别为浅埋双

线圆形隧道在满足精度要求后迭代结果相叠加的

最终围岩应力函数解。
3. 3　 浅埋双线圆形隧道周围塑性区分布范围的弹

塑性解

　 　 由于本文中围岩材料已假设为理想弹塑性体,
则根据浅埋双线圆形隧道围岩的应力函数求解结

果,在浅埋双线圆形隧道周围弹塑性区交界面上按

照应力连续性条件建立平衡方程,以实现浅埋双线

圆形隧道周围塑性区分布范围的求解,故由文献

[20]的研究成果可知,左线和右线圆形隧道各自

在 x1O1y1 和 x2O2y2 局部坐标系下围岩内任意一点

的弹性应力组合分别为:

σe
x1
+ σe

y1
= σe

θ1
+ σe

ρ1
= 2[Φ(ζ1) +Φ(ζ1)]

(45a)
σe

y1
- σe

x1
+ 2iτe

x1y1
=

(σe
θ1
- σe

ρ1
+ 2iτe

ρ1θ1
)e -2iθ1 =

2ζ2
1e

-2iθ1

ρ2ω′(ζ1)
[ω(ζ1)Φ′(ζ1) + ω′(ζ1)Ψ(ζ1)]

(45b)

σe
x2

+ σe
y2
= σe

θ2
+ σe

ρ2
= 2[Φ(ζ2) +Φ(ζ2)]

(45c)
σe

y2
- σe

x2
+ 2iτe

x2y2
=

(σe
θ2
- σe

ρ2
+ 2iτe

ρ2θ2
)e -2iθ2 =

2ζ2
2e -2iθ2

ρ2ω′(ζ2)
[ω(ζ2)Φ′(ζ2) + ω′(ζ2)Ψ(ζ2)]

(45d)
　 　 综上所述,由文献[8,21-22]可得浅埋双线圆

形隧道围岩塑性区的应力平衡方程为

∂σρj

∂ρ j

+ 1
ρ j

∂τρjθj

∂θ j

+
σρj

- σθj

ρ j

= 0

1
ρ j

∂σθj

∂θ j

+
∂τρjθj

∂ρ j

+
2τρjθj

ρ j

= 0

σρj
- σθj

( ) 2 + 4τ2
ρjθj

- (σρj
+ σθj

)sinφ = 2ccosφ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(46)
式中:σρj

、σθj
和 τρj θj

分别为浅埋双线圆形隧道围

岩的径向应力、环向应力和剪切应力,且 j = 1 表示

左线圆形隧道, j = 2 表示右线圆形隧道;c 为黏聚

力;φ 为内摩擦角。
根据文献[8,22-24]中的方法确定浅埋双线圆

形隧道围岩的塑性应力分布,且由左线和右线圆形

隧道的应力边界条件 σρ1
= σρ2

= 0 和 τρ1 θ1
= τρ2 θ2

=
0,求解浅埋双线圆形隧道围岩的塑性应力分量,
可得 z 平面弹塑性区交界面上的塑性应力分量组

合为:
σp

x1
+ σp

y1
= σp

ρ1
+ σp

θ1
=

2ccotφ
1 - sinφ

ρ1

r0
( ) 2sinφ

1 - sinφ
- 2ccotφ

σp
y1

- σp
x1

+ 2iτp
x1y1

= σp
θ1
- σp

ρ1
+ 2iτp

ρ1θ1
( ) e -2iθ1 =

2ccosφ
1 - sinφ

ρ1

r0
( ) 2sinφ

1 - sinφ
e -2iθ1

σp
x2

+ σp
y2
= σp

ρ2
+ σp

θ2
=

2ccotφ
1 - sinφ

ρ2

r0
( ) 2sinφ

1 - sinφ
- 2ccotφ

σp
y2

- σp
x2

+ 2iτp
x2y2

= (σp
θ2
- σp

ρ2
+ 2iτp

ρ2θ2
)e -2iθ2 =

2ccosφ
1 - sinφ

ρ2

r0
( ) 2sinφ

1 - sinφ
e -2iθ2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(47)
　 　 根据浅埋双线圆形隧道周围弹塑性区交界面

上的应力连续性条件,则由前述已求得的式(45)
所示 z 平面上 x1O1y1 和 x2O2y2 局部坐标系下浅埋
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双线圆形隧道围岩弹性应力分量组合,可建立左线

和右线圆形隧道周围弹塑性区交界面上的应力连

续性平衡方程为:
σe

x1
+ σe

y1
= σe

ρ1
+ σe

θ1
= σp

ρ1
+ σp

θ1
= σp

x1
+ σp

y1

σe
x2
+ σe

y2
= σe

ρ2
+ σe

θ2
= σp

ρ2
+ σp

θ2
= σp

x2
+ σp

y2

{
(48)

　 　 将式(45)、(47)代入式(48),可得

2[Φ(ζ1) +Φ(ζ1)] = 2
φ′(ζ1)
ω′(ζ1)

+
φ′(ζ1)

ω′(ζ1)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
=

2ccotφ
1 - sinφ

ρ1

r0
( ) 2sinφ

1 - sinφ
- 2ccotφ

2[Φ(ζ2) +Φ(ζ2)] = 2
φ′(ζ2)
ω′(ζ2)

+
φ′(ζ2)

ω′(ζ2)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
=

2ccotφ
1 - sinφ

ρ2

r0
( ) 2sinφ

1 - sinφ
- 2ccotφ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(49)
　 　 综上所述,求解式(49)所示的方程组,可得浅

埋双线圆形隧道周围塑性区半径的解析表达式为

ρ j =

r0

2sinφ
1-sinφ

2
φ′(ζ j)
ω′(ζ j)

+
φ′(ζ j)

ω′(ζ j)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
+ 2ccotφ{ }·1 - sinφ

2ccotφ
( j = 1,2) (50)

式中:ρ j 为浅埋双线圆形隧道周围塑性区的半径,
且 j= 1 表示左线圆形隧道, j = 2 表示右线圆形隧

道;r0 为浅埋双线圆形隧道半径。
由式(50)可求得浅埋双线圆形隧道周围弹塑

性区交界面上任一点在 z 平面上 xOy 全局坐标系

下的位置坐标,由此即可确定水平布置方式下浅埋

双线圆形隧道周围塑性区的分布范围,分别如

式(51)、(52)所示。

左线圆形隧道:
x = ρ1cosθ1

y = ρ1sinθ1
{ (51)

右线圆形隧道:
x = ρ2cosθ2 + s
y = ρ2sinθ2

{ (52)

式中:θ j 为浅埋双线圆形隧道周围弹塑性区交界面

上任一点与各自所围隧道中心连线与 x 轴之间的

夹角,且 j = 1 表示左线圆形隧道,j = 2 表示右线圆

形隧道;s 为浅埋双线圆形隧道中心间距。
3. 4　 解析计算方法验证

3. 4. 1　 合理性验证

根据前述问题描述及基本假设的内容,通过设

置一个算例,以解析计算结果对比数值模拟结果的

拟合效果以验证本文解析计算方法的合理性,则该

案例的具体参数如表 1 所示。
表 1　 算例参数取值情况统计表

Table
 

1　 Statistics
 

on
 

the
 

values
 

of
 

the
 

algorithm
 

parameters

参数项 取值 参数项 取值

浅埋双线圆形

隧道半径 r0
 /

 

m 3
浅埋双线隧道

中心间距 s / m
16

隧道中心

埋深 h / m
8 黏聚力 c / MPa 3

内摩擦角

ϕ / (°)
30

围岩弹性模量

E / MPa
300

泊松比 v 0. 5 地层损失率 VL 0. 00
 

025

基于此,利用 FLAC3D 有限元软件构建水平布

置方式下浅埋双线圆形隧道的数值模型。 其中,数
值模型的长×高为 80

 

m × 50
 

m,沿隧道中轴线( z
轴)的宽为 1

 

m,浅埋双线圆形隧道半径 r0 为 3
 

m,
共分为 8 个组,其单元数和网格数分别划分为

4
 

392 个、9
 

114 个。 如图 6 所示,模型左、右两侧的

水平位移和底部的垂直位移受到约束,且沿隧道轴

线的位移是固定的,以模拟平面应变问题。 其他材

料参数取值见表 1。

图 6　 数值模型边界条件及约束示意

Fig. 6　 Schematic
 

of
 

numerical
 

model
 

boundary
 

conditions
 

and
 

constraints

将表 1 所示算例的浅埋双线圆形隧道周围塑

性区半径的解析计算结果与数值模拟结果进行对

比,分析结果如图 7 所示。
由图 7 可知,本文方法关于塑性区分布范围的

解析计算结果与数值模拟结果拟合良好,满足本文

所研究问题中对称性的基本条件,且理论计算与数

值模拟结果曲线的变化趋势相一致,浅埋双线圆形

隧道周围塑性区半径的解析计算结果与数值模拟

结果之间的最大误差从左线隧道至右线隧道依次
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图 7　 浅埋双线圆形隧道周围塑性区半径分布曲线图

Fig. 7　 Radius
 

distribution
 

curves
 

of
 

the
 

plastic
 

zones
 

around
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels

为 5. 63%、5. 63%,平均误差从左线隧道至右线隧

道依次为 1. 89%、1. 89%,均远小于工程经验允许

的 20%误差限值,故反映了解析计算结果与数值

模拟结果之间的误差很小,有效验证了本文中浅埋

双线圆形隧道周围塑性区分布范围解析计算方法

的合理性,且具有较高的计算精度。
3. 4. 2　 工程适用性验证

为进一步验证本文解析计算方法的工程适用

性,依托南昌市轨道交通 1 号线北延工程南齿站—
冠山站曲线双线盾构隧道工程试验段,该段线路地

面高程在 38. 56 ~ 40. 32
 

m 之间,高差约 1. 76
 

m。
左右线隧道间距约为 16

 

m,且该试验段为双线单

洞隧道,采用盾构法施工。 该试验段线路近似为直

线,且隧道拱顶覆土厚度约为 12. 5
 

m,盾构隧道半

径为 3
 

m。 各层土体厚度及类型从上至下依次为

①素填土,层厚约 2. 1
 

m; ②粉质黏土,层厚约

3. 5
 

m;③强风化千枚岩,层厚约 34. 4m,且双线盾

构隧道主要穿越地层为强风化千枚岩层,并位于地

下水位线以上,故不考虑地下水渗流等因素的影

响,其各层土体主要物理力学参数如表 2 所示。

表 2　 各层土体物理力学参数统计表

Table
 

2　 Statistics
 

of
 

physical
 

and
 

mechanical
 

parameters
 

of
 

each
 

soil
 

layer

地层
内摩擦角

φ / (°)
黏聚力

c / MPa
压缩模量

Es / MPa
泊松

比 ν

素填土 14 1. 5 55. 6 0. 35

粉质黏土 22 3. 5 80. 8 0. 34

强风化千枚岩 42 26. 5 350. 8 0. 28

　 　 综上所述,根据文献[25]中的实测方法,在施

工现场采用岩层钻孔窥视仪对试验段中 DK28 +
295-DK28+468 里程范围内的水平布置方式下浅

埋双线圆形盾构隧道围岩松动圈进行探测,选取同

一断面上的双线隧道进行布孔和测试,且由于试验

段里程内双线隧道均为水平布置且相互平行,故选

择任一处断面均可进行测试,以该试验段的中点里

程所处断面为对象,则在该断面上分别围绕左线和

右线隧道边界各布置 8 个探测孔,且为保证各测孔

可以有效探明破坏区域并覆盖松动圈边界,将各测

孔深度均设为 5
 

m,如图 8 所示。

图 8　 浅埋双线隧道围岩松动圈探测孔现场布置示意

Fig. 8　 Schematic
 

of
 

on-site
 

arrangement
 

of
 

the
 

hole
 

for
 

detecting
 

the
 

loosening
 

circle
 

of
 

the
 

surrounding
 

rock
 

in
 

the
 

shallow
 

buried
 

twin
 

tunnels

综上所述,将各测孔处土体的破坏情况统计于

表 3,并由此大致确定浅埋双线盾构隧道围岩松动

圈的分布范围,如表 3 所示。 同时,将本文所依托

工程中复合地层土体的内摩擦角 φ、黏聚力 c、压缩

模量 Es 和泊松比 v 等均按照地层厚度取其加权平

均值,以满足本文解析方法的假设条件,并由此利

用本文解析方法计算上述所依托工程地质和施工

条件下浅埋双线圆形隧道周围塑性区分布范围的

理论值,将解析计算结果与现场实测结果进行对比

分析,如图 9 所示。
由图 9 可知,浅埋双线圆形隧道周围所布测孔
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表 3　 围岩松动圈探测结果统计表

Table
 

3　 Statistical
 

table
 

of
 

the
 

results
 

of
 

the
 

detection
 

of
 

perimeterrock
 

loosening
 

circle

隧道

位置

探测孔

序号

土体严重破坏

处与隧道中心

间距 / m

土体开始破坏

处与隧道中心

间距 / m

松动圈

半径 / m

左线

① 1. 7 4. 8 5. 0

② 1. 5 4. 4 4. 6

③ 2. 6 3. 8 4. 1

④ 1. 7 3. 9 4. 2

⑤ 1. 0 3. 9 4. 1

⑥ 1. 5 4. 1 4. 5

⑦ 2. 5 4. 8 5. 0

⑧ 2. 7 4. 2 4. 4

右线

① 1. 6 4. 7 4. 9

② 2. 2 4. 3 4. 6

③ 2. 2 4. 5 4. 8

④ 1. 4 4. 0 4. 3

⑤ 1. 2 4. 3 4. 5

⑥ 2. 7 4. 2 4. 5

⑦ 2. 6 3. 9 4. 1

⑧ 2. 9 4. 6 4. 8

位置处的塑性区半径实测值与本文解析方法所得

的塑性区半径理论值之间的误差较小,且左线和右

线圆形隧道周围测孔位置处塑性区分布范围的理

论值与实测值之间的最大误差分别为 15. 99%、
15. 69%,分别出现在左线隧道②号测孔和右线隧

道⑦ 号测孔, 且二者之间的平均误差分别为

10. 19%、9. 17%,均小于工程经验允许的 20%误差

阈值,且平均误差也相对较小,故说明本文解析计

算方法可有效解决浅埋隧道工程中塑性区分布范

围的预测问题,具有良好的工程适用性。

4 　 双线隧道中心间距 s 影响规律
分析

　 　 通过本文所提出的浅埋双线圆形隧道周围塑性

区分布范围的解析计算方法可知,双线隧道中心间

距 s 对其周围塑性区的分布存在影响,因此采用控

制变量法研究双线隧道中心间距 s 对塑性区分布范

围的影响规律。 基于前述合理性验证算例,利用本

文解析方法依次计算 s 为 12
 

m、13
 

m、16
 

m、19
 

m、
23

 

m、28
 

m 时的塑性区分布范围,共分为 6 种工况,
如表 4 所示,其对应的计算结果如图 10 所示。

图 9　 浅埋双线圆形隧道周围塑性区分布范围的

理论值与实测值对比

Fig. 9　 Comparison
 

of
 

theoretical
 

and
 

measured
 

values
 

of
 

the
 

distribution
 

range
 

of
 

the
 

plastic
 

zones
 

around
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels

表 4　 不同双线隧道中心间距 s 的工况统计表

Table
 

4　 Statistics
 

of
 

working
 

conditions
 

for
 

different
 

center
 

spacing
 

s
 

of
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels

工

况

双线隧

道半径

r0 / m

双线隧

道中心

埋深 h / m

双线隧

道中心

间距 s / m

黏聚力

c / MPa

内摩

擦角

ϕ / (°)

其他

参数

①

②

③

④

⑤

⑥

3 8

12

13

16

19

23

28

3 30

同前述

合理性

验证算

例中的

取值

由图 10 可知,双线隧道中心间距 s 是浅埋双

线圆形隧道周围塑性区分布范围的主要影响因素,
且在一定间距范围内二者呈正相关。 在 s 从 12

 

m
逐渐增加至 23

 

m 的过程中,浅埋双线圆形隧道周

围塑性区的分布范围也随之逐渐增大,而在 s 从

424 地
 

下
 

空
 

间
 

与
 

工
 

程
 

学
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图 10　 不同双线隧道中心间距 s 的浅埋双线圆形

隧道周围塑性区分布曲线图

Fig. 10　 Distribution
 

curves
 

of
 

plastic
 

zones
 

around
 

shallow
 

twin
 

circular
 

tunnels
 

with
 

different
 

center
 

spacing
 

s
 

of
 

twin
 

tunnels

23
 

m 逐渐增加至 28
 

m 的过程中,浅埋双线圆形隧

道周围塑性区的分布范围几乎不变,故双线隧道中

心间距 s 对塑性区分布范围的有效影响范围在

23
 

m 以内,且塑性区分布范围在这一范围内的增

大趋势相对较小,但 s 从 12
 

m 增加至 28
 

m 过程中

的浅埋双线圆形隧道周围始终形成封闭塑性区,并
呈现为向上凸起的鸭蛋形,且关于浅埋双线隧道中

心连线的中垂线对称分布。 当 s<12
 

m 时,左右线

圆形隧道周围塑性区将在浅埋双线圆形隧道中间

区域相互贯通,此时由于塑性区贯通而可能形成较

大围岩变形等不良现象,故在浅埋双线隧道设计和

施工中应避免小净距隧道的情形,并控制双线隧道

中心间距 s 在合理范围内,以保证浅埋双线隧道工

程的安全性。

5　 结论

(1)建立的浅埋双线圆形隧道周围塑性区分

布范围的弹塑性解析计算方法利用地表应力边界

条件和隧道收敛变形的位移边界条件共同控

制 Schwarz 交替法的第一次迭代计算, 既简化

了 Schwarz 交替法在第一次迭代循环中的应力边

界条件,也优化了 Schwarz 交替法的迭代计算精度

和效率。 不仅可解决一定精度条件下浅埋双线隧

道周围塑性区分布范围的计算问题,也可描述隧道

周围塑性区分布形状和弹塑性区交界面上的应力

分布规律,具有良好的工程适用性和计算精度,为
浅埋双线圆形隧道围岩应力和变形机理的规律性

表征和类似隧道工程的设计计算提供了可靠的理

论方法。
(2)塑性区分布范围与双线隧道中心间距 s 呈

正相关,且塑性区始终呈关于双线隧道中心连线的

中垂线对称并呈向上凸起的鸭蛋形分布,当 s <
12

 

m 时,双线隧道中间区域塑性区相互贯通,可据

此初步检验塑性区分布结果的合理性,在隧道工程

的设计和施工中应注意双线隧道中心间距对围岩

应力和应变的影响。
(3)本文所建立的浅埋双线圆形隧道周围塑

性区分布范围的弹塑性解析计算方法中的映射函

数未能直接变换半无限平面中含双圆孔的情形,而
是通过 Schwarz 交替法多次迭代实现近似求解,在
计算精度上有待进一步提升,且本文方法未考虑隧

道支护、施工荷载等作用,在隧道施工阶段的应用

范围存在一定的局限性,不适于解决塑性区相互贯

通的情形,在后续研究中将进一步分析上述情形下

塑性区的分布规律,并尝试推导半无限平面中双圆

孔以外区域变换为三圆环的映射函数,以完善本文

解析计算方法并提升其计算精度。
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