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基于随机矩阵的盲频谱感知算法∗

殷晓虎,田 冲,张珂珂,张安熠
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摘 要:针对协方差特征值算法构造检测统计量时对协方差矩阵信息利用不够充分导致低信噪比下

检测性能衰减问题，提出一种特征值之差与调和平均之比频谱感知算法。 该算法以协方差矩阵的最

大最小特征值与特征值的调和平均构造检测统计量，更全面地利用协方差矩阵中的特征值信息，以
提升算法检测性能。 同时，该算法基于随机矩阵的特征值极限分布理论引入一种新的调和平均求解

方式，旨在提高判决门限精确性的同时进一步提升检测性能。 仿真实验表明，改进算法无需主用户

及信道的先验信息，在信噪比为-20
 

dB时，其检测概率较其他几种经典算法有不低于 10%的提升。
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Abstract: For
 

the
 

issue
 

of
 

decreased
 

detection
 

performance
 

under
 

low
 

signal-to-noise
 

ratio （ SNR）
 

conditions
 

due
 

to
 

insufficient
 

utilization
 

of
 

covariance
 

matrix
 

information
 

in
 

covariance-based
 

eigenvalue
 

algorithms
 

for
 

constructing
 

detection
 

statistics,a
 

novel
 

spectral
 

sensing
 

algorithm
 

based
 

on
 

the
 

ratio
 

of
 

the
 

difference
 

between
 

the
 

maximum
 

and
 

minimum
 

eigenvalues
 

to
 

the
 

harmonic
 

mean
 

of
 

eigenvalues
 

is
 

proposed. This
 

algorithm
 

constructs
 

the
 

detection
 

statistic
 

by
 

incorporating
 

both
 

the
 

extreme
 

eigenvalues
 

and
 

the
 

harmonic
 

mean
 

of
 

eigenvalues
 

from
 

the
 

covariance
 

matrix,thereby
 

more
 

comprehensively
 

exploiting
 

the
 

eigenvalue
 

information
 

within
 

the
 

covariance
 

matrix
 

to
 

enhance
 

the
 

detection
 

capability. Furthermore, a
 

novel
 

approach
 

for
 

calculating
 

the
 

harmonic
 

mean
 

is
 

introduced, leveraging
 

the
 

asymptotic
 

distribution
 

theory
 

of
 

eigenvalues
 

in
 

random
 

matrices. This
 

approach
 

aims
 

to
 

not
 

only
 

improve
 

the
 

accuracy
 

of
 

the
 

decision
 

threshold
 

but
 

also
 

further
 

boost
 

the
 

detection
 

performance. Simulation
 

results
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

algorithm,without
 

requiring
 

prior
 

knowledge
 

of
 

primary
 

users
 

or
 

channel
 

conditions,achieves
 

a
 

detection
 

probability
 

increase
 

of
 

no
 

less
 

than
 

10%
 

compared
 

with
 

several
 

classic
 

algorithms
 

at
 

-20
 

dB
 

SNR.
Key
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0 引 言

随着无线通信技术的迅猛发展,无线频谱资源

的需求量也急剧上升,对部分频谱资源的安排不合

理而造成了频谱使用率相对较低,从而引发了新的

需求和挑战,认知无线电（Cognitive
 

Radio,CR）技术

被认为是解决此问题的关键技术之一[1]。 频谱感

知是认知无线电网络中频谱资源分配的重要前

提[2-3],通过对特定频段持续检测,进而判断频谱空
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穴是否存在。 在复杂多变的实际环境中,频谱感知

面临着严峻的挑战,但这些挑战也推动了认知无线

电技术的不断进步和发展。
目前,频谱感知算法主要分为半盲检测算法和

盲检测算法[4]。 半盲检测算法只需知道噪声功率

信息,无需主用户（Primary
 

User,PU）的任何先验知

识,如能量检测（Energy
 

Detection,ED） [5],频谱检测

实现简单,但易受噪声不确定度的影响,导致难以设

定准确的门限,并引起虚警概率升高问题。 循环平

稳检测算法（Cyclostationary
 

Feature
 

Detection,CFD）
通过利用通信信号固有的循环周期特性[6],对授权

用户是否存在进行检测,因此在检测性能上表现优

异,无需知道授权用户信号的先验信息。 然而,这种

方法也存在一些局限性,主要包括计算复杂度较高

和检测时间较长。 针对以上频谱感知算法存在的问

题,学者们对全盲检测算法进行了大量研究。 这类

算法无需主用户的先验信息及噪声功率,特征值检

测算法是其中典型的算法之一[7-8]。
随着随机矩阵理论的发展,学者们对接收信号

的采样协方差矩阵的分布特性进行了深入研究,通
过接收信号的样本协方差矩阵捕捉信号间的相关

性,显著提高了频谱感知能力。 在各类基于特征值

的检测算法中,确定检测门限的方法各有差异。 如

最大特征值与最小特征值之比 （ Maximum-Mini-
 

mum
 

Eigenvalue,MME）检测算法[9],具有不受噪声

不确定度影响和性能稳定等优点,但存在低信噪比

下检测准确性下降问题。 王颖喜等人[10]提出最大

特征值与最小特征值之差（ The
 

Difference
 

between
 

the
 

Maximum
 

Eigenvalue
 

and
 

Minimum
 

Eigenvalue,
DMM）检测算法,通过最大特征值的极限分布对判

决门限求解,有效降低噪声不确定性的影响,但存在

低信噪比下对信号类型有限制等问题。 同样通过最

大特征值的极限分布求解判决门限的特征值检测算

法如 最 大 特 征 值 与 特 征 值 的 算 术 平 均 之 比

（Maximum
 

Eigenvalue-Arithmetic
 

Mean,MEAM）检测

算法[11]、最大特征值与特征值的几何平均之比

（Maximum
 

Eigenvalue
 

to
 

the
 

Geometric
 

Mean, ME-
 

GM）检测算法[12]等均具有不同的特点和优势。
Pillay等人[13]提出最大特征值与特征值的调和

平均 之 比 （ Maximum
 

Eigenvalue-Harmonic
 

Mean,
MEHM）检测算法,通过计算最大特征值与特征值调

和平均之比作为检测统计量,对主用户信号是否存

在进行精确判断,在低信噪比条件下,与其他检测算

法相比具有较好的检测性能。 为了简化对判决门限

的计算方式,Pillay 等人[13]采用噪声方差来近似替

代检测统计量中的特征值调和平均。 在实际应用

中,样本数 N 往往有限,采用噪声方差替代调和平

均得到的判决门限值易受到较大影响,可能降低检

测性能。 刘婷婷等人[14]提出一种新的最大特征值-
调 和 平 均 （ Novel

  

Maximum
 

Eigenvalue-Harmonic
 

Mean,NMEHM）检测算法,对调和平均简单采用噪

声方差替代方式改为将最大特征值之外的特征值用

最小特征值进行替换,获得更可靠的判决门限。 但

是,为了简化判决门限的求解方式,将最小特征值同

样使用噪声方差代替,因此在实际中,算法判决门限

也受样本数的影响。
在协方差矩阵的分解中,特征值作为接收信号

的重要特征载体,对于特征值检测算法的性能具有

至关重要的影响。 然而,经典协方差特征值检测算

法通常在信息利用的全面性上存在不足,尤其是在

低信噪比环境下,其检测性能往往受到限制。 因此,
针对以上特征值检测算法存在的问题,本文基于随

机矩阵理论,利用最大特征值与最小特征值以及特

征值调和平均来构建检测统计量,更全面地利用特

征值的分布信息,并引入一种新的特征值调和平均

的替代方式。 这种计算方式旨在确保算法原理符合

随机矩阵理论的同时,能够提供一个更为可靠且易

于计算的判决门限。 改进算法能够更充分地利用协

方差矩阵中特征值的有效信息,并引入新的特征值

调和平均的替代方式,从而在低信噪比和低样本数

条件下实现检测性能的提升,有望在多种环境中实

现更高的感知性能。

1 系统模型及算法

1. 1 系统模型

本文 考 虑 由 K 个 主 用 户 和 1 个 次 用 户

（Secondary
 

User,SU）组成的 CR 系统的典型场景,
每个 PU配置有 1 个天线,而 SU 则配置有 M 个天

线。 在此框架下,频谱感知可以通过以下的二元假

设检验问题[14]表述 PU信号是否存在:

y（n）=
ω（n）, H0
s（n）+ω（n）, H1{ （1）

式中:n= 1,2,…,N,N 表示样本数即对接收信号的

采样 N次;m= 1,2,…,M,M 表示为协作用户数;H1
表示主用户信号占用此频段,认知用户不可使用该

频段;H0 表示此频段当前为空闲状态,认知用户可

使用该频段;s（n）表示认知用户在第 n 时刻接收的
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SU信号;ω（n）为均值为 0、方差为 σ2 的 M 维高斯

白噪声。
频谱感知一般采用以下 3个性能指标评价检测

性能:
1）检测概率（Pd）:当接收机输入端存在主信号

时,正确做出“有信号”判决的概率。
2）虚警概率（P fa）:是指在无信号存在的情况

下,错误地判断为有信号的概率。 虚警概率与门限

的设定密切相关,门限高时虚警概率低,但也导致检

测概率低,并可能漏检;门限低时检测概率提高,但
虚警概率也增大。

3）漏检概率（Pm）:是指未能正确检测到信号的

概率,也可以理解为未能做出“有信号”的正确判决

的概率。
在频谱感知算法的评估中,检测性能通常通过

检测概率来衡量,在特定的虚警概率限制条件下,检
测概率越高,表明该频谱感知算法的性能越优秀。

根据对接收信号的采样数据,每个认知用户对

接收信号进行 N次采样,则 M根天线的采样数据可

以表示为一个 M×N维的矩阵,如公式（2）:

Y（N）=

y1（1） y1（2） … y1（N）
y2（1） y2（2） … y2（N）
︙ ︙  ︙
yM（1） yM（2） … yM（N）

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（2）

接收信号的样本协方差矩阵为

～Ry（N）= 1
N
Y（N）YT（N） （3）

1. 2 MEHM算法

MEHM算法中,根据协方差矩阵 ～Ry（N）中的最

大特征值以及特征值的调和平均构建检测统计量:

TMEHM =
λmax
-λHM

（4）

调和平均为 -λHM =
M

∑
M

i=1

1
λ i

,根据随机矩阵理论,当

M和 N趋向于无穷大时,可以得到以下在门限推导

过程中所用到的定理。
定理 1[16-18]  假设噪声为实信号,定义 A（N）=

N
σ2
～Ry（N）,～Ry（N）为 H0 条件下样本接收信号相关矩

阵,标记

μ=（ N-1 + M ） 2

υ=（ N-1 + M ）（ 1
N-1

+ 1
M
）
1
3

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣

㊣㊣

（5）

若 lim
N→∞

M
N
=ρ（0＜ρ＜1）,则

λmax（A（N））-μ
υ

收敛于 1

阶的 Tracy-Widom 分布的累积分布函数（Cumulative
 

Distribution
 

Function,CDF）,λmax（A（N））为矩阵的最

大特征值。
定理 2[19-20]  假设噪声为实信号,定义 A（N）=

N
σ2
～Ry（N）,标记

α=（ N-1 - M ） 2

β=（ N-1 - M ）（ 1
N-1

- 1
M
）
1
3

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣

㊣㊣

（6）

若 lim
N→∞

M
N
= ρ（0＜ρ＜1）,则

λmin（A（N））-α
β

收敛于

1 阶 的 Tracy-Widom 分 布 的 累 积 分 布 函 数,
λmin（A（N））为矩阵的最小特征值。

定理 3  M-P （ Marchenko-Pastur ） 定 律。 当

lim
N→∞

M
N
= ρ时,最大特征值和最小特征值分别收敛于

lim
N→∞
λmax =σ2（1+ ρ ） 2 =

σ2

N
（ N + M ） 2

lim
N→∞
λmax =σ2（1- ρ ） 2 =

σ2

N
（ N - M ） 2

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣㊣

㊣
㊣

（7）

记 F1（ t）为 Tracy-Widom第一分布的 CDF,则可

表示为

F1（ t） = exp（ -
1
2 ∫

∞

t
（q（u） + （u - t）q2（u））du）

（8）
式中:q（ u）是 PainleveⅡ非线性微分方程 q′（u）=
uq（u）+2q3（u）的解。

根据 Tracy-Widom第一分布的 CDF,F1（ t）的数

值可通过数值表进行近似估计,第一分布函数值见

表 1。
表 1 Tracy-Widom第一分布数值

t F1（ t）
-3. 9 0. 01
-2. 78 0. 10
︙ ︙
0. 45 0. 90
0. 98 0. 95
2. 02 0. 99

基于以上随机矩阵定理以及 MEHM 算法的检

测统计量可得,MEHM 算法的虚警概率能够由检测

统计量进行以下推导:
P fa =P{λmax＞γMEHM-λHM} （9）
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γ为判决门限,依据所得到的定理 1可得

 P fa =P
σ2

N
λmax（A（N））＞γMEHM

M

∑
M

i=1

1
λ i

{ } =

P λmax（A（N））-μ
υ

＞

γMEHM
MN

σ2∑
M

i=1

1
λ i

-μ

υ

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣㊣

㊣
㊣

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣㊣

㊣
㊣

（10）

为了简化对判决门限的求解方式,Pillay 等[13]

将 H0 条件下特征值的调和平均中所有特征值 λ1,
λ2,λ3,…,λmax 使用噪声方差 σ2 进行替换,由公式

（10）推导的虚警概率对检测门限进行反推,得到

MEHM算法检测门限表达式如下:

γMEHM =
F-1（1-P fa）υ+μ

N
（11）

文献[13]提出的 MEHM算法,利用噪声方差来

替代特征值的调和平均的计算方式。 当样本数 N
较大时,根据定理 1,通过虚警概率反推可以较为精

确地确定判决门限。 然而,在实际应用场景中,受限

于感知时间的紧迫性和信道时变特性的复杂性,认
知用户能够收集到的样本数 N 是非常有限的,这一

条件往往难以满足,因此 MEHM 算法的性能可能会

受到影响。
根据定理 1 与定理 2,引入新的特征值的调和

平均替代方法[14],如公式（12）对调和平均进行如

下等价替换:

-λHM =
M

∑
M

i=1

1
λ i

= M
1
λmax
（1+
λmax
λ2
+…
λmax
λmin
）

（12）

将式（12）中的特征值 λ2,λ3,…,λmin 使用最小

特征值进行替代,能够得到调和平均 -λHM 的表达

式为

-λHM =
M

∑
M

i=1

1
λ i

≈
Mλmaxλmin

λmax（M-1）+λmin
（13）

同上,由定理 2 可得改进的 NMEHM 算法的虚

警概率为

P fa = 1-F1·

γNMEHM
MN（ N + M ）

2-α

（ N + M ）
2
（M-1）+N

β
（14）

由公式（14）推导的虚警概率对检测门限进行

反推,得到 NMEHM算法检测门限表达式如下:

 γNMEHM =
（ N + M ）

2
（M-1）+N

MN
·

（1+（ N
+ M ）

- 23

（MN）
1
6

F-1（1-P fa）） （15）

1. 3 改进算法

为了提升算法的检测性能,学者们在经典协方

差特征值算法的基础上进行了创新,根据随机矩阵

理论,构造新的检测统计量,将协方差矩阵中特征值

信息充分利用到其中,通过构造新的检测统计量降

低传统算法中因单一因素易受极端值干扰,从而在

复杂环境下稳定性差、对噪声变化敏感等缺点对算

法的影响。 为充分利用特征值的信息,提升特征值

检测算法的检测性能,并提高算法在低样本数、低信

噪比下的稳定性,改进算法基于随机矩阵理论,利用

协方差矩阵 ～Ry（N）最大特征值 λmax、最小特征值

λmin 与特征值的调和平均 -λHM 来构造以下检测统计

量 TDMHM:

TMEHM =
λmax-λmin
-λHM

（16）

根据定理 1与定理 3,因此,DMHM算法的虚警

概率可表示为

 P fa =P{λmax-λmin＞γDMHM-λHM}≈

P λmax＞γDMHM
Mλmaxλmin

λmax（M-1）+λmin
-λmin{ } （17）

基于 RMT 定理及推论,DMHM 算法的虚警概

率可进行如下推导:
P fa =P{TDMHM＞γDMHM} =P{λmax-λmin＞γDMHM-λHM}

（18）
将公式（13）中的调和平均代入可得

P fa≈P λmax＞γDMHM
Mλmaxλmin

λmax（M-1）+λmin
+λmin{ }

（19）
根据定理 1与定理 3可得虚警概率为

Pfa≈P

λmin（A（N））-μ
υ

＞

γDMHM
（N-M）2

（ N+ M）2-4 N
M

+（ N- M）2-μ

υ

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

（20）
结合定理 1,可知虚警概率的表达式可表示为
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P fa = 1-F1·

γDMHM
（N-M） 2

（ N + M ）
2-4 N

M

+（ N - M ）
2-μ

υ
（21）

由公式（21）可得,虚警概率只与协作用户数

M、样本数 N以及判决门限 γDMHM 有关,通过设定虚

警概率为固定值,能够反推出判决门限的表达式为

γDMHM =
（ N + M ）

2-4 N
M

（N-M） 2
（F-1（1-P fa）υ+4 NM ）

（22）
将检验统计量 TDMHM 与判决门限 γDMHM 进行比

较并做出决策,如公式（23）:当 TDMHM≥γDMHM,判断

主用户信号存在;反之,当 TDMHM≤γDMHM,判断主用

户信号不存在。

TDMHM =
λmax-λmin
-λHM

≤γDMHM, H0
≥γDMHM, H1{ （23）

从上述分析可以看出,改进算法的检测统计量

TDMHM 和判决门限 γDMHM 计算过程中,仅依赖于采样

协方差矩阵的特征值与虚警概率,无需利用噪声功

率等任何先验信息,由协作用户数 M及样本数 N即

可计算得到判决门限 γDMHM,因此,该算法被归类为

全盲频谱感知算法。
根据算法原理可得,DMHM、NMEHM 算法的复

杂度主要来自计算协方差矩阵与特征值分解,统计

量的构建通常涉及简单的数学运算,其复杂度相对

较低,可以忽略不计。 计算协方差矩阵的复杂度主

要来自矩阵乘法,其复杂度为 O（NM2）,特征值分解

的复杂度为 O（M3）。 因此,DMHM 算法与 NMEHM
算法的计算复杂度均为 O （ NM2 ） + O （M3 ）,即
DMHM算法在没有增加算法复杂度的基础上具有

较好的稳定性及更高的检测性能。

1. 4 算法步骤

1）SU在本地对 PU信号所在频段进行感知,SU
将处理后的接收信号发送给融合中心 （ Fusion

 

Centor,FC）。
2）FC 接收多个 SU 发送的信号,对其进行滤波

和离散化处理后,构造采样信号矩阵,并计算接收信

号的自相关,形成样本协方差矩阵 ～Ry（N）。
3）对接收信号的样本协方差矩阵 ～Ry（N）进行

计算,并通过 SVD分解以获取特征值。 将所得到的

最大特征值、最小特征值及特征值的调和平均根据

公式（10）构建检测统计量 TDMHM。
4）根据设定的虚警概率,通过公式（21）对判决门

限 γDMHM 进行反推,求得判决门限 γDMHM 为公式（22）。
5）由所构造的检测统计量 TDMHM 与判决门限

γDMHM 对 PU信号进行判决,如公式（23）:当 TDMHM≥
γDMHM,判断主用户信号存在;反之,当 TDMHM ≤
γDMHM,判断主用户信号不存在。

2 性能仿真与分析

2. 1 仿真环境及工具

为全面评估本文提出的 DMHM 算法的检测性
能,分别针对不同样本数、不同用户数、不同信噪比
3个关键变量进行了仿真分析,并与 NMEHM 算
法[14]、MME算法[9]、DMM算法[10]、MEAM算法[11]、
MEGM经典特征值检测算法[13]进行比较分析。 由
于采样数的限制,无法进行无限次的计算,采用蒙特
卡罗仿真方法进行 5

 

000 次仿真,仿真平台为

Matlab9. 2. 0. 538062（R2017a）。
2. 2 仿真结果分析

图 1给出了虚警概率为 P fa、协作用户数 M = 4、
信噪比为-10

 

dB 的条件下检测概率和样本数的仿
真曲线。 由图 1可得,在样本数较少情况下,DMHM
算法的检测概率与 NMEHM算法、DMM算法相比显

著提升,当样本数为 500时,改进算法与 5种算法的
检 测 概 率 分 别 为 96. 20% 、 67. 40% 、 44. 88% 、
57. 64% 、35. 56% 、14. 80% 。 在同样本数条件下,
DMHM算法比 NMEHM 算法的检测概率提高至约
142% 。 随着样本数的增加,DMHM 算法与其他 5
种算法的检测概率也随之增加,与理论相符,如
DMHM算法在信噪比为-10

 

dB 条件下,当样本数N
为 200、300、400、500 时,检测改为分别为 54. 56% 、
77. 12% 、89. 16% 、96. 20% 。 因此,在低样本数条件

下,改进算法与其他算法相比检测性能最佳。

图 1 检测概率与样本数之间的关系
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图 2给出了虚警概率为 P fa、样本数 N = 1
 

000、
信噪比为-10

 

dB 的条件下检测概率与协作用户数

的仿真曲线。 在低用户数的情况下,DMHM 算法的

检测概率明显高于其他算法,当协作用户数 M = 3
时,改 进 算 法 与 5 种 算 法 的 检 测 概 率 分 别 为

94. 54% 、 56. 14% 、 25. 32% 、 47. 26% 、 37. 26% 、
31. 28% 。 在相同用户数（M = 4）条件下,DMHM 算

法比 NMEHM 算法的检测概率提高至约 166% 。 随

着协作用户数的增加,DMHM 算法与其他 5 种算法

的检测概率也随之增加,与理论相符,如 DMHM 算

法在信噪比为-10
 

dB条件下,当用户数 M 为 2、3、4
时,检测概率分别为 36. 82% 、94. 16% 、99. 96% 。
因此,在低用户数条件下,改进算法与其他 5种算法

相比检测性能最佳。

图 2 检测概率与协作用户数之间的关系

图 3给出了虚警概率为 Pfa、样本数 N= 1
 

000、协
作用户数 M=4的条件下 6种算法的检测概率与信噪

比仿真曲线。 由图 3 可得,随着信噪比的改变,6 种

算法的检测性能明显提升,改进算法的检测概率提升

速度最快,当信噪比为 -13
 

dB 时,检测概率达到

93. 88% ,相比较于其他算法检测概率,DMHM算法在

低信噪比条件下的检测性能优于其他 5种算法。

图 3 检测概率与信噪比之间的关系

综上仿真结果可得,在同样本数、协作用户数及

信噪比的条件下,DMHM 算法相较于 NMEHM 算

法、MEAM算法、MEGM算法、DMM算法、MME 算法

等 5种算法的检测性能更佳,而且在低信噪比、用户

数较少、低样本数的条件下具有较好的稳定性及更

高的检测性能。

3 结束语

本文根据 MEHM算法与 DMM算法基于随机矩

阵理论提出一种新的特征值频谱感知算法。 与其他

特征值的频谱感知算法相比,本文提出的 DMHM算

法更全面地利用协方差矩阵中的特征值信息,以构

建更为精确的检测统计量,并引入一种新的调和平

均代替方式求解判决门限,得到更精确的判决门限。
仿真实验表明,在相同条件下,DMHM 算法的检测

性能优于 MEHM 算法、DMM 算法等。 DMHM 算法

在低样本数、协作用户数较少、低信噪比情况下具有

更高的检测性能。
在今后工作中,考虑采用最大和最小特征值之

比的联合分布函数,对算法判决门限进行推导,进一

步提升判决门限的准确性及算法检测性能。
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