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性波波场进行数值模拟时，通常存在数值频散现象．为
此，给出了基于泰勒展开与采样逼近法耦合的时域高
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交错网格格式．为了验证改进算法的性能，将改进算法
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析各算法的频散程度以及稳定性．通过数值实验结果
发现，基于泰勒展开与采样逼近法的差分算子系数优
化策略改进的算法在各向同性介质、ＶＴＩ ／ ＴＴＩ各向异性
介质及修正ＢＰ模型中均能显著抑制弹性波场的频散．
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０　 引 　 言

各向异性波动方程是地震勘探领域的一个重要
研究内容，为研究复杂介质中地震波的传播机理提
供了一种有效手段．目前，求解各向异性波动方程数
值解中常用的方法，如有限差分法（Ｄｏｏｓｔａｋｉ ｅｔ ａｌ．，
２０２３；Ｙａｎ ａｎｄ Ｘｕ，２０２４）、伪谱法（Ｌｉｎ ｅｔ ａｌ．，２０２４）、
有限元法（Ｚｈａｏ ｅｔ ａｌ．，２０２３）、边界元法（Ｌｉ ｅｔ ａｌ．，
２０２３）、无网格法（钟霖等，２０２１）等．有限差分法的
计算复杂度较低、计算效率高且便于实现，因而被广
泛应用于地震波方程的数值模拟（Ａｌｍｑｕｉｓｔ ａｎｄ
Ｄｕｎｈａｍ，２０２１；Ｂｅｈｅｒａ，２０２２；王

!

等，２０２５；芦永
明等，２０２５；Ｚｈｏｕ ｅｔ ａｌ．，２０２３）．然而，时空网格离散
的疏密性往往会引起数值频散现象（Ｆｅｉ ａｎｄ Ｌａｒｎｅｒ，
１９９５）．因此，为了解决频散问题，研究者通过改进
差分离散格式逐步优化算法性能．交错网格有限差
分法（ＳｔａｇｇｅｒｅｄＧｒｉｄ ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ＳＦＤ）通过将
应力与速度分量分离至不同空间网格节点，提升变
量采样密度降低频散误差，显著提高了各向同性介
质中的模拟精度而被广泛应用，然而，该方法在处理
各向异性介质时，因应力速度耦合关系与网格对齐
方向失配，容易出现计算不稳定的问题．为克服此问
题，旋转交错网格（ＲｏｔａｔｅｄＳｔａｇｇｅｒｅｄＧｒｉｄ Ｆｉｎｉｔｅ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ＲＳＦＤ）通过旋转网格坐标系使所有物理
量仅在两个不同的位置定义，在弹性模量变化较大
时可以避免空间插值操作，从而在各向异性介质的
模拟中获得更稳定和令人信服的解决方案（Ｃｈｅｎ ｅｔ
ａｌ．，２００６）．

Ｇｏｌｄ与Ｓｈａｐｉｒｏ（Ｇｏｌｄ ｅｔ ａｌ．，１９９７）于１９９７年提
出旋转交错网格，通过动态调整局部网格坐标系与
介质各向异性主轴方向的一致性，从而抑制由各向
异性参数空间异质性引起的数值不稳定现象．
Ｓａｅｎｇｅｒ等（Ｓａｅｎｇｅｒ ｅｔ ａｌ．，２０００）进一步系统化完善
旋转交错网格理论框架，通过旋转法向坐标系实现
应力与位移分量离散，并验证了其处理各向异性介
质弹性波方程的稳定性与频散特性优势．旋转交错
网格方法因强鲁棒性成为各向异性弹性波模拟的研
究热点（魏皓等，２０２４；徐云贵等，２０２３；Ｚｈａｎｇ ａｎｄ
Ｓｃｈｍｉｔｔ，２０２５），但其离散格式仍存在显著数值频散
效应，直接影响波场保真度（Ｙａｎｇ ｅｔ ａｌ．，２０１５）．

数值频散现象是任何有限差分方法都不可避免
的，传统基于泰勒级数展开的高阶交错网格格式在
中、低频范围内可以部分抑制数值频散，但计算的差
分系数不能满足计算精度的要求（Ｙａｎｇ ｅｔ ａｌ．，

２０１５）．针对这一关键问题，许多学者研究了不同空
间差分系数的优化策略，致力于提升算法精度（王
超群等，２０２５；Ｌｉｕ ａｎｄ Ｓｅｎ，２０１１；Ｙａｎｇ ｅｔ ａｌ．，２０１７；
Ｚｈａｎｇ ａｎｄ Ｙａｏ，２０１３）． Ｌｉｕ和Ｓｅｎ（２０１１）基于时空
域色散关系与平面波理论，构建了一维标量波动方
程的交错网格求解方案；Ｚｈａｎｇ和Ｙａｏ（２０１３）采用
模拟退火算法在预设误差容限内优化波数覆盖范
围，实现了差分算子常数系数的最优配置；Ｙａｎｇ等
（２０１７）通过极小化极大算法改进泰勒展开法，提出
了具有优化特性的隐式交错网格格式．上述研究虽
提升了标准交错网格的数值精度，但针对旋转交错
网格的频散抑制缺乏系统性解决方案．在旋转交错
网格优化方面，Ｌｉｕ（２０１４）基于全局优化方法构建了
ＲＳＦＤ最佳空间差分系数；Ｙａｎｇ等（２０１５）针对横向
各向同性（ＴＴＩ）介质，分别基于采样逼近法
（Ｓａｍｐｌｉｎｇ Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＳＡ）与最小二乘法，提出
了两种高阶空间差分优化方案．值得注意的是，Ｌｉｕ
和Ｙａｎｇ等提出的方法显著地提高了各向异性介质
弹性波方程空间偏导数的求解精度，但其时间偏导
数项只具有二阶精度．为了进一步提高旋转交错
网格时间算子的差分精度，Ｇａｏ和Ｈｕａｎｇ（２０１７）通
过三阶泰勒展开将时间导数转换为空间导数，并
基于Ｋｈａｎ和Ｏｈｂａ （２００３）的高阶导数差分近似方
法计算差分算子系数，使得各向异性介质弹性波
方程具有四阶时间精度．然而，该方案很难直接拓
展使得时间精度具有更高的阶数．最新研究进展
中，针对ＴＴＩ介质弹性波方程，Ｘｉｅ和Ｈｅ（２０２４）结
合ＬａｘＷｅｎｄｒｏｆｆ校正法与网格加密技术，通过最小
二乘优化实现了时空精度的协同提升，但该方法
在强各向异性介质中的频散抑制作用仍需进一步
优化提升．

本文提出一种融合泰勒级数展开法（Ｔａｙｌｏｒ
Ｓｅｒｉｅｓ Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ，ＴＥ）与采样逼近法（ＳＡ）的时空域
高阶ＲＳＦＤ优化方法，旨在解决各向异性二维三分
量弹性波方程数值模拟中的时空耦合频散抑制难
题．为了方便起见，下面简称该方法为ＳＡ ＋ ＴＥ
ＲＳＦＤ．首先，系统阐述ＳＦＤ、ＲＳＦＤ及ＸｉｅＲＳＦＤ方法
的基本原理，推导ＳＡ ＋ ＴＥＲＳＦＤ的时域高阶差分系
数计算公式．其次，对各算法进行频散与稳定性分
析．最后，针对各向同性介质、ＶＴＩ ／ ＴＴＩ各向异性介
质及改进ＢＰ模型进行数值模拟，通过对比一般交
错网格以及其他旋转交错网格算法的波场快照，讨
论各算法对数值频散的抑制性．
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１　 算法设计

以二维各向异性介质的三分量一阶速度应力

弹性波方程为例，研究旋转交错网格的基本格式，并
结合采样逼近和泰勒展开公式对差分系数优化．控
制方程如下：
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式中：σ ＝ σ（ｘ，ｚ）表示应力；ｖｘ ＝ ｖｘ（ｘ，ｚ）、ｖｙ ＝ ｖｙ（ｘ，
ｚ）、ｖｚ ＝ ｖｚ（ｘ，ｚ）分别为质点振动速度场在三个正交
方向ｘ、ｙ和ｚ上的分量；ρ ＝ ρ（ｘ，ｚ）为介质密度；
Ｄ１１ ～ Ｄ６６为刚度系数，由Ｔｈｏｍｓｅｎ参数或介质弹性
参数组成．

下面介绍旋转交错网格、时空高阶旋转交错网
格的基本理论及差分系数计算方法，进而给出一种
基于系数优化的高阶时空域旋转交错网格有限差
分法．
１ １　 旋转交错网格法

针对各向异性介质中弹性波动方程，采用传统
交错网格有限差分法（ＳｔａｇｇｅｒｅｄＧｒｉｄ Ｆｉｎｉｔｅ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ＳＦＤ）离散时，部分空间导数需通过空间
插值逼近，这将产生误差，从而导致数值解的精度降
低（Ｃｈｅｎ ｅｔ ａｌ．，２００６）． ２０００年，Ｓａｅｎｇｅｒ等（Ｓａｅｎｇｅｒ
ｅｔ ａｌ．，２０００）通过旋转法向坐标系，使所有应力分量
和位移分量都在同一位置，从而避免空间插值提高
算法精度，即旋转交错网格（ＲｏｔａｔｅｄＳｔａｇｇｅｒｅｄＧｒｉｄ
ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ＲＳＦＤ）．该算法中，旋转后的坐标
系ｘＲ 和ｚＲ 方向与法向坐标系ｘ和ｚ方向上的空间
导数之间的关系为：


ｘ
＝ Δｒ
２Δｘ


ｘＲ
－ 
ｚ( )Ｒ ，ｚ ＝ Δｒ２Δｚ 

ｘＲ
＋ 
ｚ( )Ｒ ，

其中Δｘ、Δｚ分别是法向坐标ｘ和ｚ轴网格间距，
Δｒ ＝ Δｘ２ ＋ Δｚ槡 ２是旋转坐标网格间距．

相较一般的交错网格，Ｓａｅｎｇｅｒ设计的旋转交错
网格法其空间偏导数的计算精度得到提高，其时间
偏导数的离散依旧采用二阶差分，低精度的差分格

式往往出现时间频散问题（Ｘｉｅ ａｎｄ Ｈｅ，２０２４）．因
此，提高时间离散精度也备受学者关注（Ｇａｏ ａｎｄ
Ｈｕａｎｇ，２０１７；Ｘｉｅ ａｎｄ Ｈｅ，２０２４）．为表述方便，统一
将Ｓａｅｎｇｅｒ旋转交错网格法简称为ＳＲＳＦＤ．采用
ＳＲＳＦＤ算法计算弹性波方程时，每个空间算子参与
计算的网格点数量为．在ＳＲＳＦＤ方案基础上，Ｘｉｅ
和Ｈｅ（２０２４）在空间算子中增加离轴网格点来减少
数值时间频散，提出一种时空高阶旋转交错网格格
式，简称ＸｉｅＲＳＦＤ．在计算弹性波方程时，因增加了
４Ｑ － １个计算网格点（Ｑ为空间算子离轴网格点的长
度），ＸｉｅＲＳＦＤ每个空间算子所需网格点数量提高
为４ Ｐ ＋ ４Ｑ － １ ． ＸｉｅＲＳＦＤ算法采用泰勒级数展开来计
算差分算子系数，并基于最小二乘法对系数进行优
化，能有效模拟不同介质的非均匀性并提高了时间
偏导数的计算精度．在旋转交错网格中，选择恰当的
方案对差分算子系数进行计算可以有效提升算法性
能，因此，本文对时空高阶差分算子系数进行优化，
进一步优化提升旋转交错网格在强各向异性介质中
的频散抑制作用．
１ ２　 差分算子系数计算

泰勒级数展开法（Ｔａｙｌｏｒ Ｓｅｒｉｅｓ Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ，ＴＥ）
是时空高阶旋转交错网格差分算子系数计算常用方
法之一，其将标准交错网格系数直接引入各向异性
介质模拟框架，理论严谨性存疑（Ｘｉｅ ａｎｄ Ｈｅ，
２０２４）．旋转交错网格差分系数的计算通常需要充
分考虑时间偏导数的多向性特征，而单纯依赖泰勒
级数展开的系数求解方法难以准确满足各向异性介
质数值模拟的精度要求．为此，学者们提出了多种差

１９２
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分算子系数的优化方法，如时空域色散关系的方法
（Ｌｉｕ ａｎｄ Ｓｅｎ，２０１１）、模拟退火法（Ｚｈａｎｇ ａｎｄ Ｙａｏ，
２０１３）、最小二乘法（Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ，ＬＳ）（Ｌｉｕ，２０１４）
以及采样逼近法（Ｓａｍｐｌｉｎｇ Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ， ＳＡ）
（Ｙａｎｇ ｅｔ ａｌ．，２０１５）等．

采样逼近法是通过选取特定波数范围内的采样
点，构建空间偏导数近似误差最小化模型，获得差分
算子系数的近似解的方法．该方法基于空间偏导数
计算精度主要取决于ｋｘ 和ｋｚ（波数的ｘ和ｚ分量）
叠加效应的理论特性，能够在相同计算精度前提下
有效降低旋转交错网格的频散误差（Ｙａｎｇ ｅｔ ａｌ．，
２０１５）．值得注意的是，Ｙａｎｇ等（２０１５）系统评估了
ＴＥ、ＬＳ、ＳＡ三种差分算子系数计算方法在旋转交错
网格中的性能差异，其实验结果表明在有效波数范
围内，采样逼近法与最小二乘法的优化格式均能展
现出显著的频散抑制优势，采样逼近法在低波数区
域的表现尤为突出，这为改善时空域高阶旋转交错

网格的频散特性提供了新的优化方向．
因此，本文将选择泰勒展开法和采样逼近法作

为时空高阶精度空间差分算子系数的优化方法，建
立适用于各向异性介质速度应力弹性波方程的优
化格式．该优化算法记为ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ． ＴＥ ＋ ＳＡ
ＲＳＦＤ算法的核心思想是通过理论约束与数值优化
结合计算差分系数．具体分三步实现：（１）基于旋转
交错网格离散方程，推导时空频散关系；（２）泰勒展
开建立系数理论约束；（３）在波数域采样频散关系
构建方程组，数值求解最优系数．下面以ＴＴＩ介质弹
性波方程为例，推导ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ差分系数的计算
过程．

ＴＴＩ介质中，ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的时间偏导数离散
格式延续ＳａｅｎｇｅｒＲＳＦＤ的时间偏导数离散格式，计
算空间偏导数时采用ＸｉｅＲＳＦＤ的空间算子模板
（Ｘｉｅ ａｎｄ Ｈｅ，２０２４），为表述方便，统一用ｕ表示各
应力和速度分量，即：
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其中：
ΔＰ ＝ ｐ － １２

，ΔＱ１ ＝ ｐ － ｑ － １２ ；ΔＱ２ ＝ ｐ ＋ ｑ －
１
２
；

ｕｌｍ，ｎ ＝ ｕ（ｍ，ｎ，ｌ）；Ｄ ｘＲ、Ｄ ｚＲ为时域高阶旋转交错网格
的空间偏导数算子；ａｐ、ａｐ，ｑ为空间算子系数．

基于旋转交错网格离散方程和平面波理论对频
散关系的推导过程见附录Ａ，

[
频散关系式为

－ ２ｓｉｎ ωΔｔ( ) ]２

２

＝ ｒ２（Ａ２ ＋ Ｂ２）． （３）
下面介绍采用泰勒展开法求解ＴＥ ＋ ＳＡ － ＲＳＦＤ

空间模板中离轴网格点的差分系数ａｐ，ｑ ．波数与差
分系数关系式的推导过程见附录Ａ，比较波数与差

分系数关系式（Ａ５）两边（ｋｘｈ）２ ｌ和（ｋｚｈ）２ ｌ的系数，得
到方程组：
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（１ ≤ ｌ ≤ Ｐ）， （４）
对方程组（４）求解可得ｄｍ ．与此同时，比较关系式
（Ａ５）两侧ｋ２ ｌ － ２ξｘ ｋ２ξｚ ｈ

２ ｌ的系数，得到方程组：
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　 　 　 （１ ≤ ｌ ≤ Ｑ － １）， （５）
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对方程组（５）求解可得ｅｉ，ｊ ．最后，再将ｅｉ，ｊ代入式
（Ａ７）可求得ａｐ，ｑ ．

对于ＴＥ ＋ ＳＡ － ＲＳＦＤ空间模板中其余点的差
分系数ａｐ，采用采样逼近法求得．例如，式（Ａ２）中的
ｋｘｈ ＝ Ａ，ｋｘｈ是空间偏导数化简剩余项，Ａ是旋转交
错网格离散格式化简的剩余项，为实现方程右端项
对左端项的渐近逼近，通过采用采样逼近法控制
ｋｘｈ∈［０，ｍ］内的误差．具体计算步骤以沿ｘ分量的
偏导数为例，在［０，ｍ］内等间距地取Ｐ个采样点，用

β（１），β（２），…，β（Ｐ）表示．当ｋｚ ＝ ０时，式（３）中仅
与ｋｘ 相关的频散关系表示为
ｓｉｎ ωΔｔ( )２ ＝ ｒ∑

Ｐ

ｐ ＝ １
ａｐ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋｘ ]ｈ ＋ ２ｒ∑

Ｑ－１

ｐ ＝ １
∑
Ｑ－Ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ

[ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋｘ ]ｈ ｃｏｓ（ｑｋｘｈ）． （６）
通过在频散关系（６）中用ｋｚ 替换ｋｘ，可以变为

与ｋｚ有关的频散关系．根据仅与ｋｘ 相关的频散关系
建立以下误差函数：

　 　 ｍａｘ
ｋｘｈ∈［０，ｍ］∑

ｐ

ｐ ＝ １
ａｐ ｒ
ｓｉｎ［（ｐ － １ ／ ２）ｋｘｈ］
ｓｉｎ［０ ５ｋｘｈｒ］ ＋ ２∑

Ｑ －１

ｐ ＝ １
∑
Ｑ － ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ ｒ

ｓｉｎ［（ｐ － １ ／ ２）ｋｘｈ［ｃｏｓ［ｑｋｘｈ］
ｓｉｎ［０ ５ｋｘｈｒ］ － １ ≤ η ，

其中，η是最大允许误差，ｕ是ｋｘｈ的上限．在最大允
许误差趋于零的情况下：

１ － ２ｒ∑
Ｑ －１

ｐ ＝ １
∑
Ｑ － ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ
ｓｉｎ［（ｐ － １ ／ ２）ｋｘｈ［ｃｏｓ［ｑｋｘｈ］

ｓｉｎ［０ ５ｋｘｈｒ］
　 　 ≈ ｒ∑

Ｐ

ｐ ＝ ２
ａｐ
ｓｉｎ［（ｐ － １ ／ ２）ｋｘｈ］
ｓｉｎ［０ ５ｋｘｈｒ］ ．

相应地，对于ｋｘｈ ＝ β（ｎ），ｎ ＝ １，…，Ｐ，使用这些
采样点满足Ｐ个线性方程：
１ － ２ｒ∑

Ｑ －１

ｐ ＝ １
∑
Ｑ － ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ
ｓｉｎ［（ｐ － １ ／ ２）β（ｎ）［ｃｏｓ［ｑβ（ｎ）］

ｓｉｎ［０ ５β（ｎ）ｒ］

≈ ｒ∑
Ｐ

ｐ ＝ ２
ａｐ
ｓｉｎ［（ｐ － １ ／ ２）β（ｎ）］
ｓｉｎ［０ ５β（ｎ）ｒ］ ，ｎ ＝ １，…，Ｐ ，

（７）
将由泰勒展开法求得的ａｐ，ｑ代入线性方程组（７）求
解，可得基于采样逼近法的旋转交错网格系数ａ１，
ａ２，…，ａＰ ．计算弹性波方程时，因ＴＥ ＋ ＳＡＸｉｅＲＳＦＤ
采用ＸｉｅＲＳＦＤ的空间算子模板，每个空间算子所需
网格点数为４ Ｐ ＋ ４Ｑ － １ ．
２　 频散及稳定性分析

一般地，基于平面简谐波理论，可利用傅里叶分

析和相速度相对误差推导各算法的频散关系式与稳
定性条件．为评估算法的频散特性及验证其数值稳
定性，基于Ｍａｄａｒｉａｇａ 的交错网格（ＭＳＦＤ）、
Ｓａｅｎｇｅｒ的旋转交错网格（ＳＲＳＦＤ）、采用不同系数
计算方法的时空域高阶ＲＳＦＤ（ＴＥＸｉｅＳＦＤ、ＴＥ ＋
ＬＳＸｉｅＳＦＤ）和本文改进优化算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ
的频散关系式和稳定性准则进行讨论及建模稳定
性比较．
２ １　 频散分析

在基于网格离散化的弹性波场数值模拟中，交
错网格通过对连续弹性波方程进行离散近似，不可
避免地引入计算误差．该误差会导致波场传播过程
中群速度与相速度产生频率依赖性，由此产生的非
物理频散现象称为数值频散．数值频散作为有限差
分法的固有属性，无法被彻底消除，但可通过优化算
法设计实现有效压制（Ｙａｎｇ ｅｔ ａｌ．，２０１５）．分析数值
频散效应通常基于频率波数域的频散关系式，该关
系式可揭示相速度相对误差Ｖ ｆｄ

Ｖ
的分布特征及其频

散强度．交错网格的频散关系式为

δ ｆｄ ＝
Ｖ ｆｄ
Ｖ
＝ ２
ｋｈｒ [ａｒｃｓｉｎ ｒ ∑

Ｐ

ｐ ＝ １
ｃｐ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋ ｘ ]( )ｈ

２

＋ ∑
Ｐ

ｐ ＝ １
ｃｐ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋ ｚ ]( )ｈ

２

槡 ]
　

， （８）

相比之下，旋转交错网格通过优化算子结构，其频散关系式展现出更优的波场保真特性．其频散关系式为

δ ｆｄ ＝
Ｖ ｆｄ
Ｖ
＝ １
ｋｈｒ [ａｒｃｃｏｓ １ － ｒ

２（Ｉ２ ＋ Ｊ２）]２

Ｉ ＝ ∑
Ｐ

ｐ ＝ １
ｂ {ｐ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋ ｘｈ ＋ ｐ －( )１２ ｋ ｚ ]ｈ ＋ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋ ｘｈ － ｐ －( )１２ ｋ ｚ ] }ｈ

Ｊ ＝ ∑
Ｐ

ｐ ＝ １
ｂ {ｐ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋ ｘｈ ＋ ｐ －( )１２ ｋ ｚ ]ｈ － [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋ ｘｈ － ｐ －( )１２ ｋ ｚ ] }













 ｈ

， （９）
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特别地，时空高阶旋转交错网格通过引入时间空间
耦合差分格式，进一步提升了数值频散压制效果，其
频散关系式为

δ ｆｄ ＝
Ｖ ｆｄ
Ｖ
＝ １
ｋｈｒ [ａｒｃｃｏｓ １ － ｒ

２（Ａ２ ＋ Ｂ２）]２
， （１０）

式（８）～（１０）频散关系式中，ｃｐ 和ｂｐ 分别表示交错
网格与旋转交错网格差分算子系数． δ ｆｄ表示相速度
的相对误差值，若δ ｆｄ ＞ １则表示出现时间频散，相位
提前；若δ ｆｄ ＜ １，则表示出现空间频散，相位延迟
（Ｚｈｏｕ ｅｔ ａｌ．，２０２２）．为了直观呈现各算法的频散程
度，根据频散关系式（８）～ （１０）绘制交错网格Ｍ
ＳＦＤ、旋转交错网格ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳ
ＸｉｅＳＦＤ和本文改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的频散曲
线图．

图１　 各算法在不同空间算子长度情形下随ｋｈ变化的频散曲线图，ｒ ＝ ０ ４，θ ＝ π８
（ａ）ＳＲＳＦＤ；（ｂ）ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ；（ｃ）ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ．

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｋｈ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐａｔｉａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｌｅｎｇｔｈｓ，ｒ ＝ ０ ４，θ ＝ π８

为研究空间算子长度对旋转交错网格算法Ｓ
ＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ频散程度的
影响，讨论下面两种情形下的各算法的频散程度：

（１）取定参数ｒ ＝ ０ ４，传播角θ ＝ π８ ，讨论各旋

转交错网格算法在空间算子长度取２ ～ ８情形下，相
速度的相对误差随ｋｈ变化情况，其结果如图１所
示．图中红色虚线表示相速度相对误差δ ｆｄ的基准线
（δ ｆｄ ＝ １），频散曲线与基准线距离越接近，表示频散
程度越弱．

（２）取定ｒ ＝ ０ ４，ｋｈ ＝ ２ ２，ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅ
ＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ在空间算子长度取２ ～ ８情
形下，各算法相速度的相对误差随传播角θ变化的
频散情况如图２所示．

由图１可知，随着ｋｈ∈［１，３］的增加，ＳＲＳＦＤ、
ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的频散曲线均随空
间算子长度Ｐ的增大越来越接近基准线．由此可
知，随空间精度阶数Ｏ（ｈ２Ｐ）的提高，各算法的频散
程度逐渐减小，但当空间算子长度增加到一定的长
度后，各算法的频散程度没有显著变化，即随着空间
算子精度的提高频散并没有得到很好地抑制．由
图１ａ、ｂ、ｃ，可以看出，在ｋｈ∈［１，２ １］之间时，
ＳＲＳＦＤ算法存在时间频散现象，随着空间长度Ｐ

４９２
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越大时间频散程度越小而空间频散程度越大；ＴＥ
ＸｉｅＲＳＦＤ通过修改空间差分算子提高了交错网格
的时间计算精度，时间频散程度较低，但是空间频散
较大；改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ在低空间算子长度
（Ｐ ＜ ４）情形下，其频散曲线较ＳＲＳＦＤ时间频散程
度较小，较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ空间频散明显变小，但与
ＳＲＳＦＤ一样存在时间频散．

由图２可知，随着传播角θ [∈ π
６０
，π ]５ 的增加，

ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的频散曲线
均随空间算子长度Ｐ的增大趋近于基准线，这表明
提高空间差分精度可有效降低算法频散误差，但当
Ｐ≥７后，继续增加算子长度无显著频散抑制效果．
由图２ａ—ｃ，可以看出，当θ [∈ π

６０
，π ]１２

之间时，
ＳＲＳＦＤ算法存在时间频散现象，随Ｐ值增大时间
频散程度减小，空间频散程度呈现反向增大趋势；
ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ在时间频散控制方面表现优异，但空
间频散程度较大；改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的空间频
散程度较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ显著减小，在θ [∈ π

６０
，π ]１２

之间时，时间频散程度较ＳＲＳＦＤ减小．
下面讨论同一空间算子长度Ｐ ＝ ５情形下，取

定参数ｒ ＝ ５ ３３，讨论不同算法的相速度相对误差随
ｋｈ值变化情况，这时传播角θ取为π３ ，其结果如
图３ａ所示；讨论不同算法的相速度相对误差随传播
角θ变化的频散曲线如图３ｂ所示，这时ｋｈ值取
为２ ２．

由图３ａ可知，交错网格法ＭＳＦＤ的时间频散
程度较大，随着ｋｈ的增加会出现空间频散；ＳＲＳＦＤ
与ＭＳＦＤ的频散变换较为一致，但ＳＲＳＦＤ在ｋｈ取
１ ８左右开始出现空间频散；ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ的空间频
散程度较大，在研究范围内未出现时间频散；在ｋｈ
较小时，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ时间频散程度较小，随着
ｋｈ的增大其存在较明显的空间频散；在ｋｈ较小时，
改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的频散程度较小，当ｋｈ ＞ １
后，其空间频散程度增大，但较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋
ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ两种算法，对频散具有更好的抑制
作用．

由图３ｂ可知，随着θ的增加，ＭＳＦＤ无空间频散
现象，而时间频散程度较大；ＳＲＳＦＤ在θ [∈ π

６０
，π ]１０

之间时间频散程度较大，在θ取π
１０
左右开始出现空

间频散；ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ的空间频散程度随着θ增大
存在较明显的空间频散，在研究范围内未出现时间
频散；改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的频散曲线和ＴＥ ＋
ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ的频散曲线在θ [∈ π

６０
，π ]１０

之间基本

重合，当θ ＞ π１０后，ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ较ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅ
ＲＳＦＤ空间频散程度略大．

综上所述，在同一空间算子长度情形下，ＴＥ ＋
ＳＡＲＳＦＤ方案时间频散程度较ＭＳＦＤ、ＳＲＳＦＤ和
ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ 小，空间频散程度较ＴＥＸｉｅ
ＲＳＦＤ小．

取定ｒ ＝ ５ ３３，波数范围［０ ３，２ ３］、

[
传播角

π
６０
，π ]３ ，三个不同差分系数计算方法下的各算法

的归一化相速度误差随波数与传播角度变化的等高
线分布热图，如图４ 所示．由图４ 可知：ＴＥＸｉｅ
ＲＳＦＤ方案归一化相速度误差值低于０ ０５的区域占
比小于５０％，误差值小于０ ０１的区域占比约２５％；
ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ方案在相同参数区间内，误差值
低于０ ０３的区域占比提升至约５０％，但误差值小于
０ ０１的区域占比与ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ基本持平，整体精
度呈微弱优势；ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ方案表现显著优化，
误差值低于０ ０５的区域占比约７０％，误差值小于
０ ０１的区域占比提升至４０％，可将归一化相速度误
差有效控制在１０％以下．

综上分析，在波数和入射角参数变化域内，差分
算子系数优化方案ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、
ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ具有更优的频散抑制能力，其归
一化相速度误差小于０ ０１的区域范围最大．
２ ２　 稳定性分析

在弹性波方程有限差分数值离散体系中，稳定
性条件表征了地震波传播速度、时空采样步长、差分
算子长度及差分系数间的约束关系．为构建改进算
法的稳定性理论框架，基于离散化弹性波方程的频
散关系式（８）～（１０），根据０≤ｓｉｎ２ ｒｋｈ( )２ ≤１，且设定

ｋｘ ＝ ｋｚ ＝
π
２ｈ
，经推导获得稳定性判据不等式．该判据

描述了差分格式在数值计算过程中保持收敛性所需
满足的时空参数阈值．值得注意的是，不同网格离散
策略对应的稳定性准则具有差异．对于交错网格有
限差分法，其稳定性条件可表述为

Δｔｖｐ
１ (ｈ 槡２∑ Ｐ

ｐ ＝ １
ｃ )ｐ ≤ １ ． （１１）

５９２
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图２　 各算法在不同空间算子长度情形下随传播角θ变化的频散曲线图，ｒ ＝ ０ ４，ｋｈ ＝ ２ ２
（ａ）ＳＲＳＦＤ；（ｂ）ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ；（ｃ）ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ．

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ θ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐａｔｉａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｌｅｎｇｔｈｓ，ｒ ＝ ０ ４，ｋｈ ＝ ２ ２

而采用旋转交错网格架构的旋转交错网格方
法，通过优化应力速度分量耦合关系，其稳定性准
则改进为

Δｔｖｐ
１ (ｈ ∑ Ｐ

ｐ ＝ １
ｂ )ｐ ≤ １ ． （１２）

进一步地，时空高阶旋转交错网格在扩展差分算
子维度的同时，通过构建时空耦合加权系数矩阵，发
展出具有更高容许度的稳定性判据，其稳定性准则为
Δｔｖｐ

１ (ｈ ∑ Ｐ

ｐ ＝ １
ａｐ ＋ ２∑

Ｑ －１

ｐ ＝ １∑
Ｑ － ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ， )ｑ ≤ １ ．

（１３）
为了对比各算法符合稳定条件的时空间隔区

间，根据稳定性准则（１１）～ （１３）绘制ＭＳＦＤ、Ｓ
ＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＳＦＤ和本文改进
算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的稳定曲线图．

为研究空间算子长度对交错网格算法ＭＳＦＤ、
旋转交错网格算法ＳＲＳＦＤ和改进算法ＴＥ ＋ ＳＡ
ＲＳＦＤ符合稳定条件的时空间隔区间的影响，讨论
在空间算子长度取２ ～ ８时，下面两种情形下的各算

法的稳定曲线：
（１）取定空间间隔ｈ为１５ ｍ，Ｖｐ ＝ ４０００ ｍ ／ ｓ，讨

论各算法稳定值随时间间隔Δｔ的变化情况，其结果
如图５所示．图中红色虚线为稳定值阙值１，各算法
稳定曲线位于虚线下方时，即稳定值低于１时满足
稳定性条件，反之则失稳．

（２）取定时间间隔Δｔ为０ １ ｍｓ，Ｖｐ ＝ ４０００ ｍ ／ ｓ，
讨论各算法稳定值随空间间隔ｈ的变化情况如图６
所示．

由图５可知，ＭＳＦＤ、ＳＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ
的稳定性条件均与时间间隔呈正相关，随着空间算
子长度Ｐ的增大，各算法的稳定性越差，由此可知，
高精度离散将加剧算法时间间隔的稳定性约束，但
当空间算子长度增加到一定的长度后，再度提高空
间算子精度，满足稳定条件的时间间隔区间长度无
显著变化． 由图５ａ、ｂ、ｃ，可以看出，当Δｔ 大于
０ １９ ｍｓ时，ＭＳＦＤ算法满足稳定性条件；ＳＲＳＦＤ
算法通过修改空间差分算子增大了符合稳定条件的
时间间隔区间长度，在空间算子长度较大（Ｐ ＝ ８）情

６９２



　 ２０２６，４１（１）李皖来，等：基于泰勒展开和采样逼近法的各向异性介质弹性波模拟时空高阶旋转交错网格法　 （ｗｗｗ． ｐｒｏｇｅｏｐｈｙｓ． ｃｎ）

图３　 各算法随ｋｈ和传播角θ变化的频散曲线图，ｒ ＝ ５ ３３，Ｐ ＝ ５
（ａ）θ ＝ π３ ；（ｂ）ｋｈ ＝ ２ ２ ．

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｋｈ ａｎｄ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ θ，ｒ ＝ ５ ３３，Ｐ ＝ ５

图４　 各算法归一化相速度误差随ｋｈ与传播角θ变化的等高线分布热图
（ａ）ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ；（ｂ）ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ；（ｃ）ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ．

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｈｅａｔ ｍａｐ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｋｈ ａｎｄ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ θ

７９２
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图５　 各算法在不同空间算子长度情形下随时间间隔变化的稳定曲线图，ｈ ＝ １５ ｍ
（ａ）ＭＳＦＤ；（ｂ）ＳＲＳＦＤ；（ｃ）ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ．

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐａｔｉａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｌｅｎｇｔｈｓ，ｈ ＝ １５ ｍ

形下，在Δｔ ＝ ０ ２７ ｍｓ处突破稳定阙值；改进算法
ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ在Δｔ ＜ ０ ２７ ｍｓ之间满足稳定性条
件．由此可知，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ较ＭＳＦＤ和
ＳＲＳＦＤ可以在更宽泛的时间间隔变化范围内维持
算法稳定性．

由图６可知，ＭＳＦＤ、ＳＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ
的稳定性条件均与空间间隔呈负相关，且随空间算
子长度Ｐ的增大，各算法的稳定性越差，当Ｐ≥７
后，继续增加算子长度，各算法的稳定性空间间隔约
束区间均无明显变化．由图６ａ—ｃ可以看出，当在
ｈ∈［０ ３，０ ７５］之间，ＭＳＦＤ算法失稳；ｈ∈［０ ３，
０ ５５］时，ＳＲＳＦＤ大于稳定阙值；ｈ∈［０ ３，０ ５］时，
改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ不满足稳定性条件．由此可
知，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ较ＭＳＦＤ和ＳＲＳＦＤ可
以在更宽泛的空间间隔变化范围内维持算法稳
定性．

同一空间算子长度Ｐ ＝ ５情形下，取定Ｖｐ ＝
４０００ ｍ ／ ｓ，讨论相同空间步长ｈ ＝ １５ ｍ情形下，各算
法取不同时间步长的稳定性变化情况，其结果如
图７ａ所示．同时，讨论相同时间步长Δｔ ＝ ０ １ ｍｓ情
形下，各算法取不同空间间隔大小的稳定性变化，如
图７ｂ所示．

由图７ａ可知，固定空间步长情形下，时间步长
越小稳定性越好．当时间间隔Δｔ大于０ ２ ｍｓ，交错
网格法ＭＳＦＤ不稳定，ＭＳＦＤ稳定性准则（１１）左端
项存在系数槡２的放大效应，其速度空间步长比值更
易突破临界阈值，导致稳定性条件失效；当时间间隔
Δｔ小于０ ２８ ｍｓ时，ＳＲＳＦＤ符合稳定性条件；ＴＥ
ＸｉｅＲＳＦＤ可取更大的时间间隔，仍满足稳定性条
件；当时间间隔Δｔ小于０ ２９ ｍｓ时，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅ
ＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ满足稳定性条件．由此可知，
考虑计算效率时，可适当增大时间步长以提高计算

８９２



　 ２０２６，４１（１）李皖来，等：基于泰勒展开和采样逼近法的各向异性介质弹性波模拟时空高阶旋转交错网格法　 （ｗｗｗ． ｐｒｏｇｅｏｐｈｙｓ． ｃｎ）

图６　 各算法在不同空间算子长度情形下随空间间隔变化的稳定曲线图，Δｔ ＝ ０ １ ｍｓ
（ａ）ＭＳＦＤ；（ｂ）ＳＲＳＦＤ；（ｃ）ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ．

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｓｐａｔｉａｌ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐａｔｉａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｌｅｎｇｔｈｓ，Δｔ ＝ ０ １ ｍｓ

图７　 各算法随时间、空间间隔变化的稳定曲线图，Ｐ ＝ ５
（ａ）ｈ ＝ １５ ｍ；（ｂ）Δｔ ＝ ０ １ ｍｓ．

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ，Ｐ ＝ ５

９９２
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效率，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ的最优，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ与本
文改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ次之．

由图７ｂ可知，固定时间步长Δｔ ＝ ０ １ ｍｓ情形
下，空间步长越大则稳定性越好． ＭＳＦＤ在空间间
隔ｈ∈［０ ３，０ ８］失稳，失稳区间长度显著大于其他
算法；当空间间隔ｈ∈［０ ３，０ ５５］之间，ＳＲＳＦＤ算
法失稳；ｈ∈［０ ３，０ ４］时ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ大于稳定阙
值；ｈ∈［０ ３，０ ５２］时，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ失稳；在
ｈ≤０ ５２时，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ不满足稳定性
条件．由此可知，考虑计算精度时，尽可能取较小的
空间步长，此时ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ的最优，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅ
ＲＳＦＤ与本文改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ次之．

综上频散以及稳定性分析，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡ
ＲＳＦＤ通过系数优化，能够在更大幅度的时空步长
调整中保持稳定运行，相较于传统交错网格
（ＭＳＦＤ）和传统旋转网格方法（ＳＲＳＦＤ）有明显优
势．与此同时，相较于稳定性条件更强的ＴＥＸｉｅ
ＲＳＦＤ算法，ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ具有比其更低的频散程
度．因此，ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ算法既具有较优的频散抑
制能力，又能适应更灵活的步长设置，实现了频散与
稳定性之间的优化平衡．

３　 数值模拟实验

为验证改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的数值性能，选
取基于Ｍａｄａｒｉａｇａ交错网格法（ＭＳＦＤ）、Ｓａｅｎｇｅｒ旋
转交错网格法（ＳＲＳＦＤ）以及采用不同系数计算策
略的时空域高阶ＲＳＦＤ方案（ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳ
ＸｉｅＲＳＦＤ）进行对比，对问题（１）进行数值模拟．实
验模型为：（１）各向同性介质模型；（２）各向异性介
质模型：各向异性ＶＴＩ介质模型、各向异性ＴＴＩ介质
模型；（３）修正ＢＰ模型．数值实验中，在各类模型几
何中心设置雷克子波震源进行波场模拟实验，观测
在介质复杂度递进场景下波场快照的波形特征．为
了消除边界反射干扰现象，三类实验均采用ＰＭＬ边
界条件，衰减函数为ｄｉ ＝

－ ３ｌｏｇ（ｓ）ｖｐＬｉ ２
２Ｌ２

，其中，ｄｉ 表
示ｘ轴方向或者ｚ轴方向的衰减函数；ｓ ＝ ０ ０００００１；
Ｌｉ 表示计算区域到匹配层边界的距离；Ｌ表示匹配
层的厚度．
３ １　 各向同性介质模型

设计一个均匀各向同性介质模型，模型参数：
纵、横波速度和密度分别为２５００ ｍ ／ ｓ，１４７０ ｍ ／ ｓ，
２ ５ ｇ ／ ｃｍ３，模型尺寸ｎｘ × ｎｚ ＝ ４００ × ４００，模型空间

采样间隔ｈ ＝ Δｘ ＝ Δｚ ＝ ３ ｍ，时间采样间隔Δｔ ＝
０ １ ｍｓ，边界取模型四周３００ ｍ．在模型中心（ｘ，ｚ）＝
（６００ ｍ，６００ ｍ）处释放６０ Ｈｚ主频的雷克子波作为
震源．为保证各算法离散精度一致，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、
ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ与ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的空间算子离
轴网格点长度Ｑ均取３．图８和图９分别给出了四
种算法（（ＭＳＦＤ、ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳ
ＸｉｅＲＳＦＤ）及改进算法（ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ）在空间离散
精度４阶、１８阶（算子长度Ｐ ＝ ２和Ｐ ＝ ９）条件下模
拟得到的压力场的ｘ分量波场快照．

通过图８和图９中五种交错网格波场快照的对
比分析，发现：

（１）当空间离散精度Ｏ（ｈ２Ｐ）由Ｏ（ｈ４）提升至
Ｏ（ｈ１８）时，ＭＳＦＤ、ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳ
ＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ算法产生的波场快照数
值频散程度均存在衰减现象，验证了高精度格式的
频散抑制机理．

（２）对比图８ａ、ｂ和图９ａ、ｂ，由于ＭＳＦＤ空间算
子中的计算网格点数量少于ＳＲＳＦＤ，部分网格点不
参与计算，导致ＭＳＦＤ的波场快照较ＳＲＳＦＤ波形
间断区域更大，存在波前断裂现象．

（３）如图９ｂ、ｃ所示，在高精度机制下（Ｐ ＝ ９），
相较于ＳＲＳＦＤ算法产生的波场快照，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ
通过扩展空间差分算子模板增加了参与计算的网格
点数，使其波场快照中的波前断裂区域减少，与此同
时，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ 波场中的频散现象较ＳＲＳＦＤ
增强．

（４）由图９ｃ、ｄ可知，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ通过ＬＳ
法优化系数使其波场快照的频散程度相较ＴＥＸｉｅ
ＲＳＦＤ降低，但受最小二乘约束产生了波形几何畸
变（波形矩形化），同时，波形间断区域增加．

（５）如图９ｃ—ｅ所示，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ
综合了平衡频散程度与波形保真度，其波场快照的
频散现象较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ减弱，波形分辨率与ＴＥ ＋
ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ相当．
３ ２　 各向异性介质模型

为了验证优化算法应用于各向异性弹性波方程
中的模拟效果，分别设计一个各向异性ＶＴＩ介质模
型和一个复杂各向异性ＴＴＩ介质模型对比各算法在
二维三分量弹性波方程求解的数值频散程度． ＶＴＩ
介质模型参数：纵、横波速度和密度分别为２５００ ｍ ／ ｓ，
１４７０ ｍ ／ ｓ，２ ５ ｇ ／ ｃｍ３，Ｔｈｏｍｓｅｎ参数ε ＝ ０ ３３３３，δ ＝
０ ８８５，γ ＝ ０ ２５；ＴＴＩ介质模型参数：纵、横波速度和
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图８　 均匀各向同性介质模型，ｔ ＝ ０ １３ ｓ时刻的波场快照，Ｐ ＝ ２
Ｆｉｇ． ８　 Ｕｎｉｆｏｒｍ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍｅｄｉａ ｍｏｄｅｌ，ｗａｖｅ ｆｉｅｌｄ ｓｎａｐｓｈｏｔ ａｔ ｔ ＝ ０ １３ ｓ，Ｐ ＝ ２

图９　 均匀各向同性介质模型，ｔ ＝ ０ １３ ｓ时刻的波场快照，Ｐ ＝ ９
Ｆｉｇ． ９　 Ｕｎｉｆｏｒｍ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍｅｄｉａ ｍｏｄｅｌ，ｗａｖｅ ｆｉｅｌｄ ｓｎａｐｓｈｏｔ ａｔ ｔ ＝ ０ １３ ｓ，Ｐ ＝ ９

密度分别为２５００ ｍ ／ ｓ，１４７０ ｍ ／ ｓ，２ ５ ｇ ／ ｃｍ３，
Ｔｈｏｍｓｅｎ参数ε ＝ ０ ３３３３，δ ＝ ０ ８８５，γ ＝ ０ ２５，ＴＴＩ介
质模型是由ＶＴＩ介质模型通过逆时针绕ｚ轴旋转６０

度产生．两个模型尺寸都设置为：ｎｘ × ｎｚ ＝ ４００ ×
４００，空间采样间隔ｈ ＝ Δｘ ＝ Δｚ ＝ ３ ｍ，时间采样间隔
Δｔ ＝ ０ １ ｍｓ，边界取模型四周３００ ｍ．在两个模型中
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图１０　 ＶＴＩ介质模型ｔ ＝ ０ １３ ｓ时刻波场快照
Ｆｉｇ． １０　 Ｓｎａｐｓｈｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ＶＴＩ ｍｅｄｉｕｍ ｍｏｄｅｌ ａｔ ｔ ＝ ０ １３ ｓ

图１１　 ＴＴＩ介质模型ｔ ＝ ０ １３ ｓ时刻波场快照
Ｆｉｇ． １１　 Ｓｎａｐｓｈｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ＶＴＩ ｍｅｄｉｕｍ ｍｏｄｅｌ ａｔ ｔ ＝ ０ １３ ｓ

心（ｘ，ｚ）＝（６００ ｍ，６００ ｍ）处释放６０ Ｈｚ主频的雷克
子波作为震源．为保证各算法离散精度一致，五种算
法的空间算子长度Ｐ均取９（空间离散精度为１８

阶），ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ与ＴＥ ＋ ＳＡ
ＲＳＦＤ的空间算子离轴网格点长度Ｑ均取３．

图１０是五种交错网格ＭＳＦＤ、ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅ
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ＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ基于ＶＴＩ
模型模拟得到的压力场ｘ分量的波场快照，通过对
比分析发现：

（１）如图１０ａ、ｂ所示，在基于ＶＴＩ介质模型的
数值实验中，ＭＳＦＤ算法产生的波场快照呈现单一
纵波椭圆波前特征，而ＳＲＳＦＤ方法表现出更复杂
的各向异性响应：除纵波椭圆波前外，可观测到具有
横向椭圆特征的快横波与慢横波分裂现象．

（２）由图１０ｂ、ｃ可知，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ方法相较于
ＳＲＳＦＤ方法，其波场快照的外围波形分辨率提升，
并能有效揭示介质内部各向异性结构特征，同时，该
方法伴随更强烈的数值频散现象，表明了计算精度
与数值稳定性之间存在权衡关系．

（３）如图１０ｃ、ｄ所示，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ较ＴＥ
ＸｉｅＲＳＦＤ算法在验中有效抑制了数值频散，分辨率
进一步提升，但导致其快、慢横波波形连续性降低，
波前断裂现象增加，推测此现象与最小二乘约束导
致的相位畸变相关．

（４）如图１０ｅ所示，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ产
生的波场快照完整保留了介质的各向异性特征，
分辨率与ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ 产生的波场快照
相当．

图１１是各算法基于ＴＴＩ模型的波场快照，如
图１１ｄ、ｅ可知，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ产生的波场
快照在ＴＴＩ介质模型实验中完整保留了介质的各向
异性特征，分辨率较ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ相当，另外，
ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的波场快照较ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ数
值频散现象显著减弱，且未出现明显波前断裂现象，
验证了改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ在各向异性介质数
值实验中的频散抑制优势．

为了获得更加直观的观察效果，图１２是以传统
交错网格ＭＳＦＤ（图中红线）为参照，各算法基于各
向异性介质模型下在坐标点ｚ ＝ ２７０处的地震波形
记录．由图１２ａ可知，在ＶＴＩ介质模型实验中，改进
算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ的波形与ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ几
乎一致，波后幅度较均ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ略大，存
在一定程度的空间频散误差；由图１２ｂ可知，在ＴＴＩ
介质模型实验中，ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ不管波前还是波后
幅度较ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ 和ＳＲＳＦＤ 都更接近
ＭＳＦＤ，空间和时间频散误差较小．综合来说，在各
向异性介质模型数值实验中，ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ具有频
散抑制优势．

３ ３　 修正ＢＰ模型
针对复杂各向异性介质中弹性波传播的数值模

拟精度问题，基于修正ＢＰ模型开展对比实验，通过
分析各算法各向异性弹性波方程求解过程中不同算
法的数值频散特性，系统验证优化算法的计算优势．
图１３是修正后的ＢＰ网络模型参数示意图，模型尺
寸为ｎｘ × ｎｚ ＝ １５７５ × ９００，模型空间采样间隔ｈ ＝
Δｘ ＝ Δｚ ＝ ５ ｍ，时间采样间隔Δｔ ＝ ０ １ ｍｓ，在模型中
心采用４０ Ｈｚ主频的雷克子波作为震源．为保证各
算法离散精度一致，五种算法的空间算子长度Ｐ均
取９，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ与ＴＥ ＋ ＳＡ
ＲＳＦＤ中的空间算子额外点的长度Ｑ取３．

图１４是五种交错网格ＭＳＦＤ、ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅ
ＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ分别基
于修正ＢＰ模型在ｔ ＝ ０ ２５ ｓ、ｔ ＝ ０ ５５ ｓ时刻弹性波
数值模拟的波场快照，由图１４可知，

（１）交错网格与旋转交错网格算法在复杂介质
中的波场重构能力呈现显著差异：如图１４ａ所示，交
错网格算法ＭＳＦＤ波场快照在ｔ ＝ ０ ２５ ｓ时刻因受
限于计算域内部分网格节点未参与运算，局部网格
节点激活不足导致波前重构缺失；当模拟时间延拓
至０ ５５ ｓ时，其波场快照中无法观测到波形特征，
此现象揭示了ＭＳＦＤ在长时模拟中存在的稳定性
缺陷．

（２）各旋转交错网格算法通过改进空间离散
结构，在弹性参数梯度突变区域表现出分辨率优
势：如图１４ｂ—ｅ所示，ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋
ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ在ｔ ＝ ０ ２５ ｓ时刻
波场快照中均可辨识典型的不对称畸变特征，且
维持了波场传播的时空连续性；随模拟时间延拓
至０ ５５ ｓ时，旋转交错网格算法均可在长时模拟
中维持稳定性，同时，如图１４ｃ—ｅ所示，时空高阶
旋转交错网格算法ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅ
ＲＳＦＤ与ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ 均可清晰分离准纵波
（ｑＰ）、快横波（ｑＳ１）与慢横波（ｑＳ２）分量，较Ｓ
ＲＳＦＤ算法分辨率提升．

为比较改进算法和其他旋转交错网格算法的数
值性能，图１５ 是ＳＲＳＦＤ、ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ、ＴＥ ＋ ＬＳ
ＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ在ｔ ＝ ０ ５５ ｓ时刻基于
修正ＢＰ模型波场快照的细节放大图，由图１５可知：

（１）比较图１５ａ、ｂ可知，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ通过增加
网格点优化计算，其波场快照中箭头处不对称畸变
特征较ＳＲＳＦＤ更清晰，不足的是，ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ波

３０３



地球物理学进展　 ｗｗｗ． ｐｒｏｇｅｏｐｈｙｓ． ｃｎ ２０２６，４１（１）　

图１２　 各向异性介质模型波形记录，Ｐ ＝ ９
（ａ）ＶＴＩ介质模型；（ｂ）ＴＴＩ介质模型．

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍｅｄｉｕｍ ｍｏｄｅｌ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｒｅｃｏｒｄｉｎｇ，Ｐ ＝ ９
（ａ）ＶＴＩ ｍｅｄｉｕｍ ｍｏｄｅｌ；（ｂ）ＴＴＩ ｍｅｄｉｕｍ ｍｏｄｅｌ．

图１３　 修正ＢＰ模型的弹性参数数值分布示意图
Ｆｉｇ． １３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＢＰ ｍｏｄｅｌ
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图１４　 修正ＢＰ模型波场快照
（ａ）ＭＳＦＤ ｔ ＝ ０ ２５ ｓ、ｔ ＝ ０ ５５ ｓ；（ｂ）ＳＲＳＦＤ ｔ ＝ ０ ２５ ｓ、ｔ ＝ ０ ５５ ｓ；（ｃ）ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ ｔ ＝ ０ ２５ ｓ、ｔ ＝ ０ ５５ ｓ；

（ｄ）ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ ｔ ＝ ０ ２５ ｓ、ｔ ＝ ０ ５５ ｓ；（ｅ）ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ ｔ ＝ ０ ２５ ｓ、ｔ ＝ ０ ５５ ｓ．
Ｆｉｇ． １４　 Ｓｎａｐｓｈｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＢＰ ｍｏｄｅｌ
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图１５　 修正ＢＰ模型ｔ ＝ ０ ５５ ｓ时刻波场快照放大图
Ｆｉｇ． １５　 Ｅｎｌａｒｇｅｄ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｓｎａｐｓｈｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＢＰ ｍｏｄｅｌ ａｔ ｔ ＝ ０ ５５ ｓ

图１６　 修正ＢＰ模型波形记录，Ｐ ＝ ９
（ａ）ｔ ＝ ０ ２５ ｓ；（ｂ）ｔ ＝ ０ ５５ ｓ．

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｒｅｃｏｒｄ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＢＰ ｍｏｄｅｌ，Ｐ ＝ ９
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场快照中伴随强烈数值频散现象，同时虚线圈内的
伪影反映了有限差分法中计算精度与数值稳定性之
间的固有矛盾．

（２）比较图１５ｂ、ｃ可知，ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ引入
最小二乘约束优化技术，伪影在很大程度上被压制，
同时，其波场快照中红色箭头处仍存在数值频散
现象．

（３）如图１５ｅ所示，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ波
场快照中各向异性波形内部结构分辨率较ＳＲＳＦＤ
显著提高，伪影较ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ被进一步被压
制，且ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ通过时空耦合离散策略展现出
更精细的波型解耦能力，红色箭头处数值频散现象
较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ减少，维持了
波场传播的时空连续性，验证了采样逼近约束策略
对各向异性特征的保护机制．

图１６是各算法基于修正ＢＰ模型在坐标点ｚ ＝
３７０处的地震波形记录．以传统交错网格ＭＳＦＤ（图
中红线）为参照，观察波形曲线可以看到：由图１６可
知，在ｔ ＝ ０ ２５ ｓ和ｔ ＝ ０ ５５ ｓ时刻，改进算法ＴＥ ＋
ＳＡＲＳＦＤ的波前还是波后幅度较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ和
ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ均更接近ＭＳＦＤ，也就是说，在修
正ＢＰ模型数值实验中，ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ对时空频散
的抑制较ＴＥＸｉｅＲＳＦＤ和ＴＥ ＋ ＬＳＸｉｅＲＳＦＤ更具
优势．

以上实验证明，改进算法ＴＥ ＋ ＳＡＲＳＦＤ在各向
同性介质、ＶＴＩ介质、ＴＴＩ介质及复杂各向异性介质
中均具有较优波形分辨率，保持各向同性或各向异
性波场特征完整性的同时，求解过程中能够很好地
压制各种介质弹性波方程数值模拟中的数值频散
现象．

４　 结论与展望

基于泰勒展开法与采样逼近法协同优化差分算
子系数，本文给出了一种时空高阶旋转交错网格有

限差分法．该方法通过融合泰勒展开法的理论完备
性与采样逼近法的数值适应性，优化空间导数算子
系数，显著提升了各向异性弹性波方程的数值求解
精度．根据频散分析和稳定性分析结果，改进算法的
稳定性得到保证，且能降低数值频散程度，相速度相
对误差在１０％以内．层状介质、ＶＴＩ ／ ＴＴＩ各向异性模
型及修正ＢＰ模型的数值实验证实，该方法在各向
同性及各向异性介质中均展现出更优的数值频散压
制能力，有效解决了传统方法精度与稳定性难以兼
顾的瓶颈，为裂缝介质地震波传播机理研究提供了
高效计算工具．

交错网格与旋转交错网格的差分系数仅依赖于
偏导数，与介质弹性参数无关，而本文的时空高阶旋
转交错网格改进方案需将弹性参数与偏微分方程耦
合求解，导致时空域高阶差分系数需依据弹性参数
和偏导数共同确定．这一特性使得各向异性介质模
拟前需逐点计算差分系数，显著增加了内存消耗．未
来研究可通过设计混合差分格式，在保证精度的前
提下减少存储需求，进一步推动改进方案在地震波
场模拟中的实际应用．
附录 Ａ

本附录推导了频散关系式、波数与差分系数关
系式．速度应力弹性波方程（１）具有如下形式的离
散平面波解：

ｐｔ ＋ ｑｘ ＋ ｍ，ｚ ＋ ｎ ＝ ｐ（ｘ ＋ ｍΔｘ，ｚ ＋ ｎΔｚ，ｔ ＋ ｑΔｔ）
＝ ｅｉ［ｋｘ（ｘ ＋ ｍΔｘ）＋ ｋ ｚ（ｚ ＋ ｎΔｚ）－ ω（ｔ ＋ ｑΔｔ）］， （Ａ１）

式中ｋｘ，ｋｚ分别为ｘ和ｚ方向波数，二者与波数ｋ的
关系为ｋｘ ＝ ｋｃｏｓθ和ｋｚ ＝ ｋｓｉｎθ，θ是平面波传播方向
与ｘ 轴正向的夹角（传播角）；ω 为角频率；ｉ ＝
槡－ １ ． ｘ和ｚ方向取等距空间网格ｈ，此时ｋｘｈ、ｋｚｈ∈
［０，ｍ］，ｍ (∈ ０，π ]２ 为常数，在奈奎斯特频率下ｋｘｈ

＝ ｋｚｈ ＝
π
２
．将平面波解（Ａ１）代入离散格式（２），有：

ｋｘｈ ＝ Ａ，ｋｚｈ ＝ Ｂ
Ａ ＝ ∑

Ｐ

ｐ ＝ １
ａｐ（Ｍ ＋ Ｎ）＋ ２∑

Ｑ －１

ｐ ＝ １∑
Ｑ － ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ［Ｍｃｏｓ（ｑｋｘｈ － ｑｋｚｈ）＋ Ｎｃｏｓ（ｑｋｘｈ － ｑｋｚｈ）］

Ｂ ＝ ∑
Ｐ

ｐ ＝ １
ａｐ（Ｍ － Ｎ）＋ ２∑

Ｑ －１

ｐ ＝ １∑
Ｑ － ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ［Ｍｃｏｓ（ｑｋｘｈ － ｑｋｚｈ）－ Ｎｃｏｓ（ｑｋｘｈ － ｑｋｚｈ）］

Ｍ ＝ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋｘｈ ＋ ｐ －( )１２ ｋｚｈ］，Ｎ ＝ [ｓｉｎ ｐ －( )１２ ｋｘｈ － ｐ －( )１２ ｋｚ ]













 ｈ

， （Ａ２）

因此，弹性波方程组（１）离散后得到如下速度以及应力场表达式：

７０３
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－ ２ρｓｉｎ ωΔ
ｔ( )２ ｖｘ
Δｔ
＝ １
ｈ
（Ａσ ｘｘ ＋ Ｂσ ｘｚ）

－ ２ρｓｉｎ ωΔ
ｔ( )２ ｖｚ
Δｔ
＝ １
ｈ
（Ａσ ｘｚ ＋ Ｂσ ｚｚ）

－ ２ρｓｉｎ ωΔ
ｔ( )２ ｖｙ
Δｔ
＝ １
ｈ
（Ａσ ｘｙ ＋ Ｂσ ｙｚ）

σ ｘｘ ＝
ρΔｔ

－ ２ｈｓｉｎ ωΔｔ( )２
［（ＡＤ１１ ＋ ＢＤ１５）ｖｘ ＋（ＡＤ１５ ＋ ＢＤ１３）ｖｚ ＋（ＡＤ１６ ＋ ＢＤ１４）ｖｙ］

σ ｚｚ ＝
ρΔｔ

－ ２ｈｓｉｎ ωΔｔ( )２
［（ＡＤ１３ ＋ ＢＤ３５）ｖｘ ＋（ＡＤ３５ ＋ ＢＤ３３）ｖｚ ＋（ＡＤ３６ ＋ ＢＤ３４）ｖｙ］

σ ｘｚ ＝
ρΔｔ

－ ２ｈｓｉｎ ωΔｔ( )２
［（ＡＤ１５ ＋ ＢＤ５５）ｖｘ ＋（ＡＤ５５ ＋ ＢＤ３５）ｖｚ ＋（ＡＤ５６ ＋ ＢＤ４５）ｖｙ］

σ ｙｚ ＝
ρΔｔ

－ ２ｈｓｉｎ ωΔｔ( )２
［（ＡＤ１４ ＋ ＢＤ４５）ｖｘ ＋（ＡＤ４５ ＋ ＢＤ３４）ｖｚ ＋（ＡＤ４６ ＋ ＢＤ４４）ｖｙ］

σ ｘｙ ＝
ρΔｔ

－ ２ｈｓｉｎ ωΔｔ( )２
［（ＡＤ１６ ＋ ＢＤ５６）ｖｘ ＋（ＡＤ５６ ＋ ＢＤ３６）ｖｚ ＋（ＡＤ６６ ＋ ＢＤ４６）ｖｙ



































］

， （Ａ３）

其中，根据Ｔｈｏｍｓｅｎ参数ε、δ、θ、ρ、ｖｐ、ｖｓ 计算ＴＴＩ介
质弹性波方程的刚度系数Ｄ１１ ～ Ｄ６６ ．为方便介绍差
分算子系数的计算搓成，这里取定偏振角θ ＝ ４５°，速
度分量ｖｙ ＝ ０，此时刚度系数Ｄ１１ ＝ Ｄ３３，Ｄ１５ ＝ Ｄ３５ ．于
是式（Ａ３）简化为频率波数域的频散关系式

[
：

－ ２ｓｉｎ ωΔｔ( ) ]２

２

＝ ｒ２（Ａ２ ＋ Ｂ２）， （Ａ４）

其中，ｒ ＝ Ｒ·Ｖ，Ｖ２ ＝ Ｄ１１ ＋ Ｄ１３ ＋ ２（Ｄ１５ ＋ Ｄ３５ ＋ Ｄ５５）
２

，

Ｒ ＝ ｖ Δｔ
ｈ
为Ｃｏｕｒａｎｔ条件数．

对频散关系式（Ａ４）等式左右两边的正弦和余
弦函数进行泰勒级数展开，并由角频率波数关系式
ωΔｔ ＝ ｋｈＲ以及ｋ２ ｌ ＝ ［ｋ２（ｃｏｓ２ θ ＋ ｓｉｎ２ θ）］ｌ ＝ （ｋ２ｘ ＋
ｋ２ｚ）ｌ ＝ ∑

ｌ

ξ ＝ ０

ｌ！
ξ！（ｌ － ξ）！ｋ

２ ｌ －２ξ
ｘ ｋ２ξｚ ，得到波数与差分

系数关系式：
Ｅ ＝ Ｆ ＋ Ｇ ， （Ａ５）

其中：
Ｅ ＝ ８∑ ∞

ｉ ＝ １∑
∞

ｊ ＝ １

（－ １）ｉ ＋ ｊ －２ ｒ２（ｉ ＋ ｊ －２）ｈ２（ｉ ＋ ｊ －１）
２２（ｉ ＋ ｊ －１）（２ ｉ － １）！（２ ｊ － １）！

∑
ｉ ＋ ｊ －１

ξ ＝ ０

（ｉ ＋ ｊ － １）！
ξ！（ｉ ＋ ｊ － １ － ξ）！ｋ

２（ｉ ＋ ｊ －１）－２ξ
ｘ ｋ２ξｚ ， （Ａ６）

{Ｆ ＝ ∑ ∞

ｉ ＝ １
ｄ ｉｈ

２ ｉ －１［（ｋｘ ＋ ｋｚ）２ ｉ －１ ＋ （ｋｘ － ｋｚ）２ ｉ －１］＋

∑ ∞

ｉ ＝ １∑
∞

ｊ ＝ １
ｅｉ，ｊ ｈ

２ ｉ ＋２ ｊ － [１ （ｋｘ ＋ ｋｚ）２ ｉ －１（ｋｘ － ｋｚ）２ ｊ ＋
（ｋｘ － ｋｚ）２ ｉ －１（ｋｘ ＋ ｋｚ）２ ] }ｊ

２

， （Ａ７）

{Ｇ ＝ ∑ ∞

ｉ ＝ １
ｄ ｉｈ

２ ｉ －１［（ｋｘ ＋ ｋｚ）２ ｉ －１ － （ｋｘ － ｋｚ）２ ｉ －１］＋

∑ ∞

ｉ ＝ １∑
∞

ｊ ＝ １
ｅｉ，ｊ ｈ

２ ｉ ＋２ ｊ － [１ （ｋｘ ＋ ｋｚ）２ ｉ －１（ｋｘ － ｋｚ）２ ｊ －
（ｋｘ － ｋｚ）２ ｉ －１（ｋｘ ＋ ｋｚ）２ ] }ｊ

２

， （Ａ８）

ｄｉ ＝ ∑
Ｐ

ｐ ＝ １
ａｐ
（－ １）ｉ －１ ｐ －( )１２

２ ｉ －１

（２ ｉ － １）！ ＋

２∑
Ｑ －１

ｐ ＝ １∑
Ｑ －Ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ
（－ １）ｉ －１ ｐ －( )１２

２ ｉ －１

（２ ｉ － １）！ ，
（Ａ９）

ｅｉ，ｊ ＝ ２∑
Ｑ －１

ｐ ＝ １∑
Ｑ －Ｐ

ｑ ＝ １
ａｐ，ｑ
（－ １）ｉ ＋ ｊ －１ ｑ２ ｊ ｐ －( )１２

２ ｉ －１

（２ ｉ － １）！（２ ｊ）！ ．

（Ａ１０）

致　 谢　 感谢审稿专家提出的修改意见和编辑部的
大力支持！
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