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摘　 要　 针对接地导线源瞬变电磁的三维正演问题，
本文讨论了基于频时变换与背景异常场分离计算策
略的有限元正演方法．该方法以矢量有限元理论为基
础，利用规则六面体网格对模型进行离散，并采用
ＭＵＭＰＳ求解器求取各频点的数值解，最后通过余弦变
换数值滤波计算得到三维时域瞬变电磁响应．在此基
础上，利用一维层状模型与公开的三维模型验证了正
演算法的可靠性，并对计算精度进行了评估．验算结果
表明，本文所讨论的长导线源三维瞬变电磁正演计算
准确，能够满足三维反演研究对于计算精度的要求．
关键词　 接地导线源；瞬变电磁；三维正演；矢量有限
元法
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０　 引 　 言

瞬变电磁法（ＴＥＭ）是电磁勘探方法的重要分
支（Ｎａｂｉｇｈｉａｎ，１９８８；朴化荣，１９９０；牛之琏，２００７）．
自２０世纪３０年代以来，ＴＥＭ在方法理论与应用技
术等方面均取得了长足发展（Ｚｈｄａｎｏｖ，２０１０），并且
在勘探实践中取得了较好的应用效果（李建慧等，
２０１６）．目前，ＴＥＭ被广泛应用于矿产资源勘查（Ｇｕｏ
ｅｔ ａｌ．，２０２０；Ｍｒｂｅ ｅｔ ａｌ．，２０２０）、地下水勘探（Ｍｕｏｚ，
２０１４）、矿山安全调查（薛国强和于景?，２０１７）、油
气资源勘探（谢兴兵等，２０１６）等领域． ＴＥＭ方法的
观测系统包括回线源（闫述等，２０１１）和接地导线源
（薛国强等，２０１３；张莹莹，２０２１）两大类，可适应地
面、海洋、航空、半航空、井孔、巷道等多个勘探场景．
其中，地面回线源方法在数据处理与正反演技术方
面更为成熟，但是在信号强度、勘探深度和复杂地形
适应能力等方面不具备优势．相对而言，地面长导线
源瞬变电磁法具有发射信号强、勘探深度大、工作效
率高、复杂地形适应能力强等优点（严良俊等，
２００１；张莹莹，２０２１），因而在大深度地球物理勘探中
受到青睐（Ｗｒｉｇｈｔ ｅｔ ａｌ．，２００２；底青云等，２０１９）．

瞬变电磁方法在场源与勘探场景等方面的多样
性特点，其响应变化极为复杂．因此，在该方法的发
展历程中正演模拟研究始终占有重要地位（薛国强
等，２００８；李建慧等，２０１２）．通过对正问题的研究，人
们能更好地掌握瞬变电磁场的响应规律（殷长春和
刘斌，１９９４；唐新功等，２０００；Ｔａｎｇ ｅｔ ａｌ．，２０１１；殷长春
等，２０１３，２０１５；李术才等，２０１６；杨海燕等，２０１６），进
而为野外观测、数据处理、反演与解译技术的发展奠
定理论基础（Ｈｒｄｔ ｅｔ ａｌ．，１９９２；王显祥等，２０１５；Ｌｉｕ
ｅｔ ａｌ．，２０１９；齐彦福等，２０２１；Ｃａｉ ｅｔ ａｌ．，２０２２）．由此可
见，正演研究对于促进瞬变电磁法的方法理论与应
用技术发展具有重要意义．

目前，瞬变电磁正演模拟包括时域方法（ＴＤ）与
频域方法（ＦＤ）两大分支．其中，前者利用时域数值
算法开展瞬变电磁响应的直接求解，具有求解过程
直观、仅需实数运算、内存消耗较小等优点，因而在
瞬变电磁正问题研究中得到重视．时域正演方法所
采用的数值算法包括时域积分方程法（ＳａｎＦｉｌｉｐｏ ａｎｄ
Ｈｏｈｍａｎｎ，１９８５）、时域有限差分法（Ｗａｎｇ ａｎｄ
Ｈｏｈｍａｎｎ，１９９３；Ｏｌｄｅｎｂｕｒｇ ｅｔ ａｌ．，２０１３；孙怀凤等，
２０２１）与时域有限单元法（Ｙｉｎ ｅｔ ａｌ．，２０１６；王新宇
等，２０２２）．早期的时域正演研究中关于时间步的计
算主要采用显式方法（Ｗａｎｇ ａｎｄ Ｈｏｈｍａｎｎ，１９９３），

其方法应用受到ＣｏｕｒａｎｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈＬｅｗｙ（ＣＦＬ）条件
严格限制．鉴于此，研究人员利用隐式方法突破ＣＦＬ
条件限制（Ｏｌｄｅｎｂｕｒｇ ｅｔ ａｌ．，２０１３），从而实现了无条
件稳定的瞬变电磁时域正演（Ｙｉｎ ｅｔ ａｌ．，２０１６；孙怀
凤等，２０２１）．即便如此，时间步长的合理性对于正
演精度的影响依然不可忽视．此外，时域正演需要根
据一定的时间步进方法（前向或后向）计算瞬变响
应，缺乏并行计算的可扩展性．

频域方法首先通过数值计算得到频率域数值解
（殷长春和刘斌，１９９４；李建慧等，２０１３），进而通过
频时变换来获取时域瞬变电磁响应（Ｋｎｉｇｈｔ ａｎｄ
Ｒａｉｃｈｅ，１９８２；王华军，２００４）．频域正演方法发展较
为成熟，有利于确保瞬变电磁场正演计算的可靠性．
此外，频域方法具有较强的并行运算可扩展性（Ｑｉｎ
ｅｔ ａｌ．，２０２３ｂ）．因此，频域方法在瞬变电磁正演研究
中占有重要地位．目前，积分方程法（ＩＥ）、有限差分
法（ＦＤ）、有限体积法（ＦＶ）和有限单元法（ＦＥ）等算
法在电磁勘探的频率域响应计算中均得到较为广泛
的应用．早在２０世纪８０—９０年代，积分方程法就被
用于三维瞬变电磁响应研究（Ｎｅｗｍａｎ ｅｔ ａｌ．，１９８６；
殷长春和刘斌，１９９４）．该方法只需对异常区域进行
剖分，在简单规则目标的三维模型正演中，仅需要求
解小型致密线性方程组，有利于三维电磁正问题的
快速求解（唐新功等，２０００；任政勇等，２０１７）．但在
复杂三维模型正演中，该方法需要求解大型致密线
性方程组，无法实现快速高效的模拟计算．有限差分
法以差商代替偏微分方程中的偏导数，以此实现方
程的离散与求解．该方法简单易行，能够适应复杂模
型的正问题求解，在三维瞬变电磁正演中应用广泛
（李建慧等，２０１３）．该方法的主要缺点是对复杂地
形的适应能力存在不足．有限体积法通过一系列控
制体积将模型离散化，进而结合待求微分方程对每
一个控制体积进行积分，以此构造离散方程．在一阶
近似和规则六面体剖分的条件下，该方法能得到和
有限差分法完全一致的线性方程组．近年来，有限体
积法在瞬变电磁场的三维正演中也得到较广的应用
（周建美等，２０１８；刘亚军等，２０１９）．有限单元法以
剖分单元、基函数插值和泛函分析为基础，通过各单
元的泛函积分来组装线性方程组，对其求解即可得
到待求电、磁场数值解．尽管有限单元法在线性方程
组的稀疏性方面稍逊于有限差分法，但是在地形模
拟的灵活程度和数值计算的稳定性等方面更具优势
（Ｒｅｎ ｅｔ ａｌ．，２０１３，２０１４；惠哲剑等，２０２０；Ｙｕ ｅｔ ａｌ．，
２０２４；Ｑｉｎ ｅｔ ａｌ．，２０２５）．因此，有限单元法就成为瞬
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变电磁正演研究的热点（Ｌｉ ｅｔ ａｌ．，２０１１；Ｓｃｈｗａｒｚｂａｃｈ
ａｎｄ Ｈａｂｅｒ，２０１３；Ｙａｎｇ ｅｔ ａｌ．，２０２０；Ｑｉｎ ｅｔ ａｌ．，２０２３ａ）．

地面长导线源瞬变电磁法的测量范围极大，包
括近区与数倍于探深的远区．因此，相关三维正演研
究需要要着重考虑数值算法的稳定性．鉴于此，可以
考虑采用技术较为成熟的频域有限单元法开展相关
工作．与此同时，基于规则六面体网格的有限元方法
所构建的线性方程组系数矩阵具有“带状”特性
（Ｓｕｇｅｎｇ，１９９８），相关正演问题的求解简单易行，具
有较高的实用价值．此外，由于场源的奇异性问题，
采用总场法求解时需要在导线源附近的模型区域加
密网格．为降低计算成本并提高精度，考虑采用背景
场与异常场分离的方法来处理场源项（李建慧等，
２０１３；汤井田等，２０１８）．
１　 三维正演方法

１ １　 控制方程
在频率域，接地导线源激发的电磁场应满足

Ｍａｘｗｅｌｌ方程组的频率域形式．鉴于其信号频谱通常
为数百至数万Ｈｚ，因此可以忽略位移电流．此时，取
时谐因子为ｅｉωｔ，则介质中电、磁场应满足：

!

× Ｅ ＝ － ｉωμＨ ， （１）
!

× Ｈ ＝ Ｊ ｓ ＋ σＥ ， （２）
其中，Ｅ为电场强度，Ｈ为磁场强度，ω为角频率，Ｊ ｓ
为场源项，σ为介质的电导率，μ为磁导率．本文仅
讨论电阻率对瞬变电磁响应的影响，不考虑磁导率
的变化，因此μ取真空磁导率４π × １０ － ７ Ｈ ／ ｍ．对
（１）式两边取旋度，并将（２）式代入其中，可得介质
中电场所满足的二阶偏微分方程：

!

×
!

× Ｅ ＋ ｉωμσＥ ＝ － ｉωμＪ ｓ ． （３）
地面导线源瞬变电磁的观测范围包括了离场源

非常近的区域．由于场源具有较强的奇异性，利用总
场方法求解时，需要在长导线源附近设置更密集的
网格．出于降低计算成本并提高精度的考虑，采用了
背景场与异常场分离的方法来处理场源项．在此引
入层状背景模型σ０ 和散射电场Ｅ ｓ，则式（３）可改
写为：

!

×
!

× Ｅ ｓ ＋ ｉωμσＥ ｓ ＝ － ｉωμ（σ － σ０）Ｅ ｐ， （４）
其中Ｅ ｐ 是导线源的背景模型响应（背景场）．在地
面导线源瞬变电磁观测过程中，发射源和接收装置
均位于地面，满足准静态近似条件．此时，电偶极子
源的全空间电场响应表达式可以解析给出：

Ｅ ＝ Ｉｄｓ
４πσｒ３

ｅ － ｉ [ (ｋｒ ｘ２

ｒ２
ｕ ｘ ＋

ｘｙ
ｒ２
ｕ ｙ ＋

ｘｚ
ｒ２
ｕ )ｚ （－ ｋ２ ｒ２

＋ ３ｉｋｒ ＋ ３）＋（ｋ２ ｒ２ － ｉｋｒ － １）ｕ ]ｘ ， （５）
其中，Ｉ为发射电流强度，ｄｓ为电偶极子源的长度，σ
为全空间的电导率，ｒ为观测点到电偶极子源中心
的距离，ｋ表示波数且ｋ ＝ － ｉ槡ωμσ，ｕ ｙ、ｕ ｙ 和ｕ ｚ 分
别是ｘ、ｙ、ｚ方向上的单位向量．沿长导线源对式（５）
进行高斯积分即可得到全空间电场响应．

此外，若模拟计算区域足够大，并且其外围区域
的电阻率与模型背景一致，可以认为边界处的电场
已经充分衰减，此时采用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件，即：

ｎ × Ｅ ｓ ＝ ０ ， （６）
其中ｎ为边界的法向量．
１ ２　 矢量有限元方法

采用六面体网格将三维模型离散化．此时电场
在界面的切向分量是连续的，而法向分量不连续．为
满足这一条件，采用Ｎéｄéｌｅｃ单元进行六面体网格
剖分．对于１阶Ｎéｄéｌｅｃ单元（如图１所示），每个单
元有１２个形函数分别被定义在六面体的棱边上．根
据一阶矢量基函数的定义，在Ｎéｄéｌｅｃ单元内电场
散度恒为零，且自然满足电场的连续性条件．

使用矢量基函数Ｖ点乘方程（４）式两边，并对
整个计算区域Ω进行积分，可得：

∫Ω !

× Ｖ·
!

× Ｅ ｓ ＋ ｉωμ∫ΩＶ·σＥ ｓ
　 　 ＝ － ｉωμ∫ΩＶ·（σ － σ０）Ｅ ｐ ． （７）
将式（７）在区域中的每个单元进行积分并求

和，可得：
∑
ｅ∈Ω
∫Ω !

× Ｖ·
!

× Ｅ ｓ ｄｅ ＋ ｉωμ∑
ｅ∈Ω
∫ΩＶ·σＥ ｓ ｄｅ

　 　 ＝ － ｉωμ∑
ｅ∈Ω
∫ΩＶ·（σ － σ０）Ｅ ｐ ｄｅ ， （８）

在所有单元上计算积分并累加，可得线性方程组：
Ｋｅ ＝ ｓ ， （９）

其中Ｋ是大型的复系数线性方程组，ｅ是未知的电
场系数向量，ｓ是右端项．对于此类方程组可以采用
迭代算法或直接算法进行求解．考虑到直接算法在
计算精度方面的优势（Ｚｈｏｕ ｅｔ ａｌ．，２０２５），本文采用
了直接求解器ＭＵＭＰＳ来求解该线性方程组．由此
可得每个单元棱边上的异常电场Ｅ ｓ，结合法拉利定
律即可获得任意点处的异常磁场，进而通过求和得
到频率域磁场响应．
１ ３　 时间域响应计算

得到频率域的磁场响应后，可以通过傅里叶逆
变换实现从频率域数值响应到时域瞬变电磁响应的
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图１　 六面体单元中的矢量基函数定义
Ｆｉｇ． １　 Ｖｅｃｔｏｒ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｈｅｘａｈｅｄｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ

图２　 一维层状模型示意图
Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｍｏｄｅｌ

计算．若激励信号为双极性方波，且其占空比为
１１，则其频域磁场数值响应Ｈ（ω）与关断后ｔ时刻
的磁场Ｈ（ｔ）之间有如下关系：

Ｈ（ｔ）＝ ２
π ∫

∞

０

１
ω
Ｒｅ［Ｈ（ω）］ｓｉｎ（ωｔ）ｄω ，（１０）

由此可得ｔ时刻磁场对时间的变化率：
ｄＨ（ｔ）
ｄｔ

＝ ２
π ∫

∞

０
Ｒｅ［Ｈ（ω）］ｃｏｓ（ωｔ）ｄω ， （１１）

式（１１）即为时域瞬变磁场响应与频率域信号之间
的关系式．根据式（１１），在较宽的频谱范围内对频
域正演响应进行余弦变换（如折线逼近法、数值滤
波法等），即可得到待求的时间域瞬变响应（王华

军，２００４）．本文采用数值滤波法来实现时间域瞬变
电磁响应的计算．
２　 层状模型验证

如图２所示，设计了水平层状模型以开展三维
矢量有限元正演的算法验证．该模型为四层模型，自
地表向下各层电阻率依次为５００ Ω·ｍ、１００ Ω·ｍ、
５０ Ω·ｍ和１０ Ω·ｍ，前三层厚度依次为２００ ｍ、
３００ ｍ和５００ ｍ．以坐标原点为线源中心点，沿Ｘ轴
设置长度为５００ ｍ、电流１ Ａ的接地导线源，在距离
线源中心点１２００ ｍ处设置单位面积的接收线圈，其
坐标为（０，１２００，０）．

为了便于比较网格剖分对计算精度的影响，对
该模型采用了三种不同的网格尺度进行剖分．其中，
模型的纵向网格剖分保持一致，自地表向下的前两
层网格高度分别为２０ ｍ、３０ ｍ，第三至第六层网格
高度为５０ ｍ，自第七层起的网格高度为１００ ｍ．在水
平方向上则分别按照５０ ｍ、１００ ｍ和２００ ｍ的网格
边长进行剖分．在１００ ｋＨｚ至０ ００１ Ｈｚ的频率区间
按对数等间距取样，共计选取７６个计算频点，以获
取相应的频率域数值解．与此同时，在０ １ ｍｓ至
１００ ｍｓ之间按照对数等间距选取４１个时间道，以
获取对应的时域瞬变响应．最后，将三维模拟计算的
背景电阻率设置为３００ Ω·ｍ．基于上述模型参数、网
格剖分和计算参数开展正演计算和对比验证，其结
果如图３所示．

验算结果表明，三维正演结果与半解析解整体
上吻合较好（如图３ａ所示），并且三种不同剖分尺
度的三维有限元正演结果与一维解析计算结果之间
的相对误差基本上维持在较低水平（如图３ｂ所
示）．当网格剖分足够细时（如网格为５０ ｍ和１００ ｍ
时），三维正演响应与一维解析计算结果的相对误
差总体上低于１％ ．当网格边长放宽到２００ ｍ时，三
维正演的计算误差总体上略微升高，但是也基本
能够维持在１％左右．由此可见，采用背景场与异
常场分离计算的方法能够有效克服场源的奇异性
问题．此外，三种网格尺度的模拟结果均显示早期
瞬变响应的相对误差有明显的震荡．分析认为，早
期瞬变电磁信号中的高频成分更为丰富，由于高
频电磁波的趋肤深度较小，因而需要更精细的网
格剖分．

总体上看，三维有限元正演响应与一维解析结
果之间的相对误差远低于实际勘探工作中的误差标
准．由此可见，本文提出的三维矢量有限元正演算法
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图３　 不同网格剖分的三维正演结果与一维解析解对比
Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｏｒｗａｒｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈｉｎｇ ａｎｄ ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

有较高的准确性，能够满足未来开展反演研究的误
差要求．
３　 三维模型验算

参照Ｃｏｍｍｅｒ等人的研究设置三维电阻率模
型，其中Ｘ ＝ ０处的剖面如图４所示（Ｃｏｍｍｅｒ ａｎｄ
Ｎｅｗｍａｎ，２００４）．模型地表０ ｍ至５０ ｍ范围内设置
电阻率为１０ Ω·ｍ的覆盖层．在覆盖层以下设置沿Ｘ
轴走向的两套垂直接触的地层单元，其分界面位于
Ｙ ＝ ４００ ｍ处，其电阻率分别为１００ Ω·ｍ和３００ Ω·ｍ．
在两套地层的分界面处嵌入长轴状三维低阻体，其
电阻率为１ Ω·ｍ．该三维低阻体由四个高度为
３５０ ｍ、宽度为２５ ｍ的薄板构成．每个薄板顶界面的
高差为５０ ｍ，深度范围为地下５０ ｍ至５５０ ｍ．最终
构成走向沿Ｘ轴方向，沿走向的长度４００ ｍ，沿Ｙ方
向宽１００ ｍ的低阻体．以模型的坐标原点为中心，沿
Ｘ轴设置长度为１００ ｍ、电流为１ Ａ的接地导线源．
在距离线源中心２００ ｍ、４００ ｍ和１０００ ｍ处设置了
三处单位面积的水平接收线圈．

针对以上模型进行了网格剖分，并在地面附近
的模型区域进行了网格加密，以提高三维正演的计
算精度．模型的核心区为空中１００ ｍ至地下６５０ ｍ，
沿Ｘ轴－ ４００ ｍ至４００ ｍ，沿Ｙ轴－ １００ ｍ至１１００ ｍ．
首先，在模型核心区按照２５ ｍ的网格边长进行剖
分，进而对空气地表界面附近的± ５０ ｍ区域进行
网格加密．其中，空气大地界面以上５０ ｍ内分为三
层，网格高度分别为１０ ｍ、１５ ｍ和２５ ｍ；地表以下
５０ ｍ内分为五层，其中，首层网格的高度为６ ｍ，其

图４　 复杂三维模型与网格剖分示意图
Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｃｏｍｐｌｅｘ ３Ｄ ｍｏｄｅｌ

ａｎｄ ｉｔｓ ｍｅｓｈｉｎｇ

下方的四层网格高度按照２ ｍ依次递增．经过以上
的网格剖分处理，模型核心区网格总数为３２ × ４８ ×
３４．此外，在模型核心区的外围按照１ ５倍因子进行
网格扩展，总计１５层．

在１００ ｋＨｚ至０ ００１ Ｈｚ之间按对数等间距取
样，共计选取７６个计算频率．此外，在０ １ ｍｓ至
１０ ｍｓ之间按对数等间距选取３０个时间道．基于以
上各项参数开展了三维有限元正演计算，并与
ｃｏｍｍｅｒ等人的时域有限差分结果进行对比，具体如
图５所示．

根据图５所示，三维有限元正演与时域有限差
分正演（Ｃｏｍｍｅｒ ａｎｄ Ｎｅｗｍａｎ，２００４）的响应曲线高
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图５　 三维有限元与三维时域有限差分正演结果对比
Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｏｒｗａｒｄ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ３Ｄ

ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎｄ ３Ｄ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ

度一致．由此可见，本文所讨论的三维正演模拟方法
有较高的准确性和可靠性，具备开展复杂三维模型
正演计算的能力．其中，偏移距１０００ ｍ处的响应曲
线吻合度最高．应当指出，随着测点偏移距的不断减
小，有限元正演与时域有限差分正演的响应呈现出
一定差异，其中以偏移距２００ ｍ处测点的负值段差
异最为明显．究其原因，此类现象可能与网格剖分尺
度、计算频率的选择、长导线源的奇异性等因素有
关，相关问题还有待进一步深入探讨．
４　 结 　 论

本文研究了地面导线源瞬变电磁场的三维矢量
有限元正演方法．该方法基于频时变换和背景场
异常场分离计算策略，并采用了更为简单易行的规
则六面体进行模型网格离散．以此为基础，开展了一
维层状模型和三维复杂模型的验算，进而讨论了三
维有限元正演算法的可靠性和数值稳定性．基于本
文的研究，可以获得以下初步认识：

（１）本文所讨论的三维矢量有限元正演方法的
主要优点在于方法简单易行、数值计算稳定，具有较
高的实际应用价值．层状模型的验算结果表明，即使
采用了较大尺度（２００ ｍ）的网格剖分尺度，三维有
限单元正演响应与一维解析解的相对误差也基本维
持在１％左右，表现了良好的数值计算稳定性．

（２）复杂三维模型的验算结果表明，三维有限
单元正演响应与前人的时域有限差分计算结果高度
一致．由此可见，该方法具备了开展复杂模型高精度
正演计算的能力，能够满足反演方法研究的需求．

（３）该方法的模拟精度与网格剖分、计算频率、

场源奇异性等因素有关．本文仅对部分问题进行了
初步分析，未来有必要开展更为深入的研究．

致　 谢　 感谢审稿专家提出的修改意见和编辑部的
大力支持！
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