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摘要  分数阶元件作为分数阶电路的基本单元，其构建和实现方法是研究分数阶电路系统的

基础。然而，目前单组件分数阶元件未见商业应用，分数阶元件仍以多元件的集成方式为主。与

单组件分数阶元件相比，分数阶元件的多组件实现方法在构成元件种类、数量和参数选择方面更

加灵活，且分数阶元件的阶数和阻抗系数可以调节，具有更强的实用性。为了能够根据具体应用

需求选择合适的多组件分数阶元件，该文在总结现有大部分多组件分数阶元件构造方法的基础上，

按照构成器件种类将其构造方法分为基于无源元件、基于运算放大器和基于电力电子变换器三类，

重点介绍一些典型构造方法的工作原理，并对这些构造方法进行分析和比较。最后，该文探讨了

多组件分数阶元件在电网功率补偿场合的应用，为拓展多组件分数阶元件的应用提供了参考。 
关键词：分数阶电路  分数阶电容  分数阶电感  逆变器 
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0  引言 

分数阶微积分固有的微分及积分阶数的灵活

性，使其成为捕捉实际系统动态行为的强大工   
具[1-2]。近年来，分数阶微积分理论已经被成功地应

用在控制系统、电路系统、模型辨识等领域[3]。 
在控制系统领域，由于分数阶 PDμ控制器和

PIλDμ控制器[4]的积分阶次λ和微分阶次μ可调，使得

永磁同步电机[5-6]、DC-DC 变换器[7]等控制对象的稳

定性和动态响应性能得到显著提升。在电路系统领

域，分数阶元件（Fractional-Order Element, FOE）
主要包括分数阶电容（Fractional-Order Capacitor, 
FOC）及分数阶电感（ Fractional-Order Inductor,   
FOI）[8]，其阻抗或导纳特性表现出分数阶行为。研

究发现，由于分数阶元件具有记忆特性、遗传特  
性 [9]和负阻特性等与整数阶元件不同的特性，采用

分数阶元件描述电路的动态行为更加精确[10-12]。在

模型辨识方面，当超级电容器采用分数阶元件的电

路模型进行等效时[13]，相较于整数阶元件等效电路

模型，模型的精度更高且模型所需的元件数量更少，

在不同温度和电压下都具有出色的适应性[14-15]。因

此，越来越多的研究将整数阶电路系统拓展至分数

阶电路系统[16-18]，以探索分数阶元件给电路系统带

来的独有优势。 
分数阶元件作为分数阶电路系统的最基本单  

元[8]，其构建和实现是研究分数阶电路系统的基础。

目前分数阶元件的构造方法主要分为两种：单组件

构造方法和多组件构造方法[19]。单组件构造方法采

用不同分形结构的电极表面积、不同电介质材料等

来构造分数阶元件[20-22]。然而，一旦封装完成，单

组件分数阶元件的阶数和阻抗值固定。另外，由于

缺乏既定且得到广泛认可的构造准则，单组件分数

阶元件的发展受到很大的制约，目前尚未见到成功

的商业应用[23]。多组件分数阶元件由电阻、电容等

无源元件以及运算放大器、电力电子变换器等有源

器件构成。多组件分数阶元件在构成元件的种类、

数量和参数上可选择的范围更广，使得其构造相比

单组件分数阶元件更具灵活性。同时，多组件分数

阶元件不仅可以实现任意阶数下的分数阶元件，而

且可以在不改变整体电路结构的情况下，仅通过改

变控制电路参数就能调节阶数大小。虽然多组件分

数阶元件的构造方法更加灵活，但采用不同构造方

法得到的多组件分数阶元件特性不同，且不具备普

遍适用性。为此，本文在总结现有大部分多组件分

数阶元件构造方法的基础上，对多组件分数阶元件
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的功率、阶数变化范围等进行了分析与对比，为根

据不同的应用场景选择多组件分数阶元件的构造方

法提供参考。 
本文首先介绍了分数阶元件的基本特性；其次

分类阐述了多组件分数阶元件的构造原理，并对几

种典型的多组件分数阶元件的构造方法进行了分析

和比较；最后探讨了分数阶元件在电气工程领域的

典型应用。 

1  分数阶元件的特性 

1.1  分数阶微积分基本公式 
分数阶微积分是数学分析的一个分支，它将微

分和积分的概念扩展到非整数阶。与传统整数阶微

积分只涉及整数幂的微分和积分不同，分数阶微积

分使用分数导数和分数积分进行计算。 
由于缺乏一致且广泛接受的定义，分数阶微积

分学的早期发展较为缓慢。随着分数阶理论的完善，

根据 Grünwald 和 Letnikov 的定义整合成的 GL
（Grünwald-Letnikov）定义以及根据 Liouville 和

Riemann 的定义统一成的 RL（Riemann-Liouville）
定义在分数阶微积分学领域被广泛认可和使用[24]。 
一个统一的分数阶微分、积分的算子 t

αD 可表示为 

0
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式中，α 为阶数；t 为自变量；t0 为该变量的初始时

刻的值。 
Cauchy 积分公式可在复分析领域中将复函数

( )f z 的高阶导数问题转换为封闭曲线的积分问题，

已知 Cauchy 迭代积分公式的整数阶导数表达式为 
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式中，C 为光滑的封闭曲线，在所属区域内 ( )f t 为

单值解析函数。 
当 n 被非整数α 替代时，将 t =α 点处出现的孤

立奇点移除，并将阶乘替换为 Gamma 函数，即可

将式（1）拓展为分数阶 Cauchy 迭代积分公式，有 
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式中，阶次γ 可为任意正实数；Gamma 函数 ( )zΓ =   

1
0

e dt zt t
∞ − −∫ 。 

利用式（3）可以推得常用三角函数的分数阶微

分公式为 
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式中，ω 为角频率。 
1.2  分数阶电容和分数阶电感 

分数阶电容和电感的符号与整数阶电容和电感

的符号不同，分数阶元件的电气符号如图 1 所示。 

 

（a）FOC       （b）FOI 

图 1  分数阶元件的电气符号 

Fig.1  Electrical symbols of FOC, FOI 

分数阶元件与整数阶元件的区别在于引入了阶

数α 和β [25]，分数阶电容 FOC 与分数阶电感 FOI
的伏安特性分别为 
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式中，α 为 FOC 的阶数；β 为 FOI 的阶数；uCα (t)、
iCα (t)分别为 FOC 的电压和电流；uLβ (t)、iLβ (t)分别

为 FOI 的电压和电流；Cα 和 Lβ 分别为 FOC 的伪电

容值和 FOI 的伪电感值，单位分别为 F/s1−α 和

H/s1−β；其中阶数需满足 0＜α, β ＜2。 
由分数阶微积分基本定义可得 
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式中，s= jω 。 

结合式（7）对式（5）和式（6）进行拉氏变换，

可以得到 FOC 和 FOI 的阻抗值 ZCα (jω)和 ZLβ (jω)

分别为 

j
2

( j ) 1( j ) ( j ) ( j )
( j ) s

1 1e cos jsin
2 2

C
C C C

C

u
Z Z

i C

C C

α
α α α α

α α
α

α α
α α

ω
ω ω ϕ ω

ω

α α
ω ω

π
−

= = ∠ =

π π⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（8） 



 
第 40 卷第 8 期      王佳豪等  多组件分数阶元件的实现方法及其应用 2367 

 

πj
2

( j )
( j ) ( j ) ( j )

( j )

π πe cos jsin
2 2

Lβ
L Lβ Lβ β

Lβ

β β

u
Z Z s L

i

L L

β
β

β
β β

ω
ω ω ϕ ω

ω

β βω ω

= = ∠ =

⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

（9） 

在频域中，FOC 和 FOI 的阻抗模分别由|ZCα(jω)|= 
1/(ω 

αCα)、|ZLβ (jω)|=ω  
βLβ 给出。两者阻抗的相位分

别由ϕCα (jω)=−απ/2、ϕLβ (jω)= βπ/2 给出。FOC、FOI
的对数幅频特性曲线的斜率分别为−20α   dB/dec 及

20β  dB/dec。 
图 2 给出了传统整数阶电路元件与分数阶元件

FOE 的特性。从图 2 可见阶数对分数阶元件特性的

影响，阶数不仅决定了阻抗-频率特性中的斜率大

小，而且决定了电压与电流的相位超前滞后关系。

为了表征 FOE 的频率依赖性，定义了两个量[26]：①恒

定相位区域（Constant Phase Zone, CPZ）为 ϕCα、

ϕLβ 或 (α, β ) 保持恒定的频率范围，如图 2 相位频

域特性中 FOI、FOC 相位保持相对恒定的范围 fL～

fH；②相角偏差（Phase Angle Deviation, PAD）表示

CPZ 内与相位恒定值的最大偏差，即图 2 中，fL～

fH 范围内 FOI、FOC 实际相位与理想相位的最大偏

差角度。 

 
图 2  理想电容、电感与分数阶电容、分数阶电感的特性 

Fig.2  Characteristics of ideal capacitor, ideal inductor, fractional-order capacitor, and fractional-order inductor 
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由式（8）和式（9）可见，当 0＜α, β ＜1 时，

FOE 表现为正电阻与整数阶元件的串联，需要消耗

有功功率；当 1＜α, β  ＜2 时，FOE 表现为负电阻与

整数阶元件的串联，能够释放有功功率。设分数阶

电容及电感两端电压的有效值分别为 UCα 及 ULβ，

它们的复功率分别为 
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（10） 
式中，PCα, PLβ 分别为 FOC 及 FOI 的有功功率；QCα, 
QLβ 分别为 FOC 及 FOI 的无功功率。 

式（10）表明，分数阶元件的有功功率和无功

功率的比值由阶数α 和β 唯一确定。 

2  多组件分数阶元件的构造方法 

与单组件分数阶元件相比，多组件分数阶元件

在构成元件种类、数量和参数等方面的选择范围更

广，因此构造方法形式多样。多组件分数阶元件构

造方法分类如图 3 所示，本文按照构成元器件的类

型，将多组件分数阶元件的构造方法分为基于无源

元件、基于运算放大器和基于电力电子变换器三类，

下面重点介绍图中一些典型构造方法的工作原理。 

 

图 3  多组件分数阶元件构造方法分类 

Fig.3  Classification of construction methods for 

multi-component fractional order elements 

2.1  基于无源元件的多组件分数阶元件 
基于无源元件的多组件分数阶元件在构造时仅

使用电阻和电容、电感等无源元件，由于由电阻、

电容和电感构成的无源网络无法释放能量，故基于

无源元件只能构成 0＜α, β  ＜1 的 FOE。 
2.1.1  基于 Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路的分数阶电容 

利用网络综合方法，通过选择适当取值的电阻

和电容元件构建特定的阶梯结构电路，可以近似实

现恒相位区域 CPZ 内的恒相角（Constant Phase 
Angle, CPA）特性以及如式（8）所示的阻抗特性，

从而准确地实现分数阶电容。目前，采用 RC 网络

实现分数阶电容的方法主要有 Foster 方法、Cauer
方法及 Valsa 方法[27]。其中基于 Foster Ⅰ型 RC 阶

梯电路的分数阶电容如图 4 所示，由 N+2 个 RC 并

联单元与一个额外的电阻串联而成，其中 N 为并联

单元数。 

 
图 4  基于 Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路的分数阶电容 

Fig.4  FOC based on Foster  RC ladder circuitⅠ  

给定基电阻值 R 和基电容值 C，则梯形网络的

RC 并联单元中电阻 Ri（i=1, 2,…, N）的取值与基电

阻 R 呈等比级数关系，Ri=miR；电容 Ci 的取值与基

电容 C 也呈等比级数关系，Ci=niC。比值 m、n 与

需实现的分数阶电容的阶数α 满足 
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RC 并联单元中 R0、C0 取值应满足 
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RC 并联单元中的 RN+1、CN+1 取值应满足 
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第 N+2 个串联电阻 RN+2 取值应满足 
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设 fB 为构造的分数阶电容 CPZ 的频率下界，则

电路时间常数 τ ′  =RC 的选取应满足 
2

B
11.1 nRC

f
τ ′ = =          （15） 
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设 fT 为 CPZ 的频率上界，则梯形网络中 RC 并

联单元数 N 的选取应满足 
2

T 3
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α+ − −
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得到的 Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路的频域阻抗为 
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其中 
p=mn 

给定所需要 FOC 的伪电容值 Cα 及阶数α，并

设 c T B2π f fω ω= = ，由 Z(ω) =1/(ω 
αCα) 可以得到 R

的大小，图 4 中其他元件参数可由式（11）～式（16）
得到。 

由式（16）可知，采用 Foster Ⅰ型 RC 阶梯电

路构造的分数阶电容的恒定相位区域 CPZ（fT−fB）

与 RC 并联单元数 N 也即网络复杂性密切相关。若

要扩大分数阶电容的恒定相位区域，则必须增加网

络中使用元件的数量，元件数量增加的同时将导致

电路体积的增大，在硬件实现时冗长的传输线有可

能产生寄生效应，尤其是在高频情况下。 
2.1.2  基于 Foster Ⅱ型 GL 阶梯电路的分数阶电感 

由式（8）及式（9）可知，分数阶电感的阻抗

与分数阶电容的导纳在频域上具有相似的形式，可

以将分数阶电感的阻抗传递函数视为分数阶电容的

阻抗传递函数的倒数形式。因此，利用对偶原理，

可以在 2.1.1 节分数阶电容的基础上，得到基于

Foster Ⅱ型 GL 阶梯电路的分数阶电感，如图 5 所示。 

 
图 5  基于 Foster Ⅱ型 GL 阶梯电路的分数阶电感 

Fig.5  FOI based on Foster Ⅱ GL ladder circuit 

已知图 4 所示 Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路的导纳

传递函数为 
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可得图 5 所示 Foster Ⅱ型 GL 阶梯电路的阻抗

传递函数为 
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对比式（18）、式（19）可知，Foster Ⅰ型 RC
阶梯电路的导纳传递函数与 Foster Ⅱ型 GL 阶梯电

路的阻抗传递函数具有相似的表达形式。因此，若

基于 Foster Ⅱ型 GL 阶梯电路的分数阶电感的阻抗

在数值上等于基于 Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路的分数

阶电容的导纳，即 sβLβ =sαCα，只需令 GL 阶梯电路

中与 RC 阶梯电路各参数取值满足 Gi=Ri，Li=Ci。 
与 2.1.1 节所述的设计步骤相同，在得到阶数为

α、伪电容值为 Cα 的 Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路的基

础上，将 Foster Ⅱ型 GL 阶梯电路中的电导、电感

取值分别等于 FOC 电路中的电阻、电容取值，即

Gi=Ri、Li=Ci，便能够得到阶数β  =α，伪电感值 Lβ =Cα 

的 FOI 等效电路。 
2.2  基于运算放大器的多组件分数阶元件 

为方便分析，可将 FOC 与 FOI 的阻抗特性统一

为 
1( )FZ s

Fsσ=             （20） 

式中，F 为要构造的 FOE 的阻抗系数，单位为

1/(Ωsσ)，F＞0；σ 为 FOE 的阶数，−2＜σ ＜2；|ZF|为 

FOE 的等效阻抗值，|ZF|=1/(Fωσ ) 。 

基于运算放大器的多组件分数阶元件主要由电

阻、电容等无源元件以及运算放大器构成。在基于

无源元件的多组件分数阶元件的基础上，加入由运

算放大器构成的广义阻抗变换器（ Generalized 
Impedance Converter, GIC）等有源电路，可以实现

−2＜σ ＜2 的 FOE。 
由式（11）可知，Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路只

能实现阶数 0＜α ＜1 的 FOC，以该 FOC 为基础，

加入如图 6 所示的由运算放大器构成的 GIC 电路，

可以得到其余阶数的 FOE[23]。 
图 6 所示 GIC 电路的阻抗定义为 

1 3 5
GIC

2 4

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
Z s Z s Z s

Z s
Z s Z s

=        （21） 

若要得到阶数 1＜σ ＜2 的分数阶元件，可令 Z1、

Z2 和 Z4 分别为电阻 R1、R2 和 R4，Z3 为电容 C3，Z5

为图 4 获得的 FOC，即 Z5(s)=1/(Cα  sα)，0＜α ＜1。
此时，图 6 所示的 GIC 电路得到的分数阶元件的阻 
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图 6  基于运算放大器的 GIC 电路 

Fig.6  GIC circuit based on operational amplifiers 

抗系数 F 和阶数σ 分别为 

2 4 3

1

1

R R C C
F

R
α

σ α

⎧ =⎪
⎨
⎪ = +⎩

          （22） 

由式（22）可知，所得到的分数阶元件阶数为

1＜σ ＜2。 
若令图 6 所示的 GIC 电路中的 Z4 为 FOC，其

余元件为电阻，则该 GIC 电路等效得到的分数阶元

件阻抗系数 F 和阶数σ 分别为 

2

1 3 5

R
F

R R R Cα

σ α

⎧ =⎪
⎨
⎪ = −⎩

          （23） 

由式（23）可知，所得到的分数阶元件阶数为

−1＜σ ＜0。 
进一步地，将 Z2 替换为电容 C2，此时 GIC 电

路对应的分数阶元件阻抗系数 F 和阶数σ 分别为 

1 2 3 5

1

(1 )

F
R C R R Cα

σ α

⎧ =⎪
⎨
⎪ = − +⎩

         （24） 

由式（24）可知，所得到的分数阶元件阶数为

−2＜σ ＜−1。 
由上述分析可见，利用 GIC 电路及 RC 阶梯电

路可以得到任意阶数的分数阶元件。 
2.3  基于电力电子变换器的多组件分数阶元件 

虽然基于运算放大器可构造出阶数大于 1 的分

数阶元件，但其功率及电压受运算放大器的影响，

相比之下，基于电力电子变换器（如全桥或半桥逆

变器）构造的分数阶元件能够工作在高电压、大电

流、大功率的场景下[28]。 
基于电力电子变换器的多组件分数阶元件结构

如图 7 所示。 

 
图 7  基于电力电子变换器的多组件分数阶元件 

Fig.7  Multi-component FOE based on power converter 

设元件端口电压为 uF，流入端口的电流为 iF。

参考式（20），如果控制逆变器的输出电压，使上述

电流和电压满足 

F Fi Fs uσ=            （25） 

则该电路可以等效为一个分数阶元件 FOE。 
通常逆变器输出端接滤波电路以滤除高次谐波

分量，下面根据逆变器采用的滤波电路结构，对基

于电力电子变换器的多组件分数阶元件构造方法进

行分类介绍[28-29]。 
2.3.1  LC 低通滤波结构 

采用 LC 低通滤波结构的多组件分数阶元件如

图 8 所示。 

 
图 8  采用 LC 低通滤波的多组件分数阶元件 

Fig.8  Multi-component FOE with LC low-pass filter 

逆变器的输出侧连接 LC 低通滤波器[30]，滤波

器输出端与电阻 R 串联，因此输入电流可表示为 

( )1
F F Ci u u

R
= −           （26） 

联立式（25）和式（26），可推得滤波电容输出

电压 uC 为 

C F Fu u FRs uσ= −           （27） 

合理选择 LC 低通滤波器的参数，电容电压 uC

可等效为逆变器输出电压 uinv 的基波分量。由式

（27）可知，控制逆变器输出电压的关键在于对采

样得到的端口输入电压 uF 进行分数阶求导运算。实

现分数阶求导的方法之一是采用 Oustaloup 滤波近

似[31-32]，即 
N

k

kN

s
s K

s
σ ω

ω−

′+
=

+∏          （28） 

其中 

hK σω=  
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2 1h

b
b

k N
N

k

σ

ω
ω ω

ω

+ + +
+⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

1
2

2 1h
b

b

k N

N
k

σ

ω
ω ω

ω

−
+ +

+⎛ ⎞
′ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

式中， b h( , )ω ω 为拟合的角频率区间。滤波器的阶

数为 2 1N + 。 
使用 Oustaloup 滤波等效法的分数阶元件的恒

定相位区域 CPZ 取决于对滤波器拟合频率段上、下

限值ω h、ω b 的选取，只需要增大ω b、ω h 之间的区

间，就能够扩大 Oustaloup 滤波拟合的频率段从而

增大 CPZ。然而 Oustaloup 滤波器在频率响应中，

在频率段端点附近时对分数阶系统相频特性的拟合

效果并不理想，这将造成频率段端点附近拟合的

PAD 较大[30-31]。 
另一种生成逆变器参考信号的方法是采用解析

法对 LC 低通滤波结构多组件 FOE 电路进行建模，

根据电路关系得到输出电压 uinv 的参考值，使端口

电压 uF 与流入端口的电流 iF 满足式（25）。 
基于式（25），利用基尔霍夫电压和电流定律，

图 8 中基于 LC 低通滤波的分数阶元件可以描述为 

( )inv f f f
f

f
f

1( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( )

F C C

F C F

U s I s I s sL I s
sC

U s I s I s R
sC

⎧ = − − +⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

 （29） 

求解可得满足式（25）的逆变器输出电压频域

表示方式为 

( )
inv

1 2 2
f f f f f

( ) ( )

1
FU s U s

s FL s C L s FC L R s FRσ σ σ+ +

= ⋅

− + − − +
 

（30） 
设 uF(t)=UFsin(ω t)，令 Ka=1/|ZF|=ωσF，K1=R，

K2=ω Cf，K3=ωLf，K4=sin(σ  π/2)，K5=cos(σ  π/2)，利

用式（7）可以将式（30）转换至时域，表达式为 

( )
inv

a 1 2 3 4 a 1 5 a 3 4 2 3

( )
1 ( )F

u t
K K K K K K K K K K K K K u t

=

− + − + +
 

( )a 3 5 5 4
d ( )1

d
Fu t

K K K K K
tω

− + − ⋅             （31） 

由式（30）可见，采用解析法建立的多组件 FOE
模型考虑了滤波电感 Lf、滤波电容 Cf 的大小，因此

得到的 FOE 电路模型更加精确，在工作频率下可以

获得更小的相位偏差，对相位的拟合效果将更好。 
2.3.2  LC 串联滤波结构 

采用 LC 串联谐振滤波结构的分数阶元件如图

9 所示，其中 Zr=Rr+sLr+1/(sCr)为 LC 串联滤波器的

阻抗，Rr 为 Zr 的寄生电阻。 

 
图 9  采用 LC 串联滤波的多组件分数阶元件 

Fig.9  Multi-component FOE with LC series filter 

利用解析法，得到图 9 端口电流的表达式为 

( )inv
r

1( ) ( ) ( )F FI s U s U s
Z

= −       （32） 

设 uF(t)=UFsin(ω t)，令 Ka=1/|ZF|=ωσF，K1=Rr，

K2=ω Cr，K3=ωLr，K4=sin(σ  π/2)，K5=cos(σ  π/2)，可

得端口电压电流关系满足式（25）时所需的逆变器

输出电压时域表示方式为 

a 4
inv a 1 5 a 3 4

2

a 5
a 1 4 a 3 5

2

( ) 1 ( )

d ( )1
d

F

F

K K
u t K K K K K K u t

K

K K u t
K K K K K K

K tω

⎛ ⎞
= − + − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

− − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（33） 
串联谐振滤波器的谐振频率ω r 与阻尼系数ζ 分

别定义为 

r
r r

r r

r

1

2

L C

R C
L

ω

ζ

⎧
=⎪

⎪
⎨
⎪ =⎪
⎩

            （34） 

设串联谐振滤波器内阻 Rr=0.2 Ω 不变，采用不

同的ζ 取值，得到串联谐振滤波器频率响应特性伯

德图和传递函数冲激响应分别如图 10、图 11 所示。

从图 10 可见，阻尼系数ζ 对串联谐振滤波器带宽的 

 
图 10  不同ζ 取值下串联滤波器频率响应特性 

Fig.10  Frequency response characteristics of series 

resonant filter under different damping coefficients 
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（a）ωr=50 Hz             （b）ωr=1 000 Hz 

图 11  不同ζ 取值下串联滤波器传递函数冲激响应 

Fig.11  Impulse response of transfer function of series 

resonant filter under different damping coefficients 

影响较大，当阻尼系数较小时，串联谐振滤波器的

选择性较好。但从图 11 可见，系统响应速度会因为

ζ 的减小而相应变慢。比较串联谐振滤波器在工频

50 Hz 和高频 1 000 Hz 下的性能可以发现，在工频

下串联谐振滤波器参数的选择难以同时满足系统的

选择性和动态性能要求，在高频下易于同时满足系

统的选择性和动态性能要求。因此，采用 LC 串联

滤波结构的多组件分数阶元件更适用于高频场合。 
2.3.3  LCL 滤波结构 

将图 8 中的电阻 R 替换为电感 L，得到采用 LCL
滤波结构的分数阶元件如图 12 所示。 

由图 12 可见，逆变器的输出侧连接 LCL 滤波   
器[33-34]，此时滤波电容电压 UC(s)与端口电压 UF(s)
满足 

( ) ( ) ( )C F FU s U s sLI s= −         （35） 

结合式（25），可得 UC(s)的表达式为 

( )1( ) ( ) 1C FU s U s s LFσ += −        （36） 

 

图 12  采用 LCL 滤波的多组件分数阶元件 

Fig.12  Multi-component FOE with LCL filter 

设 uF(t)=UFsin(ω t)，令 Ka=1/|ZF|=ωσF，K1=ωL，
K2=sin(σ  π/2)，K3=cos(σ  π/2)，利用式（7）可得 

( )a 1 2 a 1 3
d ( )1( ) 1 ( )

d
F

C F
u t

u t K K K u t K K K
tω

= − − ⋅ （37） 

已知 LCL 滤波器的谐振频率为 

f
r_LCL

f f

L L
LL C

ω
+

=            （38） 

为使输入电流谐波幅值最小，通常选取 LCL 滤

波器的电感比值 Lf /L=1，滤波电容 Cf 取值也可以适

当增大以节约电感磁心材料。为避免 LCL 滤波器的

谐振峰值出现在低频或高频段[35]，谐振频率应该大

于电网频率的 5 倍、小于开关频率的 1/2。 
由于比例谐振（Proportional Resonant, PR）控

制器在谐振频率处有无穷大增益，对谐波的抑制能

力十分强，能够实现对固定频率正弦参考信号的无

静差跟踪控制[36-37]，故可用在数字信号控制器中，

提高对谐波的抑制能力。 
2.4  多组件分数阶元件的比较 

上述三种多组件分数阶元件构造方法的对比见

表 1，各构造方法的特点总结如下： 
（1）基于无源元件的多组件分数阶元件通常需

要借助合适的数学近似方法在期望的带宽内逼近包

含 s 的分数阶次幂项的传递函数，继而使用 RLC 无

源元件搭建符合该传递函数的具有分数阶阻抗特性 

表 1  多组件分数阶元件的比较 

Tab.1  Comparison among multi-component fractional-order elements 

实现方法  功率范围  
阶数

范围
频率范围  控制方法  相位偏差  

阶数和  
阻抗范围

Foster Ⅰ型 RC 阶梯电路  0～1
基于无源元件  

Foster Ⅱ型 GL 阶梯电路  
取决于无源元件

−1～0
fT～fB 无  

与网络复杂性

阶数 N 相关  
不可调  

基于运算放大器  GIC 电路  取决于运算放大器 −2～2 fT～fB 无  小  不可调  

Oustaloup 滤波等效  较大  
LC 低通滤波  

解析法  较小  

LC 串联滤波  解析法  较小  

基于电力电子  
变换器  

LCL 滤波  

1～1 000 W −2～2
与滤波器的

截止频率有关

解析法+比例谐振控制  较小  

可通过改变

控制参数

调节  
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的电路网络。为了达到较低的相位误差，需要增加

阶数，使用大量的元件，致使整个电路结构复杂，

且高阶传递函数的近似通常需要冗杂的计算过程。

当计算得到的无源元件参数取值无法选用标准的市

售无源元件时，用最接近的标准参数替代解析参数

会造成分数阶元件的 PAD 偏差增加。此外，若需要

改变 FOE 的阶数或阻抗系数，整个电路的元件都需

要更换，因此该方法适用于 FOE 阶数和阻抗系数固

定的场合。若对 FOE 相位拟合精度要求较高时，该

构造方法仅适用于中低频场景。 
（2）基于运算放大器的多组件分数阶元件可以

实现阶数范围为−2～2 的 FOE。然而运算放大器的

有限开环增益和增益不稳定性等非理想特性往往会

造成所得到的 FOE 性能偏离其理想特性。因此，如

何利用其他有源器件如跨导放大器（Operational 
Transconductance Amplifier, OTA）、电流反馈运算放

大器（Current Feedback Operational Amplifier, CFOA）

等构造 FOE 是一个值得继续探索的方向。 
（3）基于电力电子变换器的多组件分数阶元件

的功率等级取决于逆变器，且其阶数和阻抗可以通

过改变控制参数调节，适用范围广。然而，滤波器

的不同结构会影响分数阶元件的工作性能。因此，

探索不同滤波结构在多组件分数阶元件上的应用，

以及对滤波器进行参数优化成为基于电力电子变换

器的 FOE 的一个发展方向。 
对基于各种构造方法的多组件分数阶元件的特

点进行总结，根据具体应用需求选择多组件分数阶

元件的流程如图 13 所示。 

 

图 13  多组件分数阶元件构造方法选择 

Fig.13  Multi-component fractional order element 

construction method selection 

3  多组件分数阶元件的应用 

将多组件分数阶元件的分数阶特性应用至实际

系统中，不仅有助于提升系统性能，而且有利于发

现新的系统特性。目前，多组件分数阶元件的记忆

特性、负阻特性及阻抗变换特性等已使其在电气工

程领域中的无线电能传输、电能质量改善等场合得

到了成功应用[38-43]，该部分将重点探讨多组件分数

阶元件在电网功率补偿场景下的成功应用。 
分数阶元件特有的分数阶特性使其在电网功率

补偿领域得到了应用。电气弹簧（Electrical Springs, 
ES）是一种可快速实现需求侧响应的电力电子装   
置[44-45]，一种典型的三相整数阶电气弹簧拓扑如图

14 所示[46]，其中三相逆变器的输出通过隔离变压器

与非关键负载（Noncritical Load, NCL）串联，再与

关键负载（Critical Load, CL）并联。该三相电气弹簧

的工作原理为通过调节各相输出电压 ues*，*=A, B, C，
改变非关键负载的电压大小，使非关键负载的功率

跟随发电量波动，从而将可再生能源发电系统带来

的功率波动实时转移到非关键负载上，使对电压变

化敏感的关键负载保持电压恒定。然而，由于非关

键负载所能承受的电压波动范围是有限的，且非关

键负载的数量和功率也是有限的，故电气弹簧的应

用受非关键负载的限制[47-48]。 

 

图 14  三相整数阶电气弹簧拓扑 

Fig.14  Topology of three-phase integer-order ES 

为了解决上述问题，提出具有可同时实现有功

功率和无功功率补偿的分数阶电气弹簧[48]，一种三

相分数阶电气弹簧如图 15 所示，其中三相分数阶电

容元件由三相逆变器和 LC 串联滤波器构成，经变

压器与关键负载并联。 
由式（10）可知，三相分数阶 ES 中每相有功

功率 P*α 及无功功率 Q*α 的定义分别为 
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图 15  三相分数阶电气弹簧拓扑 

Fig.15  Topology of three-phase fractional-order ES 
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式中，US*为电网电压的有效值。 
因此，三相分数阶电气弹簧通过控制每相等效

分数阶电容的阶数以及伪电容大小，调节 P*α、Q*α 

满足式（40），可在三相负载不对称的条件下，实现

稳定负载电压、提高功率因数及平衡功率的作用。 

* *in *Lref

* *Lref

P P P
Q Q

α

α

= −⎧
⎨ = −⎩

          （40） 

式中，P*in 为电网有功功率；P*Lref、Q*Lref 分别为关

键负载的额定有功功率和额定无功功率。 
为了验证三相分数阶电气弹簧的性能，本文在

RT-Box 平台上开展了硬件在环实验验证，相关实验

参数见表 2。 
图 16 展示了三相分数阶 ES 的实验结果，其中

可再生能源发电系统以 10 s 为周期向电网注入波动

的功率。 
（1）0～10 s 期间，三相分数阶 ES 未被激活，

故可再生能源波动功率将导致电网电压波动。 
（2）10～20 s 期间，三相分数阶 ES 投入运行。

三相分数阶 ES 投入后，当 P*in＞P*Lref 时，*相等效 

表 2  三相分数阶 ES 的实验参数 

Tab.2  Parameters of three-phase fractional-order ES  

部件  变量  数值  

频率 f0/Hz 50 

额定电压 USref /V 220 

传输线阻抗 Zg*/Ω 2.29+j0.267 

ZAL 38.72+j29.03 

ZBL 90.5 

电网  

关键负载阻抗/Ω 
(三相不平衡) 

ZCL 49.005+j23.719 

直流侧电压 Udc/V 800 

Lf*/mH 46 

Cf*/μF 220 串联滤波器

Rf*/Ω 0.2 

三相  
分数阶 ES

开关频率 fs/kHz 10 

注：* =A, B, C。  
 

 
（a）三相不对称负载的端电压有效值 US*/100 

 
（b）三相不对称负载的有功功率 PCL*/100 

 
（c）三相功率因数 PF* 

图 16  三相负载不对称情况下三相分数阶 ES 实验波形 

Fig.16  Experimental waveforms of  

three-phase fractional-order ES under three-phase 

asymmetric load conditions 

分数阶电容将控制阶数α*＜1，使其消耗有功功率；

当 P*in＜P*Lref 时，*相等效分数阶电容将控制阶数

α*＞1，使其释放有功功率，同时控制等效容值 Cα*
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使式（40）成立。 
从图 16a 可见，当三相分数阶 ES 投入后，关

键负载的端电压有效值均保持在额定值；从图 16b
可见，虽然三相负载不平衡，但 A、C 相负载的有

功功率均为 800 W，而 B 相负载功率为 534 W；从

图 16c 可见，各相分数阶电容释放的无功功率补偿

了关键负载消耗的无功功率，使三相系统功率因数

上升至 1。因此，实验结果验证了三相分数阶 ES 在

稳定负载端电压、改善电网功率因数以及减缓三相

功率不平衡现象方面的显著作用。 

4  结论 

在越来越多的研究将整数阶电路系统拓展至分

数阶电路系统的现实背景下，分数阶元件是研究分

数阶电路系统的基础。针对目前单组件分数阶元件

难以构造且阶数、阻抗固定的缺点，本文对构造上

更具可实现性和灵活性的多组件分数阶元件的构造

方法进行梳理，总结和归纳了几种典型多组件分数

阶元件的电路模型和实现方法，并对其性能进行了

比较。多组件分数阶元件已被证明能够有效提升实

际系统的性能，本文工作为未来分数阶元件在电气

工程领域的应用提供了参考。 
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Realization Approach of Multi-Component Fractional-Order Element and  
Its Application 

Wang Jiahao  Qiu Dongyuan  Zhang Bo  Chen Yanfeng 
（School of Electric Power Engineering  South China University of Technology   

Guangzhou  510641  China） 

Abstract  Fractional-order elements (FOEs) serve as fundamental components in fractional-order circuits, 
forming the cornerstone of research into fractional-order circuit systems. Unlike single-component counterparts, 
the multi-component method offers greater flexibility in selecting constituent elements, enabling the adjustment 
of order and impedance coefficients for enhanced practicality. This paper provides a comprehensive overview of 
prevailing construction methods to facilitate the selection of appropriate multi-component FOEs for specific 
application needs. These methods are classified into three categories based on the type of constituent devices: 
passive devices, operational amplifiers, and power electronic converters.  

In the construction method based on passive devices, two approaches involving Foster RLC ladder circuits 
are discussed. Passive RLC networks are used to create circuits that match the impedance characteristics of the 
transfer function. Reducing phase error requires increasing the order and using numerous components, leading to 
complex structures and cumbersome calculations. When standard off-the-shelf components cannot be used, 
replacing analytical parameters with standard ones increases the phase angle deviation. Adjusting the FOE order 
or impedance coefficients requires replacing all circuit components. This method is most suitable for fixed FOE 
order and impedance coefficients, which are effective in medium to low-frequency scenarios. 

Next, the paper introduces the construction method based on operational amplifiers. The method of 
constructing FOEs based on generalized impedance converter (GIC) circuits can realize FOEs with orders 
varying from −2 to 2. However, the limited open-loop gain and gain instability of operational amplifiers often 
result in significant deviations of the obtained FOE performance from its ideal characteristics. Therefore, 
exploring how to use other active devices, such as operational transconductance amplifiers (OTA) and current 
feedback operational amplifiers (CFOA), to construct FOEs is an exploration direction. GIC circuits offer great 
integration and functionality, making them suitable for applications where precise impedance and phase 
characteristics are crucial. 

The construction method based on power electronic converters is also discussed in detail. Multi-component 
FOEs based on power electronic converters have wide applications because their power level depends on the 
inverter, and their order and impedance can be adjusted by changing the control parameters. However, different 
structures of filters affect the operating performance of fractional-order elements. Therefore, exploring the 
application of different filter structures on multi-component FOEs and optimizing the parameters of the filters 
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become the direction of development for power electronic converter-based FOEs. Power electronic converters 
provide the advantage of handling higher power levels and dynamic adaptability. The ability to digitally control 
the fractional order and impedance in real-time makes these elements highly versatile. 

Lastly, this paper proposes a three-phase fractional-order electrical spring (TPFES). TPFES controls the 
order of the equivalent fractional-order capacitance of each phase and the pseudo-capacitance. The effect of 
stabilizing the load voltage is realized, the power factor is improved, and the power is balanced. The application 
in grid power compensation demonstrates that multi-component FOEs can effectively enhance the performance of 
practical circuit systems. This work provides a reference for future applications of fractional order components in 
electrical engineering. 

Keywords：Fractional-order circuit, fractional-order capacitor, fractional-order inductor, inverter 
（编辑  陈  诚） 




