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基于联立法的运载火箭上升段轨迹优化研究
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摘要 : 针对运载火箭大气层内复杂多约束的上升段轨迹优化问题，提出一种基于联立法的轨迹优化方法。该方法采用联

立框架下的直接法求解，通过有限元正交配置法离散状态变量和控制变量，再用内点法求解离散后的非线性规划问题，从而

平衡了计算效率和求解精度，提高轨迹优化的自主性和任务适应能力。针对离散后非线性规划问题规模越大梯度矩阵计算耗

时越多的问题，充分利用偏导数矩阵的稀疏性，将非线性规划（Nonlinear Programming，NLP）梯度中非零项的求解转化为原

最优控制问题偏导数的求解，从而进一步提高轨迹优化的效率。仿真结果表明，该方法能很好地完成飞行任务，满足约束条件。
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Research on Trajectory Optimization Based on Simultaneous Method in 
Launch Vehicles Ascent Stage

HUANG Fan, JI Simei, GUO Jie, TANG Shengjing
(Key Laboratory of Dynamics and Control of Flight Vehicle, Ministry of Education, School of Aerospace Engineering, Beijing 

Institute of Technology, Beijing, 100081)

Abstract: Aiming at the trajectory optimization problem of the ascending stage of launch vehicle in the atmosphere with complex 

and multi constraints, a trajectory optimization method based on simultaneous method is proposed. The method adopts the direct 

method under the simultaneous framework, discretizes the state variables and control variables through the finite element orthogonal 

collocation method, and then solves the discrete nonlinear programming problem by the interior point method, so as to balance the 

calculation efficiency and solution accuracy, and improve the autonomy and task adaptability of trajectory optimization. Aiming at the 

problem that the larger the scale of the discrete nonlinear programming problem is, the more time-consuming the gradient matrix 

calculation is, making full use of the sparsity of the partial derivative matrix, the solution of the non-zero term in the NLP gradient is 

transformed into the solution of the partial derivative of the original optimal control problem, so as to further improve the efficiency of 

trajectory optimization. The simulation results show that this method can complete the flight mission well and meet constraints.

Keywords: simultaneous frame; finite element orthogonal collocation method; interior point method; gradient matrix; sparsity

0　引 言

近年来，国内外航天技术不断发展，各国运载火

箭高密度发射已成常态，紧急发射任务也时有发生，

射前设计飞行轨迹的任务繁重，飞行故障甚至飞行失

利常常出现。航天发射任务需要保证有效载荷在运载

火箭正常工作的情况下能够高精度入轨，这对运载火

箭的轨迹优化能力提出了更高的要求。轨迹优化本质

上是求解多变量、多约束的最优控制问题，保证运载

火箭按照一条优化的轨迹飞向目标，在完成飞行任务

的同时，还可以达到有效载荷质量最大、能量消耗最

小等性能指标。

在运载火箭飞行过程中，大气层内飞行环境复杂

多变，飞行轨迹对空气动力参数十分敏感，以及动力

学模型中非线性特性明显，各通道之间存在耦合，给

上升段制导带来了巨大挑战［1］。因此，开展运载火箭

大气层内上升段的多变量、多约束轨迹优化方法研

究，提高其计算效率与优化精度，能够为航天高密度

发射任务提供一些必要的技术储备，具有非常重要的

学术科研价值和经济价值。

对运载火箭大气层内上升段的研究，传统的方法
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采用开环制导，射前根据预测的风场模型设计大气层

内可行或最优的飞行轨迹与制导指令（姿态角、发动

机程序导引指令），该方法计算量大、任务适应性差、

制导精度低，不能处理紧急发射任务，无法满足运载

火箭的发展需求［2］。随着计算机技术及优化理论的发

展，基于轨迹优化的制导方法得到广泛应用，其主要

分为间接法和直接法［3］。由于间接法对初值敏感度高，

处理复杂约束困难，因此从直接法入手进行研究，如

上升段采用多重打靶法［4］、伪谱法［5］、凸优化方法［6］

等，文献［7］中提出凸优化或联立法是未来重型运载

火箭制导方法研究的主要技术方向。

联立计算框架采用基于有限元正交配置（Orthog‐

onal Collocation on Finite Elements，OCFE）的联立法

对构建的最优控制问题进行离散化，利用内点算法求

解离散化后得到的非线性规划（Nonlinear Program‐

ming，NLP）问题。文献［8］为解决复杂约束下航

天器月面上升段在线轨迹优化问题，提出联立框架下

的直接法求解算法，同时采用收敛深度控制策略平衡

解的精度和计算效率。文献［9］针对恒定推力和未

配置辅助动力系统的运载火箭，基于联立法研究带大

姿态终端约束的动态在线轨迹规划问题。文献［10］

基于联立法求解垂直起降运载火箭飞行全过程三自由

度最优轨迹设计问题，为增强求解收敛性，设计了启

发式初始化策略。为解决六自由度最优轨迹设计问

题，在联立计算框架的基础上提出了基于非配置点的

离散化误差估计和哈密尔顿函数的自适应离散化网格

精细化算法，可精确定位推力大小跳变点。文

献［11］采用联立法设计闭环预测制导方案，研究带

终端姿态约束的最优入轨问题。

为了解决运载火箭大气层内复杂多约束的轨迹优

化问题，本文从平衡计算效率和求解精度的角度，采

用联立法进行求解，提高轨迹优化的自主性和任务适

应能力。为了进一步提高联立法的计算速度，利用离

散后NLP问题中偏导数矩阵的稀疏性，将NLP梯度

中非零项的求解转化为原最优控制问题偏导数的求

解，从而提高轨迹优化的效率。

1　动力学模型与轨迹优化模型

针对运载火箭大气层内上升段的运动控制问题，

在发射点惯性坐标系 o - xyz下建立火箭的质心运动方

程，其中 o位于发射点，ox轴在水平面内，指向瞄准

方向；oy轴垂直于水平面向上；oz轴垂直于 xoy平面，

与 ox轴、oy轴构成右手坐标系，运载火箭起飞后，该

参考系在惯性空间保持不变。
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ṙ = v

v̇ = - μr
r3

+
T
m

+
A
m

+
N
m
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式中    r 为运载火箭的质心位置，r = [ x，y，z ]T；v 为

运载火箭的速度，v = [ vx，vy，vz ]T；μ为地心引力常数；

T为发动机推力，T = [ Tx，Ty，Tz ]T；A和N分别为气动

轴向力、法向力；g0为海平面的重力加速度大小；Isp

为发动机冲量。

所定义的轨迹规划问题为

min Φ ( x ( tf ) )

s.t.  
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dx ( t )
dt

= f ( x ( t ),u ( t ),t )

gE ( x ( t ),u ( t ),t ) = 0

gI ( x ( t ),u ( t ),t ) ≤ 0

x ( t0 ) = x0

N1 ( x ( tf ) ) = 0

t ∈ [ t0,tf ]

（2）

式中    Φ ( x ( tf ) )为目标函数，对于运载火箭上升段的

轨迹优化问题，主要考虑燃料消耗最少的性能指标，

由于质量是单调递减的，则转化为梅耶（Mayer）形

式，即 min J = -m ( tf )；gE 为运载火箭飞行过程中的等

式约束，包含动力学方程约束、初始及终端边界约

束、连续性方程约束以及控制路径约束：T 2
x + T 2

y +

T 2
z = 1，即将推力方向约束为单位长度；gI为不等式约

束，运载火箭在大气层内飞行时，为了保证结构安

全，主要考虑过程约束为动压约束：
1
2
ρ v

2 ≤ qmax；

x ( t ) ∈ Rnx 为状态变量组成的 nx 维向量，u ( t ) ∈ Rnu 为控

制变量组成的 nu 维向量，根据运载火箭的动力学方

程 ， 取 该 轨 迹 优 化 问 题 状 态 变 量 为 X =

[ x，y，z，vx，vy，vz，m]，控制变量为 U = [ Tx，Ty，Tz ]；

x ( t0 ) = x0为状态变量的初始状态；N1 ( x ( tf ) ) = 0为状态

变量的终端目标集约束。

因此，针对本文研究的运载火箭大气层内上升段

轨迹优化问题，主要目标便是求解最优的推力控制序

列，使其满足推力方向单位约束、动压约束的过程约

束以及初始终端位置约束的同时，达到燃料消耗最小

的性能指标要求。

2　联立法

2.1　有限元正交配置法

在轨迹优化问题的离散化过程中，传统方法多采
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用直接配点法和伪谱法，而直接配点法用低阶的梯形

法或三阶Simpson方法来分段插值拟合状态变量随时

间变化关系，求解精度差，计算效率不高；伪谱法以

正交多项式的根作为配点，采用全局插值多项式同时

拟合状态变量和控制变量，正交多项式阶次越高，问

题求解精度越高，因此为了得到高精度的解必然要牺

牲计算效率，求解难度高。

而联立法既可提高求解精度，又可降低优化命题

的复杂度，提高计算效率。其中，有限元正交配置

法［12］不采用全局配置的方法，而是将整个动态时域

划分为N个区间，每一区间称为一个有限元，然后在

每个有限元上，采用正交多项式逼近优化变量。

有限元正交配置法离散过程如图1所示。

在[ t0，tf ]内将整个时域分为N段，即N个有限元，

则 t0 ≤ ti - 1 ≤ t ≤ ti ≤ tf = tN，hi = ti - ti - 1，i表示第 i个有限

元，K表示有限元上配置点的个数，hi 上的全部变量

利用拉格朗日多项式逼近：
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xK ( t ) = ∑
j = 0

K

lj ( τ ) xij

uK ( t ) = ∑
j = 1

K

l̄j ( τ )uij

t = ti - 1 + hiτ

t ∈ [ ]ti - 1,ti ,τ ∈ [ ]0,1

（3）

式中    lj ( τ ) = ∏
k = 0，≠ j

K ( τ - τk )
( τ j - τk )

；-
lj ( τ ) 为拉格朗日多项式，

-
lj ( τ ) = ∏

k = 1，≠ j

K ( τ - τk )
( τ j - τk )

，根据拉格朗日多项式的特点：

lj ( τk ) =
ì
í
î

1, k = j

0, k ≠ j
, 
-
lj ( τk ) =

ì
í
î

1, k = j

0, k ≠ j
（4）

xK ( tij ) = xij,uK ( tij ) = uij （5）

插值多项式在配置点上的值即为其对应的插值

系数。

一般情况下，状态变量需保持状态的连续性，需

要在有限元端点上通过连接方程来实现，控制变量可

不做要求。

xi + 1,0 = ∑
j = 0

K

lj (1) xij （6）

此外，初始和终端的约束条件：
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x1,0 = x ( t0 )

xf = ∑
j = 0

K

lj (1) xN,j

（7）

则离散后非线性规划命题即为一个标准非线性参数优

化命题：

min J = -m ( tf )

s.t.

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

∑
k = 0

K

l̇k ( τ j )xik - hi ⋅ f ( xij,uij ) = 0,i = 1,…,N ; j = 1,…,K

gE ( xij,uij ) = 0,i = 1,…,N ; j = 1,…,K

gI ( xij,uij ) ≤ 0,i = 1,…,N ; j = 1,…,K

xi + 1,0 = ∑
j = 0

K

lj (1) xij,i = 1,…,N ; j = 1,…,K

x1,0 = x ( t0 )

xf = ∑
j = 0

K

lj (1) xN,j

  （8）

选取不同的有限元个数N和配置点数K直接影响

算法的优化效果，也决定了整个优化命题的规模。在

实际应用中，配置点的个数一般为2、3。在这一前提

下，有限元的大小就成为保证离散化模型精度的关

键，N越大，有限元越小，固然可提高离散化模型的

精度，但精度过高，会大幅增加残差方程的规模，使

优化命题的求解变得困难；反之，有限元取得过大，

则不能准确拟合状态变量和控制变量，从而影响离散

化模型的精度，降低寻优结果的可信度。

针对运载火箭大气层内上升段算例的特点，选取

N为 30，K为 3，其中配置点为Legendre-Gauss-Radau

点，即三阶多项式PK ( τ ) + PK - 1 ( τ )的根进行求解。

2.2　内点算法

离散化后形成的非线性规划命题可用任何一种优

化算法进行求解，由于本命题带有大量不等式约束，

故选用内点算法进行求解。内点算法［13］通过在原始

目标函数中加入对数障碍项，将不等式约束转化为等

式约束，从而使原命题转变为一系列只有等式约束或

无约束的障碍子问题。得到的新的非线性规划命题如

下所示：

min
x

  φμ ( x ) = f ( x ) - μ∑
i = 1

n

ln ( x(i ) )

s.t.   c ( x ) = 0
（9）

式中    μ为障碍因子。基于Wachter和Biegler［14］对内

点算法的研究，求解障碍子问题后，再用单调递减或

自适应的方式更新障碍因子。当障碍因子趋于 0时，

障碍子问题的解就趋于原非线性规划命题的解。

单调递减方式更新障碍因子利用线性搜索策略，

求得前一个障碍子问题的解作为下一个障碍子问题的

图1　有限元正交配置法离散过程

Fig.1　Discrete process of OCFE
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初始点，同时减小障碍因子。对于自适应方式，在迭

代过程中，与互补松弛容差成比例变化。

大量的工程试验表明，在实际应用中，基于自适

应方式更新障碍因子的内点算法效果更好，故文中也

采用基于自适应更新的内点算法求解非线性规划

命题。

3　稀疏矩阵计算方法

内点法求解非线性规划问题需要提供目标函数的

梯度以及约束的一阶偏导数甚至二阶偏导数，然而大

量的变量和约束导致有限差分法直接计算NLP的偏导

数的优化效率较低，需要耗费大量时间。

考虑到目标函数和约束函数均是由配点处的设计

变量函数组成，而每个设计变量函数并不是和所有配

点处的设计变量相关，一些函数仅与部分配点处的变

量有关。因此，目标函数的梯度矩阵和约束的 Jacobi‐

an矩阵是非常稀疏的，即矩阵中有很多零元素，计算

梯度时利用其稀疏性省略零元素会提高计算效率。考

虑到原最优控制问题的自变量和约束数目均很少，将

矩阵中非零项的求解转化为求解原最优控制问题的偏

导数，会进一步提高计算效率［15-16］。

3.1　变量表示方法

为了推导偏导数矩阵的稀疏性，将变量或约束的

同一个分量在不同节点的值记为一个新的列向量。

定义状态方程离散残差如下：

ξ：,j = (ξ0, j,ξ1, j,⋯,ξK, j )
T, ( j = 1,2,⋯,n ) （10）

式中    ξ：，j 为K × 1向量。类似地可定义等式约束 C：， j、

不等式约束-
C ：， j、状态变量X：， j、控制变量U：， j。

通过新的变量定义方式，针对运载火箭上升段

轨迹优化问题，将有限元正交配置法离散后的NLP

问题重新描述：在满足 F ( z )min ≤ F ( z ) ≤ F ( z )max 的约束

条件下，使目标函数 J ( z ) 达到最小。其中，J ( z ) 为

Mayer型，优化变量 z与约束函数F ( z )如下所示：
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针对本文定义的优化问题，目标函数为 Mayer

型，因此目标函数的梯度为
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（12）

其中，
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（13）

3.2　约束的 Jacobian矩阵

约束包括状态方程残差约束 ξ：， j、过程约束C：， m 和

终端约束E，则约束的梯度矩阵为

J =
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

∂ξ：,1∂z
,⋯,

∂ξ：,n∂z
,
∂C：,1∂z

,⋯,
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,
∂E
∂z

T

（14）

其中，
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  （15）

由式（8）可知，状态方程残差可表示为

ξ = DX - hi F = 0 （16）

式中    D为拉格朗日多项式的微分矩阵。

经过推导，可得到各种约束对优化变量的偏导

数为
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式中    A = -hi
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分别表示原始轨迹优化问题状态方程、

过程约束在各个配点上对状态变量和控制变量的偏导

数。采用以上方法，利用 Jacobian矩阵的稀疏性，可

大大提高计算效率，减少优化时间。
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整个算法流程如图2所示。

4　仿真分析

为了验证算法的有效性，针对运载火箭大气内上

升段轨迹优化问题，在Matlab2020a仿真环境下，采

用基于内点算法的 IPOPT非线性规划求解器，进行仿

真试验。仿真试验中运载火箭模型及任务参数如表 1

所示。

基于上述建立的非线性规划模型及稀疏矩阵计算

方法，将全时段分为30个有限元，选取三阶Legendre-

Gauss-Radau点进行轨迹优化仿真，并在同样仿真场

景下，同传统大气层内计算轨迹方法开环程序制导进

行对比，仿真结果见图 3 至图 7，仿真结果对比

见表2。

图2　算法流程

Fig.2　Algorithm scheme

表1　运载火箭模型及任务参数

Tab.1　Launch vehicle model and mission parameters

参数名称

初始质量/kg

结构质量/kg

推力大小/N

比冲/s

初始位置/m

目标位置/m

动压约束/kPa

数值

42500

4500

900000

300

（5.60 × 106,0,3.04 × 106 )

（5.6797 × 106,3.9380 × 105,3.0832 × 106 )

200

图3　最优轨迹

Fig.3　Optimal trajectory

图4　高度曲线

Fig.4　Altitude curve

图5　控制量曲线

Fig.5　Control quantity curve
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从图 3和表 2可以看出，相较于传统的开环程序

制导方法，基于联立法的轨迹优化方法求解大气层内

运载火箭上升段的轨迹优化问题，求解精度和计算效

率都有显著提升，稀疏 Jacobian矩阵简化了复杂的差

分计算过程，且优化后的轨迹满足初始位置约束与目

标位置约束。图5表示的控制量曲线也满足了推力方

向单位约束。图6中可以看出整个仿真过程满足动压

约束，联立法求解轨迹优化问题可以很好地完成飞行

任务。

图7中不同形状的配置点表示不同有限元设置下

基于联立法优化得到高度曲线，圆圈表示N = 30，计

算时间 19.68 s，高度偏差 20 m；三角形表示N = 20，

计算时间 15.32 s，高度偏差 35 m；正方形表示

N = 10，计算时间12.44 s，高度偏差40 m。有限元的

大小影响着计算精度和计算效率，N越大精度越高但

计算时间越长，在实际工程应用中，需适当选择N的

大小，从而平衡求解精度和计算效率。

5　结 论

本文针对大气层内的运载火箭上升段问题，充分

利用偏导数矩阵的稀疏性，提出了一种基于联立法的

轨迹优化方法。该方法先通过有限元正交配置法将最

优控制问题离散为非线性规划问题，有限元正交配置

法将整个时域分为N个有限区间，在每个有限区间用

正交多项式逼近状态和控制变量，在计算 Jacobian矩

阵时将矩阵中非零项的求解转化为原最优控制问题偏

导数的求解，最后采用内点法优化求解非线性规划问

题，得到最优控制序列。仿真结果表明，本文提出的

方法能够很好地平衡求解精度与计算效率，完成飞行

任务。
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