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摘要 : 针对空气舵绕舵轴转动动力学模型，考虑含转动间隙、Stribeck效应的干摩擦模型，建立含间隙、干摩擦空气舵

转动受迫振动方程，应用平均法解析分析转动方向幅频特性，研究不同摩擦力矩系数及外激励频率对绕轴振动幅频响应的影

响。结果表明：外激励频率变化时，绕轴振动幅频曲线呈现软硬不同的迟滞非线性特性，频域出现多解频带，且频域多解频

带随摩擦力矩系数的增大而增大。
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Dynamic Response Analysis of Air Rudder Rotating Around an Axis

SUI Xin1, MA Zhixin1, LIU Bo1, MA Zhisai2, WANG Xiaoyu1

(1. China Academy of Launch Vehicle Technology, Beijing, 100076; 2. Tianjin University, Tianjin, 300350)

Abstract: This article focuses on the dynamic model of air rudder rotation around the rudder shaft, considering a dry friction 

model with rotational clearance and Stribeck effect, and establishing the forced vibration equation of air rudder rotation with clearance 

and dry friction. The average method is applied to analyze the amplitude frequency characteristics of the rotational direction. The 

influence of different friction torque coefficients and external excitation frequencies on the amplitude frequency response of axial 

vibration is studied. The results show that when the external excitation frequency changes, the amplitude frequency curve of the 

vibration around the axis exhibits hysteresis nonlinear characteristics of different softness and hardness. Multiple solution frequency 

bands appear in the frequency domain, and the frequency domain multiple solution frequency bands increase with the increase of the 

friction torque coefficient.
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0　引 言

空气舵作为伺服系统的关键执行部件，在非定常

气动力的激励下，呈现明显的非线性特征［1］。工程

上，舵轴间隙和干摩擦等环节使得空气舵与连接舱段

间的非线性特性更加明显，难以精确预示及表征。飞

行器在全弹道剖面飞行中，非定常气动载荷使得舵结

构系统出现自激振动，具有非线性、不确定性和时变

性等复杂性［2］。

现有研究中，根据矩阵特征值随参数连续变化的

特点提出了模态跟踪方法［3］，建立舵系统颤振回路分

析模型［4］，仿真结果复现试验现象，证明了接触刚度

和间隙对该伺服舵系统动力学特征的主导作用。然

而，气动力很难精确模拟，在研究非定常气动力引起

的舵结构自激振动时，学者普遍应用活塞理论作为气

动力进行拟合，而舵结构系统动力学模型通常采用一

维或二维非线性振动方程。文献［1］中采用地流活

塞理论，近似非定常气动力作用，建立含间隙和干摩

擦的舵结构系统动力学模型，研究系统自激振动规

律，通过试验对比，得出在一定速度条件下，舵结构

系统能够发生自激振动的结论。

非定常气动力引起的结构响应频率通常与舵结构

的低阶固有频率相近。气动力频率变化将导致结构出

现主共振响应［5］，而影响规律亟待分析研究。文

献［6］通过试验参数辨识，拟合出强非线性幅频特

性。本文据此分析外激励气动力频率变化对系统响应

的影响，定性研究不同气动力矩激振频率下的空气舵
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结构系统响应。

空气舵动力学方程中存在非线性项，可采用摄动

法求解。平均法作为典型的摄动解析算法，适用于求

解非线性振动微分方程的近似解，得到幅频响应方

程，从而对其特性进行分析［7］。应用平均法可以得到

含间隙折叠舵面的主共振周期解［5］，然而模型中未考

虑干摩擦力矩的影响，需要进一步分析探讨。

综上所述，本文引入Stribeck效应的干摩擦模型，

表征舱段结构与空气舵轴存在相对偏转条件下的干摩

擦动力学特性，并考虑非光滑间隙模型的影响。建立

含间隙、干摩擦的空气舵转动受迫振动方程，应用平

均法分析转动幅频特性，研究摩擦力矩系数及外激励

频率对转动特性的影响。

1　动力学模型

1.1　空气舵结构模型

图1为空气舵转动特性动力学模型。

1.2　弹性恢复力拟合模型

转动特性的非线性恢复力为

g (α) =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

Kαα - ( )Kα0 - Kα b, α < -b

Kα0α, -b < α < b

Kαα - ( )Kα - Kα0 b, α > b

（1）

式中    g (α)为非光滑函数，可采用 N阶多项式∑
i = 0

N

Piα
i

拟合；ka0为接触刚度；Pi为第 i阶拟合系数，本文采用

三阶函数拟合，如图2所示。

1.3　干摩擦力模型

摩擦力表征接触面间的切向作用，与接触面特性

有关。研究表明，摩擦力依赖于接触面间的相对速

度，即存在临界滑动位移，同时，零相对速度附近摩

擦力具有多值性。

库仑摩擦充分反映了摩擦力与正应力的关系，静

摩擦表征物体从静止到产生相对运动期间的摩擦作

用，Stribeck效应即相对速度变化引起的负黏性阻尼

效应，是引起不稳定的因素。考虑三方面因素的摩擦

力模型能够充分表征界面摩擦特性，现已被广泛

应用。

考虑静摩擦、库伦摩擦和Stribeck效应的非线性

形式干摩擦力模型为

f = Mf[ ]sgn ( )α̇ - v - k1( )α̇ - v + k3( )α̇ - v
3

sgn ( )α̇ - v =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

1, α̇ > v

0, α̇ = v

-1, α̇ < v

（2）

式中    Mf 为最大静摩擦力矩值；k1，k3分别为相应阶

次的摩擦因数，k1 = 1.5( )1 - k0 Vm，k3 = 0.5( )1 - k0 V 3
m，

Vm为Stribeck速度；v为舵轴偏转角速度，即舵轴与舱

段的相对偏转角速度；摩擦力矩与相对速度 vr大小有

关，vr = α̇ - v，α̇为舵俯仰角速度。Stribeck干摩擦模

型充分考虑到舱段与舵轴的相对角速度偏移，使得当

俯仰角速度较小时，摩擦力方向存在转变，即黏滞-

滑移现象，该现象普遍存在于大型机械结构中［8］。

该摩擦力模型中，随着相对速度增加，摩擦力先

减小，达到Stribeck速度后，再增加，见图3。

1.4　转动特性方程

空气舵转动特性的弹性运动微分方程为

Iαα̈ + Cα(α̇ - v ) + Mf[sgn (α̇ - v ) - k1(α̇ - v ) + k3(α̇ - v ) 3 ] +

g (α ) = M (Ω,t ) （3）

其中，Ω为外激励频率；M为外激励幅值，M (Ω，t ) =

α—转动角位移；O—舵轴安装位置；Kα—扭转弹簧刚度；2b—舵的转动间

隙量（角度）；Cα—转动阻尼；MF—摩擦力矩；M(t)—气动力矩（外激励）。

图1　空气舵转动动力学模型

Fig.1　Dynamic model of air rudder rotation

图2　转动弹性恢复力曲线

Fig.2　Elastic restoring force curve of rotation

图3　静摩擦+库伦摩擦+Stribeck效应形式干摩擦模型

Fig.3　Dry friction model of static friction+coulomb friction+

Stribeck effect
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McosΩt。

引入变量 ξ = Mf P1 Iα，t = T P1 Iα，取坐标变换

ᾱ = α - (α) 0
，从而研究该系统的平衡点为 (U ) 0

=

[ (α) 0
， (α̇) 0 ]处的动力学响应，并作 α = ᾱ变换，得到变

换后的动力学方程为

α̈ + εχ1α̇ + χ2α + εχ3α
2 + εχ4α

3 = εM0cosΩT （4）

其 中 ， χ1 = Cα / IαP1 + ξ ( )3k3v2 - k1 ， χ2 = P1 + 3α2
0 P3 +

2α0 P2 /P1，χ3 = P2 + 3α0 P3 /P1，χ4 = P3 /P1，M0 = M/P1。

式中    ε是符号为正的小扰动参数；P1，P2，P3分别为

非线性恢复力的一阶、二阶、三阶拟合系数；T为无

量纲时间尺度。

2　解析法分析

传统的摄动方法包括多尺度法、平均法、三级数

法等。其中，平均法通过三角函数变换，能够较清晰

表征振幅和相位与未知参数间的关系，并用周期平均

值作变换，其求解过程简单，广泛适用于求解非线性

系统的解析解。本文研究外激励幅值和频率对系统的

影响，因此通过平均法获取外激励和固有频率关系较

为适宜。

采用平均法求解空气舵转动特性动力学方程（4）

中的α，取：

α = a cos (wT + θ ) （5）

则

α̇ = -awsin (wT + θ ) - aθ̇sin (wT + θ ) + ȧcos (wT + θ )   （6）

令

aθ̇sin (wT + θ ) - ȧcos (wT + θ ) = 0 （7）

从而得到：

α̈ = -aw2cos (wT + θ ) - awθ̇cos (wT + θ ) - ȧwsin (wT + θ ) （8）

将式（5）~（8）代入方程（4），得到：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ȧ =
sinφ

w
[ ]-aw2cosφ - χ1awsinφ + χ2acosφ + χ3a2cos2φ + χ4a3cos3φ - M0cosΩT

θ̇ = ȧcosφ asinφ
（9）

其中，φ = wT + θ。

当 ε为小量时，在周期2π内将 ȧ与 θ̇沿0~2π积分，

再作平均，即：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

da
dT

=
1

2π ∫
0

2π

ȧdφ

dθ
dT

=
1

2π ∫
0

2π

θ̇dφ
（10）

从而得到幅值和相位的导数，即：
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（11）

3　幅频特性分析

研究式（11）的定常解，选取频率比 η = Ω w。当

频率比取 η ∈ (1.4，1.5)时，系统幅频曲线如图 4 所

示，此时摩擦力矩系数 ξ = 1.2。结果表明，在该频率

比区间内，转动振动幅值随外激励频率增大而增大，

在 η ∈ (1.47，1.50)范围内出现多解，呈现非线性特

征，曲线存在滞后性，表征为硬特性；同时，该现象

呈现周期性，在 0.5n（n为正整数）倍频附近均出现

同样现象，幅频曲线特征相同。

如图 4b所示，在频率比为 η = 0.5附近，出现幅

频曲线滞后性，且多解频带带宽较 η = 1.5附近值减

小；经分析，随 n值的增加，多解频带带宽呈现增加

趋势。

图4　不同频率比区间幅频曲线

Fig.4　Amplitude-frequency curves of different frequncy ratios
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取定频率比 η ∈ (1.4，1.5)，改变摩擦力矩系数，

得到不同摩擦参数对转动振动的幅频曲线，见图 5。

随着摩擦力矩系数的增加，多解频带带宽增加，滞后

特性更加显著。

当 摩 擦 力 矩 系 数 ξ =1.8 时 ， 在 频 率 比 为

η ∈ (1.5，1.6)范围内出现与图 3相反的滞后特性，幅

频曲线表征为软特性，如图6所示。

4　结 论

本文研究空气舵转动特性振动模型，应用平均法

求解得到转动幅频响应曲线，分析得到响应的非线性

特性。结论如下：

a）在特定区间内，空气舵转动特性振动幅值随

外激励频率增大而增大；

b）外激励频率变化时，幅频曲线呈现非线性特

性，频域出现多解频带；

c）转动特性多解频带在0.5n（n为正整数）倍频

激励时均存在，频带带宽随n值增加而增大；

d）频域多解频带随摩擦力矩系数的增大而增大，

且不同的摩擦力矩系数使得扭转幅频曲线在 0.5n（n

为正整数）倍频附近出现强弱不同的非线性迟滞

特性。
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图6　ξ =1.8时幅频特性曲线

Fig.6　Amplitude-frequency curves on ξ =1.8
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