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摘要 : 几何非线性刚度研究对变形飞行器结构大变形的应用具有重要意义。为研究具有正弦波纹壁的零泊松比类蜂窝结

构面内大变形时的非线性力学行为，基于非线性梁理论，考虑几何非线性建立了大变形下的非线性力学模型。利用有限元仿

真验证了理论分析方法的正确性，通过参数分析讨论了几何参数对等效应力-应变曲线的影响。结果表明，随着应变的增加，

结构的几何非线性造成结构的等效拉伸刚度增大；应力-应变曲线受波纹度、蜂窝角、厚度比的影响较大，受高度比影响不

明显。
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Study on the In-plane Nonlinear Stiffness of a Novel Zero Poisson's Ratio 
Quasi-honeycomb Structure
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(1. China Academy of Launch Vehicle Technology, Beijing, 100076; 2. China Aerospace Science and Technology 
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Abstract: The geometrically non-linear stiffness response of morphing aircraft structures is crucial for applications with large 

deformations. In order to study the nonlinear mechanical behavior of zero Poisson's ratio honeycomb structure with sinusoidal 

corrugated walls during large deformation in plane, a nonlinear mechanic model with consideration for geometric nonlinear is 

established based on nonlinear beam theory. It is verified by comparison with non-linear structural analysis with FEM. The stress-

strain relationships with different parameters are obtained. The results show that the geometric nonlinear increases the equivalent 

stiffness with the increase in strain, and the stress-strain curves are greatly affected by corrugation ratio, thickness ratio, and inclination 

angle, but not by height ratio.
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0　引 言

变形飞行器已成为当今飞行器发展的一个主要研

究方向，而可变形结构无疑是其中最为关键的研究对

象之一［1］。为了适应结构的大变形，结构需要具有较

低的面内刚度及较大的变形能力，以减小变形过程中

对驱动力的要求并满足外形变化需求［2］。

蜂窝结构作为可变形结构的典型代表，自身的拓

扑形式可呈现出不同的力学特性和泊松比效应，以满

足各种变形需求，由于其具有轻质量以及可设计性强

的优点，吸引了国内外众多工程技术人员开展相关研

究［3-4］。其中零泊松比蜂窝结构由于其零泊松比特性，

在用于实现以变展长为例的一维变形过程时不会引起

弦长等外形参数的变化，可简化变形翼的结构设计，

降低控制系统的复杂度，因此得到广泛关注。刘卫东

等［5-6］对零泊松比手风琴蜂窝结构的面内外等效模量

进行了理论建模与参数分析。Chen等［7］基于剪纸工

艺研制了弯曲型零泊松比SILICOMB蜂窝样件，并对

其刚度性能进行了研究。Gong等［8］提出了一种四角

星形零泊松比蜂窝结构，能在变形时保证整体结构曲

率光滑。黄建等［9-10］将传统六边形蜂窝结构与薄板连

接组装在一起构成了一种新型零泊松比构型，并建立

了其面内等效拉伸、剪切、弯曲模量的理论表达式。
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可以看出，研究者们基于弹性小变形假设对各类

蜂窝结构的力学性能进行了广泛研究。但值得注意的

是，几何非线性对蜂窝结构的力学性能也有显著影

响，上述方法在大变形情况下会出现较大的误

差［11-12］。葛萌等［13］以六边形蜂窝结构为对象，研究

了几何非线性对蜂窝面内等效弹性模量和泊松比的影

响。石庆华等［14］针对手风琴式蜂窝结构，基于梁模

型建立了几何非线性模型。

综上所述，几何非线性是影响蜂窝结构力学性能

的重要因素，而对于具有曲壁的零泊松比蜂窝结构，

几何大变形下的非线性行为尚未被充分考虑。本文针

对具有正弦波纹壁的新型零泊松比类蜂窝结构，基于

几何非线性梁理论建立了其大变形下的力学模型，利

用有限元数值方法对其正确性进行验证，详细讨论了

结构几何参数对其大变形下力学性能的影响，获得的

相关结果可以为变形飞行器伸缩翼等大变形结构的设

计提供重要支撑。

1　理论建模与仿真

1.1　结构介绍

新型零泊松比类蜂窝结构的详细几何构型如图 1

所示。该结构典型特征为以正弦波纹结构作为蜂窝结

构的倾斜壁板，依靠波纹结构出色的变形能力，使其

获得更优的面内伸缩变形能力。此外，采用直梁连接

各个胞元，以使该结构在纵向伸缩时，横向不会产生

明显变形，因此呈现出典型的零泊松比特性，有利于

一维伸缩变形。

1.2　理论模型

面内变形能力主要取决于如图 2a所示单胞元结

构，选取最小特征单元进行分析。根据反对称性，取

半个周期的正弦波纹结构进行分析。为方便对波纹斜

壁进行变形分析，沿斜壁方向建立如图 2b所示局部

坐标系Oξζ，在该坐标系下波纹斜壁板满足如下的几

何关系：

ζ =
H
2

sin ( )2πξ
L

（1）

首先进行几何分析，如图2c所示，记变形前轴线

上一点的直角坐标为 C：(ξ，ζ ) = (ξc，ζc )，其坐标满足

式（1）所描述的几何关系，此外记弧长坐标为 s0，变

形前轴线切线与 ξ轴正向的夹角为α0，其满足：

cos (α0 ) =
1

1 +
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

πH
L

cos ( )2πξ
L

2
（2）

假设在变形后轴线上点C沿 ξ和 ζ方向上分别移动u

和 v后至Cʹ，其坐标表示为C'：(ξ '，ζ ' ) = (ξc + u，ζc + v )，

变形后轴线切线与ξ轴正向的夹角变为α。根据微分几

何关系可得：
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ds'
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= cos α

dζ '
ds'

0

= sinα

dξ
ds0

= cos α0

dζ
ds0

= sinα0

（3）

此外根据几何条件可得变形前后弧长 ds0、ds'
0 分

别满足以下关系：

L—胞元倾斜壁直线长度；H—幅值；a—单胞内波纹壁间隔长

度；b—单胞间波纹壁间隔长度；β—蜂窝角；t—壁厚；w—

壁高。

图1　新型零泊松比结构示意

Fig.1　Schematic diagram of the novel zero Poisson's ratio 

structure

F—纵向拉伸力；M—弯矩。

图2　结构纵向拉伸示意

Fig.2　Force analysis of longitudinal tensile force
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ds0 = (dξ )2 + (dζ )2 （4）

ds'
0 = (dξ ' )2 + (dζ ' )2 = λds0 （5）

其中 λ为轴线伸长率，进一步可用其来表示轴线应

变 ε0：

ε0 =
ds'

0 - ds0

ds0

= λ - 1 （6）

由于存在初始曲率，各纵向线段并不等长，与轴

线平行的任意弧长微段可表示为

ds = ds0 + ηdα0, ( )-t
2

≤ η ≤ t
2

（7）

式中    t为波纹壁厚度；η为截面上的局部纵向坐标。

假设变形后 ds变为 dsʹ，变形所引起的截面法线的

变化角度 α1，则变形后轴线切线与 ξ轴正向的夹角满

足 α=α0+α1，进一步可得变形后与轴线平行的任意弧长

微段为

ds' = ds'
0 + η (dα0 + dα1 ) （8）

同式（6），可将梁截面任意部位的应变表示

如下：

ε =
ds' - ds

ds
（9）

将式（7）、（8）代入式（9）可得：

ε =
( ε0 + ηk1 )
(1 + ηk0 )

（10）

其中k0和k1分别对应曲梁轴线初始曲率和曲率增量：

ì
í
î

k0 = dα0 /ds0

k1 = dα1 /ds0

（11）

因此变形后的曲率表示如下：

k =
dα
ds'

0

=
k0 + k1

λ
（12）

接下来对力的平衡关系进行分析。如图2b所示，

将单胞元所受的纵向拉伸力沿波纹壁延伸方向（ξ）

和垂直方向（ζ）进行分解，可得：

ì
í
î

Fξ = F sin ( β )

Fζ = F cos ( β )
（13）

则对于任意截面，其所受轴向力N满足：

N = Fξ cos α + Fζ sin α （14）

对于轴线而言，其伸长率则可表示为

λ =
N

EA
+ 1 （15）

其中EA为截面所对应的拉伸刚度。

根据图 2d的微元段受力分析，由于波纹壁只受

到端部载荷作用，因此可以得到任意微段截面的剪

力，轴力以及弯矩满足如下方程：
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dFH

ds0

= 0

dFV

ds0

= 0

dM
ds0

= λ ( Fξ sin α - Fζ cos α )

（16）

考虑到任意截面的内外力平衡关系，且尚不考虑

材料的非线性，即假设物理关系为线弹性，结合

式（10）可得轴向力N和弯矩M满足：

ì
í
î

N = EA1ε0 + ES1k

M = ES1ε0 + EI1k1

（17）

其中A1，S1，I1为截面系数，定义为

( A1,S1,I1 ) = ∬
A

1
1 + k0η

(1,η,η2 )dA （18）

根据式（17）则可用轴向力和弯矩来描述轴线应

变和曲率：
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k1 =
A1 M - S1 N

E ( I1 A1 - S1
2 )

ε0 =
I1 N - S1 M

E ( I1 A1 - S1
2 )

（19）

综上，结合式（2）、式（14）~（16）、式（19），

可将坐标 ξ作为基本未知量，构成考虑几何非线性的

用于求解大变形的微分方程组，具体如下：
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（20）

该方程是一组高度非线性的微分方程组，实质上

是边值问题。在受纵向拉伸载荷作用时，其边界条件

如图2c所示，在固定端O满足：
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ξ ' = 0

ζ ' = 0

α = arccos
L

L2 + [ πH ]2

Fξ = F sin β

Fζ = F cos β

（21）

在A端由于反对称性，边界条件满足：

M = 0 （22）

本文采用打靶法将其转换为初值问题，使用有

限差分法进行初值迭代，并采用Runge-Kutta法对其
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模型进行求解。根据求解所获得的A端位移变量 uA、

vA，结合坐标变换关系，可得单胞元整体纵向位移

如下：

δy = 4 (uA sin β + vA cos β ) （23）

综上，对于该新型结构，通过求解 δy可将其面内

等效应力σy、等效应变 εy以及等效刚度K表示如下：
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σy =
2F

w (a + b )

εy =
δy

2L sin ( β )

K =
2F
δy

（24）

1.3　仿真模型

为验证理论分析结果的正确性，本文采用Abaqus

软件对结构纵向大变形工况下的力学响应进行数值验

证。本研究采用各向同性材料进行数值模拟，参数选

用弹性模量E=200 GPa和泊松比 υ=0.3。选取典型单胞

元进行分析，对底部施加固定约束，上表面施加力载

荷，分别进行线性静力分析求解和考虑几何非线性的

求解。其中在大变形情况下，采用完全牛顿法进行求

解。模型使用S8R壳单元划分网格，经网格无关性检

验，其网格尺寸设置为 L/40。为验证理论模型对各个

几何参数变化的适用性，设计3组仿真与理论解进行

对比验证，其模型参数见表 1，分析模型如图 3

所示。

2　结果分析与讨论

2.1　仿真验证与分析

图4描述了不同结构参数下，载荷-位移曲线的理

论求解结果与有限元求解结果的对比情况，并包含了

结构的初始态以及不同阶段的结构变形。从图4中可

以看出在同样的载荷作用下，位移的理论求解结果略

小于有限元数值计算结果，这是由于理论推导过程未

考虑剪切变形的影响。载荷-位移的最大误差不超过

4%，说明本文理论解与有限元仿真结果吻合程度较

好，验证了理论分析方法在不同几何参数变化条件下

的适用性和有效性。此外几何线性模型与几何非线性

模型在变形较大的条件下存在较大的差异，因此线性

模型无法适用于大变形条件。

从图4中可以看出载荷随着位移的增大先缓慢增

加，再急剧增加，呈现典型的非线性特征。在小位移

条件下，考虑几何非线性的求解结果与几何线性条件

下的解接近，载荷与位移呈近似线性关系。结合变形

图A，可以发现此时结构以弯曲变形为主，变形刚度

较小。在大位移条件下，考虑几何非线性的求解结果

远大于线性条件下的结果，载荷与位移也近似呈线性

关系。从变形图C可以看出，大变形条件下，结构主

要以拉伸变形为主，变形刚度较大。

表1　仿真模型参数设计

Tab.1　Parameter design of simulation model

序号

A

B

C

波纹度(H/L)

0

0.2

0.4

蜂窝角(β)/(°)

30

45

60

厚度比(t/L)

0.01

0.02

0.04

高度比(w/L)

0.2

0.4

0.8

图3　有限元模型示意

Fig.3　Finite element calculation model

图4　有限元结果与理论结果的载荷-位移曲线对比及结构变形

Fig.4　The comparison between theoretical calculation results and 

FEM results of force VS displacement curve and structure 

deformations
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此外，对比图 4a~4c，可以发现不同的几何参数

下，为达到同样的变形效果、实现同样的位移，需要

施加的载荷具有较明显差异，这反映了结构参数对其

力学性能有重要影响。

2.2　几何参数对等效应力应变曲线的影响

图5展示了该结构大变形过程中典型的等效应力-

应变曲线。由图5可以发现，该结构在纵向拉伸过程

中可为分3个阶段，第 I1阶段为以弯曲变形为主的拉

直阶段，第 I2阶段为过渡阶段，第 I3阶段为以轴向变

形为主的拉伸阶段。其中拉直和拉伸阶段可近似为线

性区，其斜率分别对应小变形阶段等效弹性模量E1和

大变形阶段等效弹性模量E2。

本研究采用无量纲化的方法，分析各几何参数对

等效应力应变曲线的影响。图6分别描述了不同的波

纹幅值、蜂窝角、壁厚、壁高条件下的等效应力-应

变曲线变化情况，可以发现整体均符合图5中典型非

线性等效应力-应变曲线变化规律。此外该规律在不

同的胞元大小下同样适用。

图5　典型非线性等效应力-应变曲线

Fig.5　Typical nonlinear equivalent stress vs strain curve

续图4

图6　等效应力-应变曲线随结构参数的变化

Fig.6　Variations of the equivalent stress vs strain performance with structural parameters
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图 6a 展示了在 t/L=0.01，w/L=0.4，β=60°时，H/L

分别为0、0.2、0.4情况下等效应力-应变的变化规律。

当H/L=0时，结构将退化为手风琴式零泊松比蜂窝结

构。从图6中可以看出，与H/L为0时的结果对比，可

以发现波纹壁的引入，一方面可以使得驱动结构产生

大变形时的力减小，另一方面可以增加线性变形的小

变形区的范围，这都有利于变形飞行器的结构实现。

此外，不同波纹幅值情况下，E1随波纹度的增大而减

小，另一方面小变形区的范围随波纹度的增大而增

大。图 6b展示了在 H/L=0.2，t/L=0.01，w/L=0.4时，β

分别为 30°、45°、60°情况下等效应力应变的变化规

律。根据图6b可以发现随着蜂窝角的增大，E1逐渐增

大，小变形区减小明显，E2则几乎不变。这是由于小

变形区的拉直过程一定程度上可视为蜂窝角由小变大

的过程，当蜂窝角到达一定程度时进入了拉伸为主的

变形区域，而初始蜂窝角的增大则使得其较早地进入

该区域，导致 I1、I2阶段的弹性模量逐渐增大。进入

大变形区后，最终都进入了拉伸阶段，该部分的弹性

模量主要受截面属性的影响，因此对初始蜂窝角的变

化不敏感。图 6c 展示了在 H/L=0.2，w/L=0.4，β=60°

时，t/L分别为0.01、0.02、0.04情况下等效应力-应变

的变化规律，根据图 6c可以看出厚度比对等效应力-

应变曲线影响明显，随着厚度比的增大，小变形段的

弹性模量迅速增加，这是由于厚度比的增大将使得波

纹壁的弯曲刚度增大。图 6d 展示了在 H/L=0.2，t/L=

0.01，β=60°时，w/L分别为 0.2、0.4、0.8情况下等效

应力-应变的变化规律，可以看出应力应变曲线不受

高度比的影响。

3　结 论

本文针对以正弦波纹壁组成的零泊松比类蜂窝结

构，基于非线性梁理论建立了面内大变形条件下的非

线性刚度理论模型，揭示了其几何非线性行为，为变

形飞行器中大变形结构的设计与应用提供了理论支

撑。文中通过有限元对比验证以及结构参数化分析，

得出以下结论：

a）在大载荷的作用下，结构变形依次经历以弯

曲变形为主的小变形阶段、过渡阶段以及以拉伸变形

为主大变形阶段，在小变形和大变形阶段应力随应变

近似线性增加，大变形阶段弹性模量远大于小变形

阶段；

b）相比于直壁蜂窝结构，波纹壁的引入不仅使

得结构小变形阶段的刚度降低，并且使得线性区增

加，这有利于实现结构的大变形及工程应用；

c）小变形区对应等效弹性模量随波纹度H/L的增

大而减小，随蜂窝角 β、厚度比 t/L的增大而增大，小

变形区的范围则与之相反，两者对高度比w/L的变化

均不敏感；

d）大变形区对应等效弹性模量主要受壁厚影响，

随厚度比 t/L的增大而显著增大，其他几何参数对其影

响较小。
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