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摘 要:通过模拟的重力数据平差对比不同漂移模型和平差方法的差别,并在此基础上对重力平差算法进行

一定优化,提出多次段差平差和约束线性规划平差的方法。结果表明,多次段差平差方法部分优于其他平差

方法,约束线性规划平差方法整体优于其他平差方法。
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  可靠和精确的重力数据是了解地球重力场及

其变化的关键,相对重力测量是现代获取重力数

据的重要方法。重力数据处理一般是先对各点重

力值进行相应的各项修正,之后进行重力平差。
传统平差[1]将仪器漂移率作为常数进行平差,该
方法简单但精度不高。使用多项式漂移拟合后再

进行平差,精度更高[2]。贝叶斯平差[3]能有效估

计非线性漂移率。改进的贝叶斯平差[4]能够进一

步拟合格值系数。相对重力测量基准点的设置会

影响误差分布,使得误差在相邻站点传递,这种误

差传播是传统平差方法难以处理的。为此,本文

通过模拟的重力数据平差对比不同漂移模型和平

差方法的差别,并在此基础上提出2种重力平差

的优化算法。

1 重力平差

1.1 传统重力平差

在相对重力测量中,通常采用重力段差进行

平差,同时给定基准值或绝对重力点重力值,然后

求得各点的真实重力值,本文将其称为传统重力

平差模型[1],其观测方程为:
�gAB =g( )-g( )+Ḋk(tB -tA)+εAB

(1)
式中,̇Dk 为漂移率;εAB 为残差;g( )、g( )为

相邻2点重力值;�gAB 为相邻2点重力段差值。

计算各个测点的重力段差,形成n个方程,将这些

方程写成矩阵形式:

L=AX+V (2)
式中,L为重力段差值矩阵;A 为未知数系数矩

阵;X 为未知数矩阵;V 为残差矩阵。根据最小

二乘原理,未知数必须满足VTPV =min的条件,
最终求得的未知数矩阵为:

X = (ATPA)-1ATPL (3)
式中,P为权重矩阵,由于观测值相互独立,所以

P为对角矩阵。权重矩阵对角值可用式(4)表示,
其中sd 为重力段差先验标准差。

Pi = 1s2d
(4)

写成矩阵形式为:

P=
p1 0

⋱
0 pn
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单位权中误差表达式为:

σ̂20 =VTPV
r

(6)

标准差为:

SD= (ATPA)-1σ̂20 (7)

式中,̂σ20 为单位权中误差;r为多余观测数。

1.2 改进的重力平差

传统平差方法将漂移率视为常数,这与现实
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情况不符,仪器漂移率并非是不变的。为更加接

近真实结果,可在平差之前先进行漂移拟合,然后

对每个站点进行漂移校正,最后再进行平差[2,5]。
本文将该平差方法称为漂移拟合后平差。漂移拟

合需要每个站点的重力漂移率,然后根据漂移率

选择拟合的模 型。每 个 站 点 的 漂 移 率 计 算 公

式为:

y=
(g'-g)-∑(g'i-gi)
(t'-t)-∑(t'i-ti)

(8)

式中,g、g'和t、t'分别为测段起始点往返观测值

和观测时刻,gi、g'i和ti、t'i分别为需要计算静态漂

移的观测点到达和离开时的观测值及相应的观测

时刻。漂移率计算的是相同站点在不同时间的测

量值之差除以测量时间差,根据测量数据得到各

个站点的漂移率,然后使用这些漂移率进行拟合,
得到仪器漂移率。一般使用最小二乘拟合方法进

行计算,常用的拟合模型有常数漂移拟合、一次项

漂移拟合、二次项漂移拟合、三次项漂移拟合以及

更高阶的漂移拟合。
使用多项式拟合漂移率:

D =a0+a1x+…+akxk (9)

  首先确定拟合的多项式的阶数k,即k次拟

合。然后构建设计矩阵M,行数为拟合次数加1,
列数为观测值个数。
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(10)

式中,xn 为第n 个时间点,是相同站点2次测量

时间的平均时间。测量值矩阵Y 可表示为:

Y = y1 y2 … yn  (11)
构建需要拟合的系数ak 矩阵:

D = a0 a1 … ak  T (12)
则:

D = (MMT)-1MY (13)
最终得到需要的漂移拟合结果。根据漂移率对每

个站点进行漂移校正,之后进行平差,则观测方程

可表示为:
�gAB =g( )-g( )+εAB (14)

形成矩阵:

L=AX+V (15)
给定权重:

Pi = 1s2d
(16)

形成权重矩阵:

P=
p1 0

⋱
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􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (17)

最终求得的未知数矩阵为:

X = (ATPA)-1ATPL (18)
权中误差为:

σ̂20 =VTPV
r

(19)

标准差为:

SD= (ATPA)-1σ̂20 (20)

2 方法分析

通过给予不同站点重力真值一定的漂移值和

随机误差,得到相应的模拟数据,以评估不同平差

方法的差异,同时默认其他因素对模拟测量数据

的影响都已扣除。模拟重力数据站点有47个,按
照重力测网测量方法依次进行测量,共产生144
个测量数据,总测量时间在半个月以上,能够有效

模拟实际重力测量数据,进而评价不同测量方法。
表1为模拟数据的真值。

表1 模拟数据的真值

Tab.1 Truevaluesofsimulateddata
站点名 真值/μGal 站点名 真值/μGal
sta1 2553.15 sta25 2554.32
sta2 2553.01 sta26 2553.80
sta3 2550.28 sta27 2552.69
sta4 2553.41 sta28 2554.55
sta5 2553.81 sta29 2552.34
sta6 2550.48 sta30 2551.08
sta7 2552.27 sta31 2553.27
sta8 2553.94 sta32 2554.36
sta9 2551.07 sta33 2550.59
sta10 2552.35 sta34 2550.28
sta11 2550.94 sta35 2554.25
sta12 2553.02 sta36 2552.81
sta13 2550.77 sta37 2550.10
sta14 2552.17 sta38 2552.90
sta15 2554.42 sta39 2554.08
sta16 2554.65 sta40 2550.57
sta17 2550.85 sta41 2553.29
sta18 2551.55 sta42 2554.80
sta19 2553.20 sta43 2554.77
sta20 2551.34 sta44 2552.76
sta21 2553.41 sta45 2553.46
sta22 2550.98 sta46 2553.86
sta23 2551.47 sta47 2553.17
sta24 2552.64

考虑使用分段线性漂移模型[6],在重力站点

的模拟真值上添加一定的漂移量来模拟仪器漂

移[7]产生的误差。研究表明,CG-5重力仪的静态

漂移率为线性漂移,因此漂移率按照分段线性漂

移率进行设置,同时给予一定的随机偏差[8]来模
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拟实际测量时产生的误差。
图1为采用一次、二次、三次多项式模型的平

差结果对比,平差过程中,将站点1设置为基准

站,基准值设置为站点1的真实值,将平差的站点

值与站点真实值相减得到偏差值。由图可知,基
准站的平差值相差最小,之后站点偏差不稳定,总
体呈上升趋势,与站点真实值偏差逐渐增大。这

可能是因为段差平差需要基准值来确定其他站点

值,通过基准站得到的站点2数值会和实际值存

在一定误差,而站点2和站点3数值也存在一定

误差,所以站点3数值不仅包含站点1和站点2
之间的误差,同时也包含站点2和站点3之间的

误差。依此类推,越往后的站点值积累的误差越

多,这些误差可能有正有负,使得站点的平差值与

真实值的偏差出现波动,但随着误差累积,这个偏

差总体呈上升趋势。这与图像所呈现的特征一

致,即平差结果的准确性会受到基准站选取的

影响。

图1 不同漂移拟合次数结果对比

Fig.1 Comparisonofresultswithdifferent
driftfittingtimes

为进一步验证上述想法的正确性,增加基准

站进行平差。按照上述分析,如果再将站点25设

置为基准站,站点平差值的偏差将会缩小。图2
中二基站将站点25和站点1设置为基准站,一基

站将站点1设置为基准站。从图中可以看出,站
点1和站点25之间的站点在设置2个基站的情

况下偏差更小,但之后的站点的偏差却变得更大。
图3中三基站将站点1、站点25和站点47

设置为基准站,二基站将站点1和站点47设置为

基准站,一基站将站点1设置为基准站。由图可

知,二基站结果2个基准站周围的基准值偏差较

小,但中间平差值的偏差却越来越大,这是因为两

边站点为基准站,误差都累积到中间部分的站点。
同时可以看出,三基站的平差效果最好,各个站点

的平差值与真实值的偏差相对其他情况最小。
综上可知,基准站的设置会影响平差结果,距

图2 不同基站结果对比

Fig.2 Comparisonofresultsofdifferent
basestations

图3 不同基站设置结果对比

Fig.3 Comparisonofresultsofdifferent
basestationconfigurations

离基准站越近的平差值越接近真实值,因此基准

站最好均匀地分布在整个测网中,这样平差效果

会更好;同时基准站越多,平差效果也越好。
误差主要分为偶然误差、系统误差和粗差。

在只包含期望为0的正态分布的偶然误差的情况

下,最小二乘为最佳线性无偏估计,但观测中会

不可避免地存在粗差[9],这会影响平差结果。
抗差估计可以较好地处理这部分粗差,抗差估计

主要是通过迭代修正权阵的方式来实现的,如

IGGⅢ[10]的权定义为:

􀭺pi =

pi,vi' = vi

σvi
≤k0

pi· k0
vi'

k1- vi'
k1-k0  

2
,k0 < vi' ≤k1

0,vi' >k1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(21)
式中,k0=1.0~1.5;k1=3.0~4.5;v为残差。

这种方法主要是处理数据中的离群值,而当

误差小于2~3个标准差时,抗差估计方法就难以

处理这种情况。较小的误差对结果的影响较小,
但如果这种误差数量较多,在误差传递的影响下,
也会对结果造成较大影响,特别是在重力点位较
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多的情况下。为此,本文提出2种重力平差的优

化方法。

3 重力平差优化方法

3.1 多次段差平差

在拟合漂移率之后进行平差得到的每个站点

数值与真实值之间仍然存在一定误差,这主要是

因为现有仪器的漂移率不稳定,同时由于测量过

程中外部环境的影响,测量值会出现一定偏差,进
行漂移拟合无法得到这部分影响结果,这种误差

属于非随机误差,且数量较多,误差较小。本文使

用段差的段差乃至更高次的段差进行平差,这种

多次段差相减理论上可以在一定程度上消除部分

误差。在漂移校正之后使用多次段差进行平差能

够消除部分通过漂移拟合无法消除的误差影响,
使得平差后的重力值更接近实际值。

一次段差平差方程为:
�gAB =g( )-g( )+εAB (22)

二次段差平差方程为:
�gABC = (g( )-g( ))-
(g( )-g( ))+εABC (23)

N-1次段差平差方程为:
�gABCD…N = �gBCD…N -�gABCD…M +εABCD…N

(24)
同样生成矩阵之后按照最小二乘法求解得到平差

之后的重力值:

X = (ATPA)-1ATPL (25)

  图4为同样将站点1设置为基准站,分别使

用多次段差平差和漂移拟合后平差的结果。可以

看出,在前半部分基站中,多次段差平差结果与真

实值的偏差更小,优于漂移拟合后平差方法。而

在后半部分基站中,多次段差平差结果与真实值

的偏差更大,劣于正常平差方法。上述结果表明,
使用多次段差来减少部分观测误差是可行的,站
点28之前的结果普遍更优,而之后的结果由于多

次段差平差方程含有更多未知量,使得站点28之

后的结果误差积累更多,普遍劣于漂移拟合后平

差方法。可以预测的是,如果使用更高次的段差

进行平差,误差积累会更快。这种方法可在一定

程度上对结果进行优化,但整体效果一般,为进一

步优化平差结果,提出另一种方法进行平差。

3.2 约束线性规划平差

为优化平差结果,考虑在平差方程中增加带

约束的误差项来抑制误差传递,表达式为:

εAB = �gAB -(g( )-g( )+fAB),

-a≤fAB ≤a (26)

图4 多次段差平差和漂移拟合后平差对比

Fig.4 Comparisonofmultiplesegmentadjustment
anddriftfittingadjustment

式中,fAB 为2点重力值段差与观测重力段差的

误差项;a为给定的误差限数值。在平差过程中

需要约束fAB 值,由于fAB 误差不会太大,可以在

1个标准差以内或更小,但由于误差累积,B 和C
站点间的误差项fBC 的约束值可以更高,向误差

传递方向依次增加约束项的大小。由上述讨论可

知,平差结果与基准站的设置有一定关系,与基准

站相近的站点平差结果更好(准确地说是站点与

基准站之间间隔的站点数量,相隔站点使得其与

基准站之间存在间接段差,间接次数代表其与基

准站的远近,会影响平差结果)。因此,约束不同

段差中误差项要根据和基准站段差的间接次数来

确定,间接次数越高,则约束值也越高。
最终确定每个段差误差项的约束范围,然后

生成矩阵:

L=AfXf +V
a≤Xf ≤a (27)

式中,Af 为包含误差项的系数矩阵;Xf 为包含误

差项未知数的矩阵;a为不同误差项的上下限矩

阵。从数学上来讲,这是一个典型的线性规划问

题,根据上述方程使用线性规划内点法进行求解,
采用 MATLAB中的线性规划求解器进行计算。
本文将该方法称为约束线性规划平差。

图5为约束线性规划平差与漂移拟合后平差

结果对比,可以看出,前者的平差值优于后者,说
明在平差方程中增加约束量f 可以消除部分误

差,使平差结果更好。
如果将站点1和站点47都设置为基准站之

后进行平差,可以得到部分约束平差结果,整体上

优于普通平差方法。将站点1和站点47设置为

基准站,考虑不同约束方法对结果的影响,结果见

图6。图中,约束5、30是指将靠近基准站的段差

误差约束为±5μGal,远离基准站的约束项设置

为±30μGal;约束5和约束15分别指将所有误
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图5 线性规划平差和漂移拟合后平差对比

Fig.5 Comparisonoflinearprogramming
adjustmentanddriftfittingadjustment

差项约束为±5μGal和±15μGal以内。可以看

出,约束5、30的平差效果最好,这主要是因为靠

近基准站的误差较小,而远离基准站的误差由于

累积作用会变大。这也可以验证前文关于误差积

累解释实验数据的观点的正确性。

图6 双基站不同约束线性规划平差和
漂移拟合后平差对比

Fig.6 Comparisonoflinearprogrammingadjustment
withdifferentconstraintsanddriftfittingadjustment

fordualbasestations

4 大别山实测数据对比

为进一步验证约束线性规划平差方法抑制误

差传递的有效性和普遍性,选取大别山金寨重力

测量数据[11]进行平差对比。该数据由2台CG6
型相对重力仪和1台FG5绝对重力仪测量获得,
包含3个重力基准控制点,总共12个测点。

为测试约束线性规划平差方法抑制误差传递

的能力,将3个基准点平差结果作为“真值”,对比

传统平差方法单基准平差结果和约束线性规划单

基准平差结果与“真值”之差,结果见图7。由图

可知,约束线性规划单基准平差结果相比传统方

法单基准平差结果整体更优,与真值的偏差更小,
仅在R001和 A003点偏差更大(表2)。这主要

是因为误差在传递过程中有正有负,使得部分站

点误差相互抵消,这种情况在前文已讨论过。

图7 大别山实测数据对比

Fig.7 Comparisonofmeasureddata
ofDabiemountains

使用约束线性规划单基准平差法整条测线的

平均误差是3.1μGal,而使用传统方法单基准平

差法整条测线的平均误差为4.0μGal。上述分

析表明,线性规划约束平差法可通过抑制误差传

递来优化平差结果。
表2 大别山实测数据对比

Tab.2 Comparisonofmeasureddata
ofDabiemountains

站点名
传统方法单基准
平差结果/μGal

约束线性规划单基准
平差结果/μGal

A001 0.3 0.3
R001 4.2 5.4
R002 4.3 3.6
R003 4.3 3.3
R004 4.3 3.1
R005 4.3 2.1
A002 9.1 7.3
R006 4.3 2.0
R007 4.3 2.0
R008 4.2 1.9
R009 1.0 -1.0
A003 -3.3 -4.9

5 结 语

相对重力平差中主要是采取相对重力值段差

进行平差,需要引入基准站点来得到最终结果,因
此基准站点的选取在一定程度上会影响最终平差

结果。这主要是因为通过段差去得到其他站点值

的过程中会造成误差累积,使得与基准站相近的

站点的准确度更高,而相距较远站点的准确度会

呈现逐渐减小的趋势。因此,基准站应尽可能均

匀地分布在整个测网中,这样平差结果准确度会

更高。使用多次段差平差可以优化部分平差结

果,在某些特殊情况下可能会发挥作用。使用约

束线性规划平差可以全面优化平差结果,抑制误

差传递,得到更准确的重力值。但该方法无法对

每一个结果进行优化,会存在少数站点重力值出

现负优化的情况。
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OptimizationofRelativeGravityAdjustmentAlgorithm
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Abstract:Bycomparingthedifferencesbetweenvariousdriftmodelsandadjustmentmethodsthrough
simulatedgravitydataadjustment,certainoptimizationsweremadetothegravityadjustmentalgo-
rithm.Methodsformultiplesegmentdifferenceadjustmentandconstrainedlinearprogrammingad-
justmentwereproposed.Theresultsindicatethatthemultiplesegmentadjustmentmethodoutper-
formsotheradjustmentmethodsinsomeaspects,whiletheconstrainedlinearprogrammingadjust-
mentmethoddemonstratesoverallsuperiorityoverotheradjustmentmethods.
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