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深海粗颗粒矿石垂直提升管道振动
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摘要：本文基于修正的哈密顿原理，建立了深海粗颗粒矿石垂直提升管道系统的非线性动力学控制方程；随后通

过 Galerkin方法对方程进行离散，将偏微分方程转化为一系列常微分方程构成的方程组；最后利用特征值法以

及 Newton-Raphson迭代法对管道的稳定性特征进行了数值求解。系统分析了颗粒进料浓度、末端集中质量块、

管道质量以及液相速度这四个关键无量纲参数对结构临界流速的影响。研究结果表明，当进料浓度 Cv = 0.1时，

结构仅在前三阶模态发生 Hopf分岔，失稳集中于这三阶模态；当进料浓度增加到 Cv = 0.3时，第四阶模态也发生

Hopf分岔，且最小临界流速 ucr 显著降低。当内流速度小于临界速度时，系统复特征频率虚部均为正值，结构振

动形式表现为衰减振动；当内流速度大于临界速度时，系统的一阶复特征频率虚部会出现负值，结构振动呈现颤

振失稳。当管道质量 α保持不变时，系统临界流速 ucr 随无量纲末端质量 κ5 的增大而逐渐上升；当 κ5 保持不变

时，随着管道质量 α的增大，临界流速显著升高，呈现近似抛物线的增长趋势。
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Vibration stability characteristics of vertical lifting pipelines for
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Abstract: First, based on the modified Hamiltonian principle, the nonlinear dynamic control equation of the
deep-sea  coarse-grained  ore  vertical  lifting  pipeline  system  was  established.  Then,  the  equation  was
discretized using the Galerkin method, converting the partial  differential  equation into a system of ordinary
differential  equations.  Finally,  numerical  solutions  were  obtained  for  the  stability  characteristics  of  the
pipeline  using  the  eigenvalue  method  and  Newton-Raphson  iteration  method.  The  system  analyzed  the
influence  of  four  key  dimensionless  parameters,  namely  the  particle  feed  concentration,  terminal  lumped
mass,  gravity  coefficient  of  the  pipeline,  and  fluid  velocity,  on  the  critical  flow  velocity  of  the  structure.
Results  show  that  when  the  feed  concentration  is Cv  is  0.1,  Hopf  bifurcations  occur  only  in  the  first  three 
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modes. When the feed concentration increases to Cv  =  0.3, a Hopf bifurcation also occurs in the fourth mode,
and the minimum critical flow velocity ucr decreases significantly. When the internal flow velocity is below
the critical  value,  the imaginary parts  of  the complex eigenfrequencies remain positive,  indicating decaying
structural vibrations. Once the internal flow velocity exceeds the critical threshold, the imaginary part of the
first complex eigenfrequency becomes negative, signifying flutter instability. When the gravity coefficient α
is held constantly, the critical flow velocity ucr increases progressively with the dimensionless terminal mass
κ5. Conversely, with fixed κ5, an increase in the gravity coefficient leads to a significant rise in critical flow
velocity, exhibiting an approximately parabolic growth trend.
Key words: solid-liquid  two-phase  flow;  fluid-structure  interaction;  stability  characteristics;  cantilevered

pipeline 

0  引　言

开发海洋资源和利用海洋空间是 21世纪人类开发海洋的两大核心主题，其中海底蕴含着极其丰

富的矿产资源，其有效开发不仅具有重要的战略

意义，也蕴含巨大的商业潜力[1]。这些矿产资源

大多富含于数千米水深的深海底部，导致其开采

难度极大。水力提升式采矿系统是目前国际上

公认的最具有实用价值和发展前景的开采系统，

如图 1所示，其主要由集矿机、柔性输送软管、

中间仓、垂直提升管道以及采矿船等部分组

成。在深海矿产资源开采过程中，具有较大长细

比的悬臂式垂直输流管道是整个深海采矿系统

中最为薄弱、技术难度最大的部分，同时也是最

核心的部分。随着海洋工程设计与建造理论技

术的飞速发展，非线性动力学问题日益凸显，亟

待深入研究与解决。其中包括由外部海流诱导的柔性细长立管结构涡激振动以及内流激励下引起的振

动稳定性与振动响应等。针对外流引起的涡激振动，已有广泛研究[2−5]。由内流导致的振动现象仍面临

诸多挑战，其成因主要包括内部流体运动产生的离心力与科里奥利力，这些力在高流速条件下可能引发

管道失稳[6]。因此，如何在高流速环境下确保海底管道系统在输送矿产资源过程中的结构稳定性与运

行效率，已成为当前海洋工程领域的重要研究方向。

海洋工程中的输流管道，依据边界条件，可大致分为两类：一类是传统用于油气输运的两端固支的

输流管道；另一类是用于矿石输运的一端固支、另一端自由的悬臂式输流管道。由于悬臂输流管道自

由端与外界存在质量和动量交换，因此，与两端固支的输流管道相比，悬臂输流管道的动力学响应特征

要更为复杂。针对悬臂式输流管道的研究，根据管内介质的相组成不同，又进一步细分为单相内流激励

下输流管道动力响应研究以及多相内流激励下悬臂输流管道动力响应研究。

对于单相内流的研究，最早可追溯到上个世纪。1966年，Gregory和 Paidoussis[7] 首先基于牛顿法

推导了管道的控制方程，研究了悬臂式管道在输送流体过程中的振动特性，并揭示了流体质量比与管道

临界不稳定状态之间的定量关系。1974年，Paidoussis 和 Issid[8] 进一步从理论层面探讨了不同边界条

件下输流管道的稳定性。研究发现，两端支撑的管道在较高流速下易发生由发散不稳定和模态耦合引

起的颤振现象；而对于悬臂式管道，结构稳定性主要受限于第一阶单模颤振的影响。1980年，Païdoussis
等[9−11] 对特殊约束与末端带有质量块的悬臂管道的频率与混沌现象进行了研究，发现系统在低流速下
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图 1  水力提升式采矿系统示意图

Fig.1  Schematic diagram of hydraulic lift mining system
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的不稳定现象与倍周期分叉导致混沌现象。步入新世纪后，非线性单相内流的研究模型逐渐得到了更

多的重视。2005年，Kuiper和 Metrikine[12] 推导了吸液提升管道的振动模型，以分析自由悬挂管道在水

下环境中的稳定性。研究表明，负压对结构稳定性的影响较为有限。2007年，Kuiper和 Metrikine[13] 基
于吸液提升管道的振动模型，进一步分析了引入流体阻力与常规边界条件相结合的影响。通过对浸没

式刚性圆柱体的实验数据分析，发现流体阻力会提高管道颤振临界速度。2019年，王乙坤等[14] 开展了

悬臂管道在内流激励条件下的参数共振现象研究，指出分布式运动约束力在显著影响管道位移响应方

面起到了关键作用。2020年，方孟孟等[15] 探讨了悬臂输流管道在基础激励与脉动内流共同作用下的动

力学特性，结果表明相位差与频率比对系统的混沌行为比例具有显著调控作用。同年，柳博瀚等[16] 运

用 CFD单向、双向流固耦合分析方法，开展了管道内流对海洋弹性管道振动响应影响的研究，研究表

明：相对比较小内流速度的对管道的振动频率及振幅影响较小；相对较大的内流速度，对横流向振幅及

顺流向振型影响较为明显。2022年，赵志贤等人[17] 分析了该类管道的自由振动特性，研究发现，采用一

端具弹性支承的约束方式有助于增强系统在自由振动中的稳定性。随后，漆发辉等[18] 进一步研究了分

布载荷作用下悬臂输流管道的稳定性问题，揭示了分布载荷、质量比及黏弹性系数对系统临界失稳流

速的影响规律。

相比于单相内流激励下悬臂输流管道的研究，针对多相内流激励下悬臂输流管道动力响应的研究

起步较晚，在新世纪逐渐得到重视。2004年，Monette and Pettigrew[19] 首先提出了一种修正的气−液（G-
L）两相流的滑移速度模型，该模型为后续的研究提供了关键的滑移速度公式。2010年，Zhang 和
Xu[20] 通过实验手段分析了内部气流对管道振动特性影响，结果表明，系统的动态响应主要受气体体积

分数控制，其变化显著影响管道的稳定性。2015年，An和 Su[21] 基于 Monette 和 Pettigrew提出的两相

流振动模型，进一步优化滑移比因子模型，更准确地表征气−液（G-L）两相流的动态特性。研究表明，随着

气体体积分数和流速的增加，管道的振动幅值显著上升。2019年，Ebrahimi-Mamaghani等[22] 在建模中

引入耗散力的影响，提出了一种改进的数学模型，其分析结果同样强调了气体体积分数在影响管道稳定

性方面的重要作用。2021年，王予琪等[23] 使用标准 k-ω模型，运用颗粒相离散元法（CFD-DEM）耦合方

法，构建相同体积浓度、不同颗粒粒径的流动模型来研究粒径对于泵外特性的影响，研究表明，混合输

流道内，颗粒在入口处发生低速堆积现象，颗粒速度随径向距离增大而增大。2023年，Gao等[24−25] 分别

构建了固液两相流的简支管道和悬臂模型，分析了对屈曲临界速度和结构非线性响应特性的影响。研

究结果表明，无量纲长径比、无量纲液相体积和无量纲管道质量参数的变化将导致临界速度以线性或

非线性形式变化。2024年，Su等[26] 以尺度垂直升力管道模型为研究对象，采用液相计算流体动力学

CFD-DEM耦合方法，模拟垂直管道中的固液两相流。研究表明：颗粒的提升受输送参数和结构因素的

影响。同年，Zhu等[27] 构建了柔性立管在内部液固两相流和外部剪切流激励下的耦合响应的实验模

型，实验结果表明：当立管浸入静水中时，只有内部液固流激发了平面内响应。随着内部流动密度或速

度的增长，平面内响应增强，导致压差和顶部张力的波动增加，当存在外部流动的情况下，平面外响应也

会被激发。

由以上研究可以发现，针对内流激励下悬臂输流管道动力响应特征研究存在以下几个明显不足：

第一、目前绝大多数研究，均是针对单相内流展开，而针对多相内流研究仍以气液两相流为主，固液两

相流的研究多基于 CFD方法对于管道内部固液两相流模型中的颗粒分布、内流速度场、以及管壁剪切

应力等研究，未涉及到固液两相流作用于管道结构控制方程，也未分析其对管道稳定性的影响。此外，

在有限的针对多相内流的研究中，大多均是针对气液两相内流展开，而针对固液两相内流的研究则十分

少见。第二、在目前的研究中，绝大多数均假设管道质量分布具备均质特征，没有考虑附着在管道上的

集中质量块引起的非均质特征。第三、目前绝大多数研究均是针对排流管道展开，而针对吸流管道的

研究十分少见。因此，可以看出：针对用于深海采矿作业的垂直提升管道（该管道具备粗颗粒两相内

流、下端弱约束、内流为吸流以及端部布置集中质量块等很多独有特征）在内流激励下的动力响应特征
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研究非常罕见，还有待深入研究。该研究对垂直输流管道早期设计及服役期的安全工作具有重要的理

论和工程价值。

基于以上研究不足，本文从真实垂直提升管道内流流动特征、管道质量分布特征、以及边界约束特

征出发，建立了粗颗粒两相内流激励下末端带集中质量块的悬臂式吸流管道动力响应理论分析和数值

预报模型。本文结构为：在第 1节和第 2节中，分别建立内流激励下管道振动控制数学方程以及求解方

程的数值分析方法；在第 3节中，依次对不同关键无量纲参数下管道稳定性特征展开深入分析。 

1  问题描述

如图 2所示，假设一悬臂垂直管道长度为 L、外径为 D、内径为 d，考虑其在内流激励下引起的平面

内振动响应问题。当悬臂管道为采矿管道时，其

内部流体为固液两相流，且流体流动方向自下往

上。取管道顶端为原点 o；z方向与管道未变形

时轴线方向重合，且定义向下为正方向；x方向

与管道振动方向重合，且定义向右为正方向；

x和 z两个坐标方向构成了结构模型振动所在的

二维平面直角坐标系。管道顶端采用固接边界

条件，末端采用自由边界条件，且末端沿管道轴

线方向附着一质量为 me 的集中质量块。

由于悬臂管道自由端与外界存在质量与动

量交换，经典的 Hamilton原理不适用于本文所

研究的悬臂管道模型，因此需要通过修正的

Hamilton原理建立管道振动方程。当自由端与

外界存在质量与动量交换时，修正的哈密顿原理

可表示为[28−29]

δ
w t2

t1
Ldt+

w t2

t1
δWdt =

w t2

t1
MU

(
∂rL

∂t
+UτL

)
·δrLdt (1)

L式中： 为系统拉格朗日函数，W为非保守力做功。式右侧，M为管道内流总质量，U为管道内流速度，

rL 为管道自由端位置向量，τL 为管道自由端空间切向量。当仅考虑管道在 xoz平面内振动时，rL 和
τL 可表示为

rL = xi+ zk, τL =
∂x
∂s

i+
∂z
∂s

k (2)

式中：s是沿管道轴线的曲线坐标。值得注意的是，式（1）表示的是常见的内流为单相内流的修正

Hamilton原理表达式。当内部流体为固液两相流、且假设固相和液相流动的速度大小分别定义为

Us 和 Uf 时，式（1）可以改写为

δ
w t2

t1
Ldt+

w t2

t1
δWdt = −

w t2

t1
MfUf

(
∂rL

∂t
−UfτL

)
·δrLdt−

w t2

t1
MsUs

(
∂rL

∂t
−UsτL

)
·δrLdt (3)

值得注意得是，公式（3）中固相速度和液相速度分别取为−Us 以及−Uf，这是由于本文研究的管道为

吸流管道，管道内固相和液相流动方向均向上，与图 1中定义的坐标轴 z正向相反。式（3）中，Mf 为管

道内部液相质量，Ms 为管道内部固相质量。

L为系统拉格朗日函数，可表示为系统动能 T与系统势能 V之差，为

L = T −V, T = Tp+Ts+Tf, V = Vp+Vs+Vf (4)
式中：系统总动能 T包括三部分，分别为管道结构动能 Tp、管道内部固相动能 Ts 以及管道内部液相动
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图 2  静水下固液两相流垂直提升管道示意图

Fig.2  Schematic  diagram  of  the  vertical  lifting  pipeline  for
solid-liquid two-phase flow under still water
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能 Tf。系统总势能 V同样包括三部分，分别为管道结构势能 Vp、管道内部固相势能 Vs 以及管道内部液

相势能 Vf。
管道内部固相绝对流动速度大小 vs 以及液相绝对流动速度大小 vf，分别与管道振动速度以及各相

相对于管道的流动速度有关，假设结构发生小变形振动，可设 s ≈ z，当仅考虑管道横向振动时，vs 和
vf 可表示为

vs =
∂x
∂t
−Us
∂x
∂s
≈ ∂x
∂t
−Us
∂x
∂z
, vf =

∂x
∂t
−Uf
∂x
∂s
≈ ∂x
∂t
−Uf
∂x
∂z

(5)

管道内部固相动能 Ts 以及管道内部液相动能 Tf 可表示为沿管道轴线方向的积分形式，并联立式

（5），得到

Ts =
1
2

ms

w L

0
v2
sdz =

1
2

ms

w L

0
(ẋ−Usx′)

2dz, Tf =
1
2

mf

w L

0
v2
f dz =

1
2

mf

w L

0
(ẋ−Ufx′)

2dz (6)

式中：ms 以及 mf 分别为单位长度管道内部的固相质量以及液相质量。值得注意的是，为了表述方便，

在式（6）中，用“⋅”表示对时间 t求偏导；用“′”表示对空间坐标 z求偏导，后续为了表达方便均采用这种

简化表达形式。如图 2所示，当管道结构末端附着有集中质量块时，管道结构动能可表示为

Tp =
1
2
[
mp+meδ (L− z)

]w L

0
ẋ2ds (7)

式中：mp 为单位长度管道结构的质量，me 为末端集中质量块的质量，δ（L − z）为 Dirac函数，单位为 L−1，
其具体表达式为

δ (L− z) =
{

0, z , L
1, z = L

(8)

式（4）中，管道内部固相重力势能 Vs 以及管道内部液相重力势能 Vf 可表示为[30]

Vs =
1
2

msg
w L

0
(L− z) x′2dz, Vf =

1
2

mfg
w L

0
(L− z) x′2dz (9)

式（4）中，管道结构势能 Vp 包括两部分，分别为管道和集中质量块引起的重力势能 Vp1 以及由管道

发生弯曲变形引起的弹性势能 Vp2，表示为[30]

Vp1 =
1
2
(
mpg−ρfAeg

)w L

0
(L− z) x′2ds+

1
2

meg
w L

0
x′2dz (10)

Vp2 =
1
2

EI
w L

0
κ2dz+

1
2

(Pf (z) Ae−Pi (z) Ai)
w L

0
x′2dz (11)

式（10）和（11）中：ρf 为外部流体密度；Ae 和 Ai 分别为管道外横截面以及内横截面的面积；g为重力

加速度；EI为管道弯曲刚度；κ为管道曲率，在小变形振动假设条件下，κ ≈ x″；Pf（z）和 Pi（z）分别表示管

道外部以及管道内部的流体压强。当管道处在静水中、且为吸流管道时，结构末端会存在负压，进一步

导致结构外部和内部存在一定的压力差，但这种压差对于管道动力响应特征影响很小[12]，因此，为计算

方便，这里忽略管道结构的内外压差，将式（11）简化为

Vp2 =
1
2

EI
w L

0
κ2dz (12)

对于静水中的悬臂输流管道，该系统的非保守力 f（z,t）包含两部分，分别为管道周围流体引起的附

加质量力 fin （z,t）以及流体阻尼力 fd（z,t），表示为[13]

f (z, t) = fin (z, t)+ fd (z, t) = ma ẍ+µA1 ẋ+
1
2

A2ρfD |ẋ| ẋ (13)

式中：ma 为单位长度管道周围的附加流体质量，可表示为：ma  =  CaρfAe，其中，Ca 为附加质量系数，通常

可取 1。μ为周围海水的动力粘性系数，A1 为线性阻尼系数，A2 为非线性阻尼系数，A1 和 A2 是根据实

验数据拟合得到。由于式（13）中的非保守力（包括：附加质量力以及流体阻尼力）在管道振动过程中均

做负功，因此，其所做的功W可表示为

W = −
w L

0
f (z, t) xdz = −

w L

0

(
ma ẍ+µA1 ẋ+

1
2

A2ρfD |ẋ| ẋ
)

xdz (14)
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将式（6）~（14）代入式（3），并进行一系列变分简化操作，得到如下表达式[
mp+meδ (L− z)+ms+mf+ma

]
ẍ− (2msUs+2mfUf) ẋ′+

(
msU2

s +mfU2
f

)
x′′+EIx′′′′−(

msg+mfg+mpg−ρfAeg
)
(L− z) x′′+

[
msg+mfg+mpg+megδ (L− z)−ρfAeg

]
x′−

megx′′+µA1 ẋ+
1
2

A2ρfD |ẋ| ẋ = 0 (15)

如图 2所示，对于上端固支、下端自由的悬臂管道，其边界条件可写作如下形式

x(0, t) = x′(0, t) = x′′(L, t) = x′′′(L, t) = 0 (16)
为合理描述输流管道的内部流动特征，本文对管内颗粒与流体之间的耦合作用模型展开详细讨

论。为方便研究，假设固体颗粒为理想的球体。基于上述假设，管内固体颗粒运动速度与管内流体流动

速度之间的关系可采用滑移速度模型加以描述。这里，基于 Xia等[31] 的实验分析结果对管内多相流体

流动特征加以描述，表示为

Uslip =
[
1− (ds/d)2

]
ωse(−2.65Cv+3.32C2.2

v ) (17)

式中：Uslip 为滑移速度，可表示为：Uslip  =  Uf − Us，ds 表示固相颗粒直径，ωs 表示无界流体中单个颗粒的

沉降速度，根据斯托克斯方程，可表示为

ωs =

√
4gds(ρs−ρf)

3CDsρf
(18)

式中：ρs 表示固相颗粒的密度，CDs 表示固相颗粒的阻力系数。式（17）中，Cv 表示初始进料时管内进料

浓度，可表示为

Cv =
Vso

Vso+Vfo
(19)

式中：Vso 和 Vfo 分别表示初始进料时管内固相和液相的所占体积。由于固相颗粒在垂直向上运输过程

中，通常会出现堆积现象[32]，会导致稳定输送时管内的局部浓度 Cvl 略高于初始进料时管内的进料浓度

Cv。为了更准确地描述稳定输送时管内流体的流动特征，这里采用局部浓度对其加以描述，依据 Xia等[31]

的实验数据拟合结果，可得局部浓度 Cvl 和进料浓度 Cv 之间存在如下关系

Cvl =
1
2

(
1− Um

Uslip

)
+

1
4

(
Um

Uslip
−1

)2

+Cv
Um

Uslip

 1
2

(20)

式中：Um 表示稳态输送时管内固液两相流的平均速度，可基于据动量守恒定理表示为

Um =
msoUs+mfoUf

mso+mfo
(21)

式中：mso 和 mfo 分别表示：初始时刻进入管道内部固相质量以及液相质量。为方便表述固相速度 Us 与

液相速度 Uf 之间的关系，引入滑移因子 β，表示为

β =
Us

Uf
=

Uf−Uslip

Uf
= 1−

Uslip

Uf
(22)

将式（19）、（21）以及（22）代入式（20）可进一步得到局部浓度 Cvl 的表达式为

Cvl =
1
2

1−
(
ρs
ρf

Cvβ+1−Cv

)
(
ρs
ρf

Cv+1−Cv

)
(1−β)

+

1
4


(
ρs
ρf

Cvβ+1−Cv

)
(
ρs
ρf

Cv+1−Cv

)
(1−β)

−1


2

+Cv

(
ρs
ρf

Cvβ+1−Cv

)
(
ρs
ρf

Cv+1−Cv

)
(1−β)


1
2

(23)

基于式（23）求得管内局部浓度 Cvl 后，便可进一步得到稳定输送时单位长度管内的固相质量和液

相质量，表示为

ms =
πd2

4
Cvlρs, mf =

πd2

4
(1−Cvl)ρf (24)

为了更好地观察管道模型的动力学响应，引入如下无量纲变量，对方程（15）进行无量纲化
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η =
x
D
, ξ =

z
L
, τ =

√
EI
mp

t
L2

(25)

式中：η为无量纲位移，ξ为无量纲坐标位置，τ为无量纲时间。将公式（25）代入到公式（15），得到如下的

无量纲方程 [
1+
κ5

αχ
δ (1− ξ)+ κ1

α
+
κ2

α
+
κ4

α

]
∂2η

∂τ2
−2(κ1β+ κ2)

χuf√
α

∂η

∂ξ∂τ
+

(
κ1β

2+ κ2

)
χ2u2

f
∂2η

∂ξ2
+

∂4η

∂ξ4
− (κ1+ κ2+α− κ3)χ3 (1− ξ) ∂

2η

∂ξ2
+ (κ1+ κ2+α− κ3)χ3 ∂η

∂ξ
+

κ5δ (1− ξ)χ2 ∂η

∂ξ
− κ5χ

2 ∂
2η

∂ξ2
+A1ς

∂η

∂τ
+A2γ

∣∣∣∣∣∂η∂τ
∣∣∣∣∣ ∂η∂τ = 0 (26)

式（26）中，各无量纲系数可表示为

κ1 = msg
D3

EI
, κ2 = mfg

D3

EI
, κ3 = ρfAeg

D3

EI
, κ4 = mag

D3

EI
, κ5 = meg

D2

EI
, α = mpg

D3

EI

uf =
Uf√
gD
, χ =

L
D
, ς =

µL2√
mpEI

, γ =
ρfD2

2mp
(27)

式中：κ1 为无量纲固相质量，κ2 为无量纲液相质量，κ3 为无量纲液相浮重，κ4 为无量纲附加质量，κ5 为无

量纲末端质量，α为无量纲管道质量，uf 为无量纲液相流速，χ为长细比，ς为无量线性阻尼系数，γ为无

量纲非线性阻尼系数。

同理，将式（16）所给出的边界条件也写成无量纲形式为

η(0, τ) = η′(0, τ) = η′′(1, τ) = η′′′(1, τ) = 0 (28) 

2  数值方法

本节将对悬臂输流管道的稳定性特征以及振动响应特征数值分析方法展开详细介绍。基于

Galerkin法，对结构振动无量纲位移 η进行离散，并截取前 N阶模态振型，表示为

η (ξ,τ) =
N∑

i=1

ϕi (ξ)ηi (τ) (29)

ηi (τ)式中：φi（ξ）为悬臂边界条件下输流管道的第 i阶模态振型， 是第 i阶广义坐标。对于悬臂管道结

构，其模态振型可表示为

ϕi (ξ) = cosh(βiξ)− cos(βiξ)−σi
[
sinh(βiξ)− sin(βiξ)

]
, σi =

cosh(βi)+ cos(βi)
sinh(βi)+ sin(βi)

, i = 1, · · · ,N (30)

式（30）中，βi 满足如下特征方程

cos(βi)cosh(βi)+1 = 0 (31)
通过求解式（31），可非常方便地得到前 8阶模态振型对应的 βi 值，分别为 1.8751，4.6941，7.8548，

10.9955，14.1372，17.2788，20.4204，23.5619。将式（29）代入式（26），方程左右两端同时乘以振型函数

φi（ξ），并在区间[0, 1]上进行定积分，可以得到如下表达式w 1

0
ϕi

[
1+
κ5

αχ
δ (1− ξ)+ κ1

α
+
κ2

α
+
κ4

α

]
ϕ jη̈ jdξ−

w 1

0
ϕi2(κ1β+ κ2)

χuf√
α
ϕ′jη̇ jdξ+

w 1

0
ϕi

(
κ1β

2+ κ2

)
χ2u2

fϕ
′′
j η jdξ− (κ1+ κ2+α− κ3)χ3

w 1

0
ϕi (1− ξ)ϕ′′j η jdξ+

(κ1+ κ2+α− κ3)χ3
w 1

0
ϕiϕ

′
jη jdξ+

w 1

0
ϕiκ5δ (1− ξ)χ2ϕ′jη jdξ−w 1

0
κ5χ

2ϕiϕ
′′
j η jdξ+

w 1

0
ϕiϕ j

′′′′η jdξ+
w 1

0
ϕiA1ςϕ jη̇ jdξ+

w 1

0
ϕiA2γ

∣∣∣ϕ jη̇ j

∣∣∣ϕkη̇kdξ = 0 (32)
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为了考虑末端集中质量块对结构振型的影响，将式（32）中基于 Dirac函数描述的集中质量块函数

进一步改写为[32]

w 1

0
δ (1− ξ)ϕiϕ jdξ = ϕi (1)ϕ j (1) ,

w 1

0
δ (1− ξ)ϕiϕ

′
jdξ = ϕi (1)ϕ′ j (1) (33)

将式（33）代入式（32）得到(
1+
κ1

α
+
κ2

α
+
κ4

α

)w 1

0
ϕiϕ jη̈ jdξ+

κ5

αχ
ϕi (1)ϕ j (1) η̈−2(κ1β+ κ2)

χuf√
α

w 1

0
ϕiϕ

′
jη̇ jdξ− κ5χ

2
w 1

0
ϕiϕ

′′
j η jdξ+(

κ1β
2+ κ2

)
χ2u2

f

w 1

0
ϕiϕ

′′
j η jdξ+

w 1

0
ϕiϕ

′′′′
j η jdξ− (κ1+ κ2+α− κ3)χ3

w 1

0
ϕi (1− ξ)ϕ′′j η jdξ+

(κ1+ κ2+α− κ3)χ3
w 1

0
ϕiϕ

′
jη jdξ+ κ5χ

2ϕi (1)ϕ′j (1)η j+A1ς1

w 1

0
ϕiϕ jη̇ jdξ+A2γ

w 1

0
ϕi

∣∣∣ϕ jη̇ j

∣∣∣ϕkη̇kdξ = 0 (34)

在分析静水中管道的稳定性特征时，非线性阻尼系数 A2 对管道颤振后动力影响不可忽视，所以在

研究稳定性时，可略去式（34）中的非线性阻尼项[13]，并将其改写为矩阵形式

MN×N η̈N×1 (τ)+CN×N η̇N×1 (τ)+KN×NηN×1 (τ) = 0N×1 (35)
式中：质量矩阵M、阻尼矩阵 C以及刚度矩阵 K中对应的各矩阵元素Mij、Cij 以及 Kij 可表示如下：

Mi j =

(
1+
κ1

α
+
κ2

α
+
κ4

α

)w 1

0
ϕiϕ jdξ+

κ5

αχ
ϕi (1)ϕ j (1) , Ci j = −2(κ1β+ κ2)

χuf√
α

w 1

0
ϕiϕ

′
jdξ+A1ς

w 1

0
ϕiϕ jdξ

Ki j =
(
κ1β

2+ κ2

)
χ2u2

f

w 1

0
ϕiϕ

′′
j dξ+

w 1

0
ϕiϕ

′′′′
j dξ− (κ1+ κ2+α− κ3)χ3

w 1

0
(1− ξ)ϕiϕ

′′
j dξ+

(κ1+ κ2+α− κ3)χ3
w 1

0
ϕiϕ

′
jdξ+ κ5χ

2ϕi (1)ϕ′j (1)− κ5χ
2
w 1

0
ϕiϕ

′′
j dξ (36)

将式（35）转化为一阶微分方程，可表示为

Ż2N×1 (τ) = Y2N×2N Z2N×1 (τ) (37)
式中：

Y = −B−1E,B =
[

0 M
M C

]
, E =

[
−M 0

0 K

]
, Z (τ) =

[
η̇ (τ)
η (τ)

]
(38)

假设 Z（τ）的表达式写为 Z（τ）  =  Aeλτ，并将其代入式（37），得到

(λI−Y) A = 0 (39)
式中：I为单位矩阵，由式（39）可进一步得到

det (Y−λI) = 0 (40)
由式（40）可看出，通过求解矩阵 Y的特征值便可以确定内流对结构稳定性的影响。复特征值 λ是

一系列复数，复特征值 λ与复特征频率 ω之间存在如下恒定关系，即：λ ≡ iω。对于特征值问题，复特征

频率的实部（或复特征值的虚部）反映系统的固有频率；而复特征频率的虚部（或复特征值的实部）反映

系统的振动稳定性特征。若存在复特征频率虚部小于 0（或复特征值实部大于 0）的情况，则认为结构发

生颤振失稳。

基于四阶 Houbolt差分格式对方程（35）进行离散，并通过 Newton–Raphson迭代法求解所得非线性

方程组，从而获得结构的动力响应特征。具体数值方法可参考 Gao等[24] 的研究。 

3  分析与讨论
 

3.1 数值方法验证

本节对第 2章介绍的内流引起的结构稳定性特征数值计算方法进行验证。值得注意的是，由于缺

乏管内为固液两相流的末端带集中质量块的悬臂吸流管道模型的相关数据，因此，无法直接对文中提出

的数值模型展开验证，本小节仅对管内为单相流体的输流管道模型展开验证。为充分验证本文所提数

值方法的可靠性，本小节依次进行两次对比验证：第一次是将本文的数值模型简化为不带集中质量块的
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悬臂吸流管道模型，并与 Kuiper等的结果[13] 进行对比；第二次是将本文的数值模型简化为带集中质量

块的悬臂排流管道模型，并与 ElNajjar等的结果[32] 进行对比。

这里首先介绍第一次对比验证。为方便对比，略去方程（15）中的固相质量以及末端集中质量，将

其退化为管内为单相流体的悬臂吸流管道模型，表示为(
mp+mf+ma

)
ẍ−2mfUf ẋ′+mfU2

f x′′+EIx′′′′− (
mfg+mpg−ρfAeg

)
(L− z) x′′+(

mfg+mpg−ρfAeg
)

x′+µA1 ẋ+
1
2

A2ρfD |ẋ| ẋ = 0 (41)

将方程（41）转化为无量纲形式，令

η̃ =
x
L
, ξ =

z
L
, τ̃ =

√
EI
M

t
L2

(42)

η̃ τ̃

τ̃

式（42）中，为与 Kuiper等的[13] 研究保持一致，引入了新的无量纲位移 以及无量纲时间 ，表达式

中 M为单位长度系统总质量，包括 3部分：单位长度管道结构质量 mp、单位长度管道内部流体质量

mf 以及单位长度管道外部附加流体质量 ma，即 M  =  mp+mf+ma。将式（42）代入式（41），可得到内流为

单相内流时悬臂吸流管道振动无量纲方程，表示为
∂4η̃

∂ξ4
−2β̃U

∂2η̃

∂ξ∂τ̃
+U2 ∂

2η̃

∂ξ2
+
∂2η̃

∂τ̃2
− α̃ (1− ξ) ∂

2η̃

∂ξ2
+ α̃
∂η̃

∂ξ
+ ς̃A1

∂η̃

∂τ̃
+ γ̃A2

∣∣∣∣∣∂η̃∂τ̃
∣∣∣∣∣ ∂η̃∂τ̃ = 0 (43)

α̃ β̃ ξ γ̃式中： 为无量纲重力系数， 为无量纲质量比，U为无量纲内流速度， 为无量纲线性阻尼， 为无量纲非

线性流体阻尼，这些无量纲系数可表示为

α̃ =

(
mpg+mfg−ρfAeg

)
L3

EI
, β̃ =

√
mf

M
, U = ufL

√
mf

EI
, ς̃ =

µL2

√
MEI

, γ̃ =
ρfDL
2M

(44)

基于 3.1节提出的结构稳定性数值计算方法，对公式（43）进行数值求解。但 Kuiper等的[13] 研究

表明，在计算系统稳定性时，可忽略式（43）中的非线性流体阻尼项，即 A2 取 0。图 3展示了基于本文

数值计算方法得到的复特征值 Argand图，并将其与 Kuiper等[13] 研究得到的复特征值 Argand图进行了

对比。
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图 3  不同截断模态复特征值 Argand图

Fig.3  Argand diagram of the complex eigenvalues for different truncated modes
 

如图 3所示，当内部流速 U  =  0时，系统的复特征值 λ的实部均小于零，表明结构处于稳定状态；

随着内部流速 U的增加，当 U达到临界流速 Ucr 时，复特征值 λ的实部达到零点，结构发生颤振失稳。

由图 3（a）可看出，当截断模态 N取 1时，基于本文数值方法计算得到的 Ucr 与 Kuiper得到的 Ucr 分别

为 8.91和 8.74；由图 3（b）可看出，当截断模态 N取 2时，基于本文数值方法计算得到的 Ucr 与 Kuiper
得到的 Ucr 分别为 4.48和 4.45。基于以上分析可看出：基于本文数值方法计算得到的内流稳定性特征
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与文献[13]基本一致。同时可以看出：N  =  2时的临界流速仅约为 N  =  1时临界流速的一半，表明至少

需要 2阶及以上模态才能可靠地反映其振动稳定性特征。

下面介绍第二次对比验证，将式（15）进行退化并进行无量纲化处理，得到如下表达式
∂2η̃

∂τ2
+2βU

∂2η̃

∂ξ∂τ
+

[
1+µδ

(
1− ξp

)] ∂4η̃

∂ξ4
+

[
U2−⌢γ(1− ξ)

] ∂2η̃

∂ξ2
+
⌢
γ
∂η̃

∂ξ
= 0 (45)

式（45）中的无量纲变量可表示为

η̃=
x
L
, ξ =

z
L
,
⌢
τ =

√
EI

mp+mf

t
L2
, U =

√
mf

EI
Luf, β=

√
mf

mp+mf
,
⌢
γ =

(mp+mf

EI

) L3

g
, µ=

me(
mp+mf

)
L

(46)

基于 3.1节提出的结构稳定性数值计算方法对公式（45）进行数值求解，并通过特征频率得到管道

⌢
γ

β

发生颤振失稳时的临界速度。图 4给出了当 μ  = 
0.2、ξp  =  0.5以及  =  10时，基于本文数值计算

方法得到的临界速度与 ElNajjar等[32] 的验证结

果对比。由图 4可看出：临界速度 ucr 随 的变化

趋势与文献基本一致。

上述两次对比验证结果表明，本文关于“末

端带集中质量块时内流激励下悬臂吸流管道”振

动稳定性数值计算理论和模型具有可靠性。 

3.2 结构振动稳定性特征分析

本节结构参数与 Gao等[24] 一致。固相颗粒

密度取自 Dreiseitl [33] 对海底结核的物理特征分

析结果，为 3500 kg/m3。流体阻尼系数 A1 与 A2
的取值与 Kuiper等 [13] 研究中的取值保持一

致。固相颗粒阻力系数 CDs 参考 Zhou等的研究取值[34]。本文数值计算所采用的主要物理参数如表 1
所示。
  

表 1  系统参数

Tab.1  Parameters of system
 

量纲参数（单位） 值 无量纲参数（单位） 值

杨氏模量E/pa 2.1×1011 附加质量系数Ca 1.0
管道长度L/m 50 固体颗粒阻力系数CDs 0.9
管道外径D/m 0.24 线性阻尼系数A1 27 000
管道内径d/m 0.21 非线性阻尼系数A2 0.24

固体颗粒直径ds/m 0.1d

管道密度ρp/（kg·m−3） 7800
内部流体密度ρf/（kg·m−3） 1020
内部固体密度ρs/（kg·m−3） 3500

末端集中块质量me/kg 1000
 

为充分认识粗颗粒固液两相内流流动引起的悬臂管道动力学响应特征，本小节首先对粗颗粒固液

两相流在管内的流动特征展开研究。基于前面部分提出的滑移模型，本节集中讨论了处于稳态输送阶

段时管道无量纲内部流速以及进料浓度参数对滑移因子以及局部浓度分布的影响。本节所采用的全部

数值计算参数均基于表 1中得到，图 5（a）给出了处于稳定输送阶段时不同进料浓度 Cv 下滑移因子

β随无量纲内流速度 uf 的变化关系。当内流速度保持不变时，滑移因子 β随进料浓度 Cv 的增加而整体
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图 4  附加质量下悬臂管的临界流验证曲线

Fig.4  Critical flow verification curve of cantilever pipe under
additional mass
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呈上升趋势，但当 Cv 超过 0.3后，该增长趋势趋于缓和。当进料浓度保持不变时，滑移因子 β随 uf 的增

大而单调上升。需要特别指出的是，在 uf ≤0.67的低速阶段，滑移因子会出现负值，表明固相颗粒未能

随液相上升，反而在管道内发生沉降。随着 uf 的增加，当 uf>0.67时，滑移因子迅速增大，并逐渐趋近

于 1，这表明液相对固相的携带能力显著增强。
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图 5  在不同进料浓度下滑移比及局部浓度随内部流速变化特征曲线

Fig.5  Characteristic curves of the slip ratio and local concentration versus internal flow velocity at different feed concentrations
 

图 5（b）展示了处于稳定输送阶段时不同进料浓度 Cv 下管内局部浓度 Cvl 随无量纲内流速度 uf 的
变化趋势。结果表明，在低速阶段（0 < uf ≤ 1），局部浓度随 uf 的减小而迅速升高。这一现象可解释为：

当液相流速较低时，其携带固相颗粒的能力减弱，颗粒更易在管内沉积和聚集，从而导致局部浓度显著

升高。随着 uf 的进一步增加（uf>1），局部浓度 Cvl 逐渐接近进料浓度 Cv，表明固相颗粒运动趋于均匀分

布，输送过程趋于稳定。

图 6给出了进料浓度 Cv 分别为 0.1和 0.3时，随无量纲内流速度变化的管道结构复特征频率

Argand图。图中横轴和纵轴分别表示复特征频率的实部和虚部。实部表示管道固有频率；虚部表示振

动时管道的阻尼特征。系统阻尼比 ζ通常可定义为：ζ =  Im（ω）/Re（ω），这意味着：当 Argand图的其中

一个分支穿过横轴（即 Im（ω） = 0）时，系统的复特征频率虚部 Im（ω）从正值越过 0点变为负值，此时结

构系统阻尼比小于 0，结构将从内流中持续获得能量，进而发生颤振失稳。这种系统阻尼比从正值跨过

0点达到负值引起的颤振失稳模式，通常被称为 Hopf分岔失稳，发生 Hopf分岔的最小流速，记为临界

流速 ucr。
从图 6可以看到，在进料浓度 Cv =  0.1时，管道结构前三阶模态呈现出 Hopf分岔现象，且每阶模态

对应的颤振失稳流速 uf 不同。图 6 （a）表明：当 Cv  =  0.1时，管道前三阶模态对应的临界流速 uf 分别

3.43、6.51、12.39。值得注意的是，图 6 （b）中，当进料浓度 Cv 增加到 0.3时，第四阶模态呈现出 Hopf分
岔现象，前四阶模态对应的临界流速 uf 分别为 2.58、4.43、7.78、15.38。可看出：随进料浓度 Cv 的提

高，会导致高阶模态更易被激发，从而在更高阶数的模态中也出现了颤振失稳。且对于两种不同的进料

浓度 Cv 条件下，管道结构最先在第一阶模态下发生颤振失稳，说明一阶模态的动态特性对系统稳定性

具有主导作用。此外，当 Cv  =  0.1以及 0.3时，管道最先开始失稳临界流速 ucr 分别为 3.43和 2.58，可
见，随着进料浓度 Cv 的增加，临界流速 ucr 呈明显下降趋势。这一现象主要是因为：进料浓度升高所引

起的管内固相密度与总质量的增加，进而增强了系统内部流动所产生的离心力与科里奥利力。其中，离

心力增大会削弱管道的结构刚度，而科里奥利力作为非保守激励源，在吸流条件下会增强系统的能量输

入，导致结构更易进入颤振状态[13]。
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图 6  管道复特征频率随内部流速变化特性

Fig.6  Variation of the complex natural frequency of the pipeline with internal flow velocity
 

为了确保结构稳定性特征计算方法的可靠性，基于 Newton-Raphson 迭代法，图 7分别对结构内流

速度处于临界速度 ucr 前的亚临界内流速度和临界速度 ucr 后的超临界内流速度对应的结构动力学特

征展开了分析。图 7分别给出了图 6（b）中进料浓度 Cv = 0.3时，管道处于亚临界内流速度（uf = 2.57）以

及临界内流速度（ucr = 2.58）对应的结构末端处振动位移。由图 7可以看出，当内流速度处于亚临界区

间时，结构末端位移时程曲线均随时间而逐渐衰减，此时结构振动形式为衰减振动；当内流速度到达临

界流速时，结构末端位移时程曲线均呈现出随时间增加而逐渐放大的特征，此时结构振动呈现出颤振失

稳形式。
 
 

0 500 1000 1500 2000
−2

−1

0

1

2

τ
0 1000 2000 3000 4000

−5

0

5

τ

uf = 2.58uf = 2.57

η(
1)

η(
1)

（a）临界速度前 （b）临界速度后
 

图 7  管道末端振动时间历程曲线

Fig.7  Vibration time-history curve at the free end of the structure
 

图 8给出了四种不同的无量纲端部质量块 κ5 下系统临界流速 ucr 与管道质量 α的变化关系图。由

图可以看出，当 α保持不变时，随着 κ5 的增大，临界流速呈现逐渐上升的趋势，这是因为末端质量的增

大在提高系统整体惯性的同时，也增强了管道结构的有效刚度，从而提升了结构对流动诱导失稳的抵抗

能力。当 κ5 保持不变时，随着 α增大，临界流速亦随之升高，呈现近似抛物线的增长趋势。此外，当

α较大时，κ5 对 ucr 的影响显著增大。这一现象表明，较大管道质量提高了系统的刚度，显著削弱科里奥

利力的影响，从而提升管道的临界流速。
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图 8  在四种不同无量纲端部质量下失稳临界速度随无量纲管道质量 α的变化

Fig.8  Critical flow velocities versus dimensionless pipe mass ratio α under four specified dimensionless end mass parameters
  

4  结　论

本文基于修正的哈密顿原理建立了多相内流激励下垂直吸流管道非线性振动控制方程，使用四阶

Galerkin法对方程进行了时空离散，得到了常微分方程组。将常微分方程组写成矩阵形式，基于特征值

法研究了管道的稳定性特征，并利用 Newton – Raphson迭代法验证了临界流速。本文针对不同无量纲

液相内部流速 uf、进料浓度 Cv、末端质量块ĸ5 以及管道质量 α下管道振动稳定性特征进行了系统分

析。基于以上分析结果，得到如下结论：

（1）当内流速度处于亚临界区间时，系统特征频率虚部均为正值，结构无法从流体中获取能量，其

振动形式为衰减振动；当内流速度处于超临界区间时，系统的一阶特征频率虚部会出现负值，结构会从

流体中持续不断地获取能量，结构发生颤振失稳。

（2）当进料浓度较低时，结构仅在前三阶模态发生 Hopf分岔，系统的临界流速较高，失稳主要集中

在前三阶模态；当进料浓度升高至 Cv =  0.3时，第四阶模态也发生 Hopf分岔，且最小临界流速 ucr 显著

降低；进料浓度升高导致管内固相质量与总质量增加，加强了科里奥利力的作用，使系统更易从内流中

获取能量，进而进入颤振状态。

（3）当管道质量 α保持不变时，系统临界流速 ucr 随无量纲末端质量 κ5 的增大而逐渐上升，表明末

端质量增强了系统惯性与结构刚度；当 κ5 保持不变时，随着管道质量 α 的增大，临界流速显著升高，呈

现近似抛物线的增长趋势，较大管道质量可有效削弱科里奥利力的非保守激励效应，从而提升系统稳定性。

由前面部分的分析可以看出，固液两相流滑移模型可以很好地反映细长柔性采矿管道的稳定性。

现简要阐述固液两相流滑移模型的优缺点。与 CFD方法和实验方法相比，固液两相流滑移模型最大的

优点在于计算时间短、消耗成本低，本文所有工况的计算时间均在一个小时内完成。因此固液两相流

滑移模型更适用于计算实际海洋工程中细长柔性采矿管道的稳定性特性的多工况问题。但是鉴于模型

自身的简化性，固液两相流滑移模型同样存在不足之处，其中最大的不足便是计算精度问题，固液两相

流滑移模型是一种基于试验参数的半经验模型方法，其计算精度受到很多因素制约，如固相颗粒阻力系

数的选取、固相颗粒形状、固相颗粒与管壁的碰撞效应等。如何提高固液两相流滑移模型的计算精度

使其更好地适用于实际海洋工程中，这是一个具有实际工程价值的问题，后续将对该问题进行更深入的

研究，并开展相应的实验以验证该数值模型的准确性。
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