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基于 Ritz–Legendre谱方法的锥柱球组合结构
水下振动分析方法
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（武汉第二船舶设计研究所，武汉 430064）

摘要：针对组合壳结构的振动问题不易获得解析解，同时求解其强耦合声振控制方程难度较大的现状，本文提出

一种 Ritz–Legendre谱方法研究水下锥–柱–球组合壳的振动特性。基于 Reissner壳体理论、虚拟弹簧技术以及

相邻子壳的位移与转角协调关系，建立锥–柱–球组合壳的理论模型。引入 Legendre–Gauss谱单元避免法向导数

不连续的问题，离散 Kirchhoff–Helmholtz边界积分方程，构建水下外声场理论模型。由傅里叶转换和耦合表面

欧拉方程，得到水下组合壳的耦合振动控制方程。与 FEM仿真结果的对比分析, 验证了本文方法的收敛性、可

靠性和正确性。该方法可为工程应用设计阶段提供理论参考。
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Vibration characteristics analysis of underwater combined
shells based on Ritz-Legendre spectral element method

ZHANG Shuai, ZHOU Fu−chang, LI Pei, WANG Zhi−peng
(Wuhan Second Ship Design and Research Institute, Wuhan 430064, China)

Abstract: In  view  of  the  fact  that  it  is  difficult  to  obtain  analytical  solutions  for  vibration  problems  of

combined  shells  and  it  is  hard  to  solve  strongly  coupled  acoustic  and  vibration  control  equations,  a  Ritz-

Legendre  spectral  element  method  was  proposed  to  discuss  the  vibration  characteristics  of  underwater

conical–cylindrical–spherical  shells.  Based  on  Reissner  shell  theory,  virtual  spring  technology  and  the

displacement angle relationship of adjacent subshells, the theoretical structural model of the combined shells

was established. The Legendre spectral element method was introduced to avoid the problem of discontinuity

of normal derivative and discretize the Kirchhoff-Helmholtz boundary integral equation, then the theoretical

model of underwater external sound field was constructed. Based on Fourier transform and coupled surface

Euler  equation,  the  coupled  vibration  control  equation  of  underwater  combined  shells  was  obtained.

Compared  with  FEM  simulation  results,  the  convergence,  reliability  and  correctness  of  this  method  were

verified. This method can provide theoretical reference for engineering application in the design stage.
Key words: conical–cylindrical–spherical  shell;  Ritz-Legendre  spectral  element  method;  free  vibration;

forced vibration; semi-analytical method 
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0  引　言

组合壳作为一种经典实用的结构，在船舶建造、航空航天、桥梁管道等多种工程项目的设计制造中

得到广泛应用。在船舶工业领域，重流体介质中的结构振动与声辐射是热门的研究方向。以形如锥–柱–
球组合而成的水下航行器为例，其外壳与外流场会形成一个复杂的流–固–声耦合物理系统，该系统的低

频振动和噪声辐射与航行器的隐身性紧密相关。因此，如何准确地预报此类问题已成为近些年较为重

要的一个课题。由于组合壳结构不容易获得解析解，同时求解其强耦合声振控制方程难度较大，现有关

于组合壳结构振动的研究多集中在轻流体介质中，从机理上分析重流体介质中组合壳的振动及声辐射

问题的方法较少。综上所述，针对水下组合壳结构的振动问题，开展理论研究具有重要的学术及工程应

用价值。

近几十年来，已有不少科研人员针对简单结构的振动或声辐射问题进行了相关的研究。Li[1] 提出

了一种改进的傅里叶级数法研究两端简支梁的振动特性，此方法计算结果准确可靠，为研究复杂边界的

壳类结构提供了重要的参考价值；王献忠等[2] 以碳玻混杂纤维复合材料板为对象，开展了试验模型的模

态、振动和水下噪声试验测试，试验表明提高碳玻两种纤维的分散度能有效降低结构的振动和声辐射；

李凯等[3] 综合考虑剪切变形和转动惯量，建立了计及静水压力的厚球壳声振耦合模型，分析了厚壁几何

特征和静水压力对大潜深球壳声振特性的影响；叶海林等[4] 基于模态叠加法理论，采用 l1 范数稀疏解

方法，探究了影响水下双层圆柱壳振动声辐射的因素及规律；吴江海等[5] 通过阻抗综合法，建立了管路

–支撑–圆柱壳耦合结构振动计算模型，分析了该结构的振动功率流和声辐射特性；白振国等[6] 采用虚源

法建立了浅水环境中二维圆柱壳的振动声辐射数学物理模型，初步计算了浅水对圆柱壳振动声辐射的

影响规律；Guo[7] 研究了流体负载作用下弹性波在锥壳上的传播和辐射特性；李天匀等[8] 基于波传播法

建立了静水压力下圆锥壳声–固耦合振动模型，通过 Galerkin法求解了不同静水压下的频率特性。

相比简单结构的振声性能分析而言，针对复杂组合壳结构的振动或声辐射研究则少了许多。

Irie等[9] 采用传递矩阵法研究了截顶圆锥–圆柱组合壳的振型及固有频率；Su等[10] 基于一阶剪切理论，

采用 FSE法讨论了多种边界条件下锥壳、柱壳、球壳组合结构的自由振动特性；瞿叶高等[11] 提出了一

种改进的变分法来分析加环肋的锥柱锥组合壳的自由振动；邓乃旗等[12] 基于半解析半数值法研究了水

中环肋锥柱结合壳在低频范围内的结构振动特性；Caresta等[13] 基于波动法和幂级数法分析了潜艇的结

构和声学响应，通过与 FEM方法计算结果的对比，验证了方法的正确性。

现有文献中对复杂组合壳在重流体介质中的振动特性的研究较少。部分研究此类问题的文献也

多采用数值方法或者传统边界元法进行计算，无法回避传统边界元单元节点处的法向导数不连续的问

题，现有关于水下组合壳振动的半解析方法有待进一步完善。

本文以锥–柱–球组合壳结构为研究对象，基于 Reissner壳体理论得到各子壳能量方程，选取勒让德

正交多项式和傅里叶级数的组合形式作为位移惩罚函数，采用虚拟弹簧技术计算边界和相邻子壳处的

势能关系，建立组合壳的结构模型；然后，采用 Legendre–Gauss谱单元避免法向导数不连续的问题，离

散 Kirchhoff–Helmholtz边界积分方程，得到水下的声场模型；接着，通过外部流体声压对结构的外力功

将结构和声场进行耦合，得到重流体环境中的流–固–声耦合模型；最后，采用里兹法求解强耦合控制方

程，即可得到所需的物理量。通过与 FEM数值软件结果的比较，验证本文方法的收敛性和准确性。 

1  理论分析
 

1.1 理论模型描述

zi本文研究的锥–柱–球组合壳正剖面示意图如图 1所示。用正交坐标系（αi, βi,  ）描述组合壳，其中
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z

z

α、β、 分别表示母线方向、周向方向以及径向方向；ui、vi、wi 分别表示各子壳每个方向上的中面位移；

Li、hi 分别表示壳体的长度和厚度，下标 i= 、 c、 s分别表示圆锥壳、圆柱壳和球壳；截顶圆锥壳的小端

γ0半径为 R1，大端半径为 R2，半锥角为 ；圆柱壳

的半径为 R2，球壳的半径为 R2，半开角为 ϕ0。
假设各子壳厚度相等，均由各向同性且匀质等

厚的同种材料构成，弹性模量、泊松比、密度分

别为 E、 μ、ρ。由参考文献[14]可知，当圆柱壳

在水下潜深超过 5倍半径时，自由液面的影响

可以忽略；当圆柱壳位于大潜深区域内，流体静

压的影响才较为明显。本文讨论的工况不在二

者范围之内，因此忽略了自由液面和流体静压

对结构的影响。 

1.2 结构模型

根据图 1所示的组合壳几何模型，可将整个结构划分为三个子壳：圆锥壳、圆柱壳以及球壳。根据

经典 Reissner壳体理论[15]，可以得到各子壳上任意一点的应变与位移的方程：

εαi =
1
Ai

∂ui

∂αi
+

vi

AiBi

∂Ai

∂βi
+

wi

Rαi
(1)
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1
Bi
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1
AiBi

(
vi
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− 1
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∂βi

)
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∂βi
(4)
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1
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(
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− 1
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∂wi
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)
∂Bi
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+

1
Bi

∂

∂βi

(
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Rβi
− 1
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(5)

ταiβi =
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∂

∂βi

(
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AiRαi
− 1

A2
i

∂wi

∂αi

)
+

Bi

Ai

∂
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(
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BiRβi
− 1

B2
i

∂wi
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式中， εαi、εβi、εαβi、kαi、kβi、ταβi 分别表示线应变、切应变、曲率改变量以及扭率改变量， Ai、Bi 为拉梅系

数，Rαi、Rβi 为 αi 和 βi 的曲率半径。

由式（1）~（6）可以得到各子壳的势能 Ui 和动能 Ti 如下：

Ui =
Ki

2

x
s

[
(εαi)

2
+

(
εβi

)2
+2µεαiεβi+

1−µ
2

(εαiβi)2

]
AiBidS+

Di
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x
s

[
(kαi)

2
+

(
kβi

)2
+2µkαikβi+

1−µ
2
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(7)

Ti =
ρhi

2

x
s

(∂ui

∂t

)2

+

(
∂vi

∂t

)2

+

(
∂wi
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式中，Ki=Ehi/（1–μ
2）和 Di=Ehi

3/[12（1–μ2）]分别为子壳的薄膜刚度和弯曲刚度。

在得到各子壳的势能和动能之后，本文引入惩罚函数法[16] 来计算结构连接与边界处的势能问题。

采用三组平动弹簧和一组转动弹簧来保证相邻子壳位移与转角的连续性，还可以通过改变两端边界处

的四组弹簧刚度值来模拟两端复杂的边界条件。

储存在截顶圆锥壳小端和球壳开口处的弹簧势能分别为

Vbz =
1
2

w 2π

0

kzu0uz
2+ kzv0vz

2+ kzw0wz
2+ kzθ0

(
∂wz

∂xz

)2∣∣∣∣∣∣
αz=0

R1dθ (9)

 

Lc

Lz hs

us

ws
hcuc

wc
wz uzhz

o2o1o

R2

R1γ0 φ0

 

图 1  锥–柱–球组合壳正剖面示意图

Fig.1  Schematic diagram of normal section of conical-
cylindrical-spherical combined shells 　　　　 
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Vbs =
1
2

w 2π

0
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R2 sinθdθ (10)

储存在圆锥壳与圆柱壳、圆柱壳与球壳连接处的弹簧势能分别为

Vzc =
1
2

w 2π

0

kzcu
[
uc− (uz cosγ0−wz sinγ0)

]2
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Vcs =
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uz vz wz kzu0
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kzcu kzcv kzcw kzcθ

式中， 、 、 、uc、vc、wc、us、vs、ws 分别表示相应位置处圆锥壳、圆柱壳以及球壳的中面位移； 、

、 、 分别表示截顶圆锥壳小端的三组平动和一组转动弹簧的刚度值；ksul、ksvl、kswl、ksθl 分别表

示球壳开口处的三组平动和一组转动弹簧的刚度值； 、 、 、 分别表示锥–柱壳连接处的三组

平动和一组转动弹簧的刚度值； kcsu、kcsv、kcsw、kcsθ 分别表示柱–球壳连接处的三组平动和一组转动弹

簧的刚度值。

本文选用正交区间[–1,1]上权函数为 1的勒让德多项式构造位移惩罚函数，是因为其本身具有优

良的数学性质[17]，同时能够满足后续结构与声场的适配要求，其表达式具体如下：

ui (αi,βi, t) =
M∑

m=0

N∑
n=0

Tm(αi)
[
Uc

imn cos(nβi)+U s
imn sin(nβi)

]
ejωi t (13)

vi (αi,βi, t) =
M∑

m=0

N∑
n=0

Tm(αi)
[
V c

imn cos(nβi)+V s
imn sin(nβi)

]
ejωit (14)

wi (αi,βi, t) =
M∑
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N∑
n=0

Tm(αi)
[
Wc

imn cos(nβi)+W s
imn sin(nβi)

]
ejωi t (15)

T0(αi) = 1
T1(αi) = αi

(m+1)Tm+1(αi) = (2m+1)αiTm(αi)−mTm−1(αi) m = 1,2,3 · · ·
(16)

Uc
imn U s

imn V c
imn V s

imn Wc
imn W s

imn

式中，Tm（αi）表示第 m阶勒让德多项式，M、N分别表示勒让德多项式的阶数和周向波数的截断数，

、 、 、 、 、 表示广义待定系数，j为虚数单位，ωi 为角频率，t为时间。 

1.3 声场模型

锥柱球组合壳的声场柱坐标系如图 2所示，其中原点 O位于圆柱壳几何轴线的中心。根据

Kirchhoff–Helmholtz边界积分方程[18]，场点 P的声压可以表示为

C (P) p (P) =
w

S

[
p (Q)

∂G (P,Q)
∂nQ

−G (P,Q)
∂p (Q)
∂nQ

]
dS (Q) (17)

 

r

O z O

θ

Fluid
Q (rQ, θQ, zQ)

P (rP, θP, zP)

 

图 2  锥柱球组合壳声场坐标示意图

Fig.2  Sound field coordinate diagram of conical-cylindrical-spherical combined shells
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C (P) =



0 P ∈ Va

1 P ∈ Vb

1/2 P ∈ S q

1+
w

s

∂

∂nQ

(
1

4πrPQ

)
dS (Q) P ∈ S q0

(18)

rQ θQ zQ rP θP zP nQ

S q0

rPQ

式中，Q（ ,  ,  ）为结构表面一点，P（ ,  ,  ）为声场任意一点，G（P, Q）为自由空间格林函数， 为

Q点的外法线方向，Va 表示组合壳内部区域，Vb 表示流场域，Sq 表示组合壳的光滑表面， 表示组合壳

的边缘或拐角， 表示 P点与 Q点的空间距离。

自由空间的格林函数方程如下：

G(P,Q) =
e−jk f rPQ

4πrPQ

(19)

式中，kf =ω/cf 表示波数，ω 表示圆频率，cf 表示流体声速。

由几何关系可知：

rPQ =

√
r2

Q+ r2
P−2rQrP cos(θQ− θP)+ (zQ− zP)2 (20)

p(r, θ,z) w(r, θ,z)对于轴对称结构的辐射问题，可以将结构表面压力 和径向位移 展开为周向角度的

傅里叶级数：

p(r, θ,z) =
+∞∑

n=−∞

pn (r,z)ejnθ (21)

w(r, θ,z) =
+∞∑

n=−∞

wn (r,z)ejnθ (22)

结构表面的声压 p（Q）与其表面的位移 w（Q）满足欧拉方程：
∂p (Q)
∂nQ

= ρ fω
2w (Q) (23)

式中，ρf 表示流体的密度。

将式（19）、（21）、（22）、（23）代入到式（17）：

C(P)
∑

n

pn(P)einθp =
∑

n

w
S

[
pn(Q)

∂G
∂nQ
−ρ fω

2w (Q)G
]
ein(β+θp)dS (Q) (24)

θQ θP式中，β= – 。

对格林函数以及其法向导数进行傅里叶变换：

gn =

2πw
0

G(P,Q)einβdβ (25)

hn =

2πw
0

∂G(P,Q)
∂nQ

einβdβ (26)

将式（25）~（26）代入式（24），化简得到

C(P)pn(P) =
w
Γ

[
pn(Q)hn−wn(Q)gn

]
rQdΓ (27)

式中，Γ为锥–柱–球组合壳的母线，gn 和 hn 分别为格林函数及其法向导数的积分。

为了求解公式（27），需要对其进行离散。为了使计算过程简便可行，保证结果准确可靠，此处沿着

锥–柱–球组合壳母线方向，将每个子壳均划分为 Ns 段，且每段结构与谱边界元单元在几何上保持一

致。由于分段导致相同子壳相邻两段之间产生的势能，可以参照式（11）得到。

本文选用 Legendre–Gauss单元作为谱单元，不仅能保证所取谱点对应于高斯勒让德求积公式的求

值点，而且可以避开传统边界元单元节点处的法向导数不连续的问题[19]。第 k个谱单元上的局部物理

量可以表示为
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rk (ζ) =
I∑

i=0

Ni (ζ)rik (28)

zk (ζ) =
I∑

i=0

Ni (ζ)zik (29)

pk (ζ) =
I∑

i=0

Ni (ζ)pik (30)

Ni (ζ) =
I∏

j=0, j,i

ζ − ζ j

ζi− ζ j
(31)

式中，rk（ζ）、zk（ζ）、pk（ζ）、rk、zk、pk 分别为第 k个单元上任一点和谱点的 r坐标值、z坐标值和声压值，

Ni（ζ）为形函数，I+1和 ζi 分别为对应 Legendre多项式的次数和根，ζ 为局部坐标自变量参数。

将式（28）~（31）代入式（27），经过化简可以得到声场控制方程：

Cpn=Hn pn−Gnwn (32)
式中，C表示几何系数矩阵，Hn 和 Gn 分别表示与声压有关的系数矩阵和与径向位移有关的系数矩阵，

pn 和 wn 分别表示声压系数向量和位移系数向量。 

1.4 声固耦合模型

在重流体环境中，求解结构的振动以及声学问题时，必须考虑流体声压与结构的相互作用。由功

能关系得到所有谱单元上流体声压对结构的功Wfa：

W f a =

Ns∑
k=1

x
sk

(
WT

n Pn

)
dS (33)

本文采用简谐点激励分析锥–柱–球组合壳的振动特性。点激励力对结构的功Wfe 可以表示如下：

W f e =
x

s

(
Fuiui+Fvi vi+Fwiwi

)
δ
(
αi−α f e,βi−β f e

)
dαidβi (34)

WT
n式中， 和 Pn 表示位移和声压的装配矩阵，Fui、Fvi、Fwi 分别是点激励在轴向、周向、径向的分力，δ表

示狄拉克函数，（αfe, βfe）是点激励施加的位置坐标。

至此，可以得到水下锥–柱–球组合壳的拉格朗日能量方程：

Λ =

Ns∑
k=1

(Uik −Tik)+
Ns−1∑
k=1

Viik +Vzc+Vcs+Vbz+Vbs (35)

式中，Uik、Tik 分别表示分段后每段子壳的应变能和动能，Viik 表示分段后相同子壳相邻两段之间的势能。

根据里兹法和哈密顿原则，相关待定系数可以通过数学变分的过程得到：
∂Λ

∂q
= 0 (36)

然后可以得到锥–柱–球组合壳的流–固–声耦合控制方程：(
K−ω2 M+Fa

)
q = Fe (37)

式中，q表示全局待定系数向量，K为结构的刚度矩阵，M为结构的质量矩阵，Fe 表示广义力向量，Fa 表

示流体声压作用矩阵。

求解公式（37）即可得到水下锥–柱–球结构的自由振动以及受迫振动特性。 

2  数值计算与讨论

R2 R3
i

本章通过一些数值算例来验证本文方法计算水下锥–柱–球组合壳振动问题的收敛性及正确性。

取无量纲频率 Ω=ω [ρ（1−μ2）/Ε]0.5，无量纲平动弹簧刚度参数 Γit=kt /D，无量纲转动弹簧刚度参数
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Γir=KrRi/D。kt、Kr 分别表示三组平动和一组转动弹簧的刚度值，Ri 为子壳半径，Di 为弯曲刚度。四组

弹簧无量纲刚度值及其对应的边界条件如表 1所示。表中 F表示自由边界，S表示硬简支边界，C表示

固支边界。锥柱球组合壳两端沿圆周方向线性分布一周的线弹簧，如图 3所示，Γiu0、Γiv0、Γiw0、Γiθ0 分
别表示限制锥壳端轴向、周向、法向以及转角的无量纲平动弹簧刚度参数，Γiul、Γivl、Γiwl、Γiθl 分别表示

限制球壳端轴向（母线方向）、周向、法向以及转角的无量纲平动弹簧刚度参数。当上述刚度参数分别

选取表 1中的数值时，即可实现不同边界条件的模拟。
 
 

表 1  弹簧无量纲刚度值及相应的各种边界条件

Tab.1  Non-dimensional spring stiffness value and corresponding boundary conditions
 

边界条件
弹簧无量纲刚度参数

Γiu0, Γiul Γiv0, Γivl Γiw0, Γiwl Γiθ0, Γiθl
F 0 0 0 0

S 103 103 103 0
C 103 103 103 103

 

 
 

vz

wz uz

vc
wc

uc

vs
ws

us

Γiu0

Γiw0

Γiw1
Γiu1

Γiv1Γiθ1

Γiv0
Γiθ0

 

图 3  锥柱球组合壳两端边界条件示意图

Fig.3  Schematic diagram of boundary conditions at both ends of conical-cylindrical-spherical combined shells
 
 

2.1 方法收敛性分析

Lz

首先验证本文方法的收敛性。以锥–柱–球组合壳结构在真空中的自由振动为例验证本文方法的

收敛性。选取组合壳的几何参数和材料参数如下：R1=0.4 m，  R2=1 m， =1.2 m，Lc=2.5 m，hz= hc=
hs=0.01 m，γ0=30°，ϕ0 =30°，E=210 GPa，μ=0.3，ρ =7800 kg/m

3。取子壳分段数 Ns=4，改变 M大小得到不

同阶数的固有频率，同时采用 FEM法进行了结果对比验证，具体如表 2所示。其中相对误差公式为

Error=|fp−f |/f×100%，fp 和 f分别表示本文方法和 FEM方法的计算结果。
 

表 2  真空锥–柱–球组合壳自由振动前八阶无量纲频率

Tab.2  First eight dimensionless frequencies of free vibration of conical-cylindrical-spherical
shells with C-C boundary condition  　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   

 

边界

条件

模态

阶数

固有频率

M×N
FEM Error

3×10 4×10 5×10 6×10

C–C

1 0.079 96 0.079 64 0.079 52 0.079 48 0.079 52 0.047%

2 0.085 37 0.085 16 0.085 10 0.085 09 0.085 07 0.027%

3 0.100 44 0.099 85 0.099 57 0.099 45 0.099 54 0.091%

4 0.108 99 0.108 85 0.108 81 0.108 81 0.108 73 0.071%

5 0.143 48 0.143 38 0.143 35 0.143 35 0.143 20 0.100%

6 0.147 23 0.145 86 0.145 07 0.144 70 0.144 79 0.062%

7 0.169 10 0.168 37 0.168 16 0.168 10 0.168 10 0.001%

8 0.181 14 0.180 23 0.179 75 0.179 59 0.179 67 0.045%
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分析表 2数据可知，锥–柱–球组合壳自由振动的无量纲固有频率随截断数 M的增大而逐渐趋于稳

定，最终收敛结果与 FEM的计算结果吻合较好。可以发现，当 M=6，N=10时已满足计算精度的要求，

因此在后文计算中位移惩罚函数的截断数取上述数值。另外，从图 4可以看出，本文方法得到的振型

与 FEM所得基本一致，表明该方法对于求解真空中组合壳结构的振动问题具有较高的准确性和适用

性，能够为后文计算组合壳的强耦合模态提供技术支撑。
 
 

（a）Present Ω1=0.495 43 （b）FEM Ω1=0.495 20

（c）Present Ω2=0.758 06 （d）FEM Ω2=0.757 95
 

图 4  真空中 C–C边界下两种方法部分固有频率的振型对比图

Fig.4  Comparison of vibration modes of partial natural frequencies of two methods under C-C boundary in vacuum
  

2.2 水下锥–柱–球组合壳的自由振动分析

组合壳的模型参数与 2.1节相同。海水的密度和声速分别为 ρf =1025 kg/m
3，Cf =1500 m/s。声学

边界单元上的 r坐标、z坐标和声压均采用 I=2的 Legendre–Gauss单元展开。组合壳两端没有封口，假

设两端有虚拟的刚性声障板保证整个结构闭合。经本文方法和 FEM计算，得到水下锥-柱-球组合壳在

F–F和 S–S边界条件下的前 8阶无量纲固有频率，具体如表 3所示（自由振动的刚体模态已剔除）。
 
 

表 3  水下锥–柱–球组合壳自由振动前八阶无量纲频率

Tab.3  First eight dimensionless frequencies of free vibration of underwater conical-
cylindrical-spherical combined shells  　　　　　　　　　　　　　　　　  

 

模态m
边界条件

F–F S–S
Present FEM Error 1 Present FEM Error 2

1 0.013 21 0.013 53 2.422% 0.039 58 0.039 95 0.934%

2 0.020 49 0.020 72 1.145% 0.045 17 0.045 76 1.304%

3 0.039 42 0.039 88 1.181% 0.045 58 0.046 02 0.963%

4 0.039 92 0.040 32 1.013% 0.060 29 0.060 97 1.130%

5 0.045 30 0.045 75 1.002% 0.061 37 0.061 87 0.809%

6 0.054 17 0.054 73 1.028% 0.082 39 0.081 90 0.588%

7 0.061 07 0.061 87 1.305% 0.084 27 0.085 39 1.329%

8 0.078 26 0.078 92 0.849% 0.096 97 0.097 38 0.416%
 

由表 3的数据可以看出，F–F和 S–S边界条件下两种方法求得的无量纲频率相差较小，表明了本

文方法的准确性。图 5给出了 S–S边界条件下，水下组合壳的某阶振型对比图，可以发现二者吻合较

好，表明了本文方法的可靠性。另外，对比表 2和表 3中的误差可以发现，水下的结构固有频率的误差

相比真空中要大，这是由于二者动力学控制方程不一样导致的，真空中的动力学方程属于线性方程可通

过传统的特征值方法直接求出，而水下的动力学方程属于非线性方程，需要通过迭代或者搜根的方式求
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出，因此在计算精度上会有一定的差别。

将 S–S边界下水中和空气中的固有频率进行比较，如图 6所示，可以发现重流体介质对结构的振

动具有显著的影响。水中组合壳结构振动的固有频率明显小于同阶空气中的固有频率，这是由于附连

水效应导致的。本文方法可为准确分析附连水效应，揭示其物理机理提供参考价值。 

2.3 水下锥–柱–球组合壳的受迫振动分析

组合壳的模型参数可以参照 2.2节。在 1.1节物理模型的局部坐标系下，选取观测点 A（5/6Lz, 0）、
B（π/6, 0），分别位于锥壳和球壳上。单位简谐点激励 Fe= e

jωt，沿柱壳 zc 负方向作用于 C（1/2Lc, 0）点
处。取组合壳的边界条件为 S–C，简谐激励力频率为 1~100 Hz，扫频间隔为 1 Hz。定义径向位移级

W=20log10（|w|/w0），参考位移 w0=10
−12 m。观测点 A、B点的谐响应如图 7所示。

由图 7可见，本文方法和 FEM得到的 A、B两点的频响曲线，除了少数峰值因数值误差有些出入

外，绝大部分都吻合较好，证明了该方法的适用性和准确性。 

3  结　语

本文提出了一种 Ritz–Legendre谱方法对水下锥–柱–球组合壳的自由及受迫振动问题进行了分

 

（a）Present Ω3=0.096 97 （b）FEM Ω3=0.097 38
 

图 5  水中 S–S边界下两种方法某阶固有频率的振型对比图

Fig.5  Comparison of vibration modes of natural frequency
of two methods under S-S boundary in water  　　  
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图 6  S–S边界水中和空气中前 8阶固有频率对比图

Fig.6  First  eight-order  dimensionless  frequencies  of  conical-
cylindrical-spherical combined shells in water and air
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图 7  S–C边界水下锥–柱–球组合壳的受迫振动响应

Fig.7  Forced vibration response of conical-cylindrical-spherical combined shells with S-C boundary condition in water
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析。首先，基于 Reissner壳体理论和虚拟弹簧技术建立了组合壳的结构模型，然后引入 Legendre谱单

元法离散 Kirchhoff–Helmholtz边界积分方程，得到声场控制方程。Legendre–Gauss谱单元具有方便求

解积分、避免节点处的法向导数不连续的优点。最后，采用里兹法求解耦合控制方程，可以得到所需组

合壳的相关物理量，将本文计算的频率、振型以及谐响应曲线与 FEM数值软件结果进行对比，能够清

楚地看到吻合较好，从而验证了本文方法的收敛性和准确性，即 Ritz–Legendre谱方法求解水下组合壳

的振动问题具有很好的收敛性、适应性和准确性。研究结果可为进一步进行水下复杂结构的声辐射研

究提供方法依据。
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