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摘要：为考虑孔隙介质对波浪传播变形带来的衰减效应,在渗透介质流体的控制方程中引入线性阻力、非线性

阻力和惯性力。自由表面采用精确的运动学和动力学边界条件，水底边界条件采用精确的动力学边界条件，自

由水体和渗透介质水体之间满足垂向速度连续、水平速度满足动量相等条件。首先推导最高空间导数为 3的
以两组计算速度表达的适合单层渗透海床波浪运动的三维Boussinesq型水波方程。其次，对新给出的方程进

行傅里叶分析，并将方程的相速度及衰减率与 Stokes线性波的解析解进行比较。在 1%误差下，相对水深 h2/h1=
0.1~10，方程的解析解在无因次水深 h1/L<1.0（深水波长 L=gT 2/（2π））范围内与 Stokes线性波的解析解都有较好

的吻合，这超过了历史文献中任一个Boussinesq型水波方程的适用范围。进而建立立面二维水槽数值模型，并

利用预报-校正-迭代的有限差分方法对数值模型进行求解，在变量对时间的导数求解中选择混合四阶Adams-
Bashforth-Moulton格式。最后，利用数值模拟再现波浪在渗透地形上的传播变形，并与相关试验结果进行比

较，二者吻合程度较高。
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Abstract: In order to consider the attenuation effect of the pore medium on the wave propagation deforma⁃
tion, linear resistance, nonlinear resistance and inertial force are introduced in the governing equations of the
permeable medium fluid. The exact kinematic and kinetic boundary conditions are used on free surface, and
the exact kinetic boundary conditions are adopted on the underwater boundary conditions, and the vertical ve⁃
locity satisfies the continuity and the horizontal velocity satisfies the momentum equality condition between
the free water and the water in permeable medium. Firstly, the three-dimensional Boussinesq-type water-
wave equations expressed in two sets of computational velocities with the highest spatial derivative of 3 were
derived to suit the wave motion of single-layer permeable seabed. Secondly, Fourier analysis was performed
on the newly-presented equations, and the phase velocities and decay rates of the equations were compared
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with the analytical solutions of Stokes linear waves. The analytical solutions of the equation are in good agree⁃
ment with the analytical solutions of Stokes linear waves in the range of a dimensionless water depth of h1/L<
1.0 (deep water wavelength L=gT2/(2π)) at 1% error with a relative water depth of h2/h1=0.1-10, which ex⁃
ceeds the range of applicability with any Boussinesq-type model in history. Further, a numerical model of the
two-dimensional flume was developed and the numerical model was solved using a prediction-correction-it⁃
erative finite-difference method, and a composite fourth-order Adams-Bashforth-Moulton scheme was cho⁃
sen for time iteration. Finally, the wave evolution over the permeable terrain was simulated and numerical
simulations were carried out. Comparison with the relevant experimental results shows a good agreement.
Key words: permeable seabed; damping rate; phase speed; numerical model

0 引 言

Boussinesq型水波方程（以下简称BT方程）是一类模拟近岸波浪的时域计算工具，自Peregrine[1]推
导出适合变水深的弱色散弱非线性BT方程以来，此类方程经历了 55年的发展，已被证实是海岸波浪

水动力模拟的成熟工具。国内外学者在理论层面建立了适合非渗透海床的BT方程、渗透海床上的

BT方程，甚至适合密度分层的Boussinesq内波方程等，并建立起相应的数值计算模型，用于波浪或内

波模拟。关于BT方程在理论和应用等方面的综述，可参见文献[2-3]。
作为一种计算波浪在渗透海床上传播变形的方程，当前历史文献中的Boussinesq方程在色散特征

方面主要有Padé[2，2][4-8]和Padé[4，4][8]两种。刘忠波等[8]给出了三组适合渗透地形的Boussinesq水波方

程，其中两组方程的色散关系式是 Padé[2，2]型，一组是 Padé[4，4]型。然而，在适用不同渗透海床时，

必须对其中特征速度所处水深位置对应的参数重新选取，以期获得更佳的色散性和衰减率特性[6-8]。
在去掉渗透海床中的阻力相关项后，刘忠波等[8]的方程可退化为双层BT方程[9]。Liu和Fang[9]推导的双

层BT方程在色散性能上得到了较大的突破，但受限于垂向速度被低阶的水平速度替换，方程的非线

性适用水深范围较小。为此，将垂向速度保留在方程中，一些具有强非线性强色散特征的多层BT模
型被开发了出来[10-13]。显然，伴随层数的增加，这些方程具有绝佳的线性和非线性性能，并且在适用水

深方面是没有限制的。Liu等[12]在不同水深位置处直接选用泰勒展开的方法，可重现较多 BT方

程[8-9，14-15]的推导，因此各类BT方程的推导均可借鉴Liu等[12]的做法。

从刘忠波等[8]去掉渗透介质中阻力项后的方程转变为Liu和Fang[9]适合非渗透情况下的双层BT方
程这一做法来看，将适合非渗透地形的更高精度的双层模型[11]反转回来考虑渗透地形的影响是自然

而然的。从实际出发，考虑到超过 1倍波长的水深后，渗透地形的衰减率大大降低并且接近 0，因此仅

考虑单层渗透地形情况，我们将开展新BT方程的推导、分析和建模及应用等研究工作，以期获得更佳

的水波方程性能。

1 方程的推导

在笛卡尔坐标系下，图 1给出了波浪在渗

透海床上传播的示意图。波面升高为η（x，y），

总体静止水深为 h（x，y），上部自由水体深度为

h1（x，y），下部渗透海床的厚度为 hs=h2（x，y），孔

隙率为 n，惯性阻力系数为 cm，渗透介质对波浪

衰减的阻力为 (γ1 +γ2 || u s )u s，其中 γ1为线性阻

力系数，γ2为非线性阻力系数，us为渗透介质中

的水流速度。

图1 波浪在渗透海床上的传播

Fig.1 Wave propagation on permeable seabed

z=0
z=-h1(x, y)
z=-h(x, y)

η ( x, y )

zα1 =-h1 /2

zα2 =-h1 -h2 /2
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1.1 控制方程

根据前人研究成果[11，16]，在自由表面处，流体满足精确的运动学和动力学边界条件可写为

ηt + U ⋅ ∇η - wη (1 + ∇η ⋅ ∇η ) = 0 (1)
U t + g∇η + 12 ∇ [U ⋅ U - wη

2 (1 + ∇η ⋅ ∇η ) ] = 0 (2)
U = uη + wη∇η (3)

方程中，U是定义在自由表面处速度势的水平梯度，uη和wη是定义在自由表面处的水平速度和垂向速

度，g是重力加速度，∇为水平算子。

在连接界面 z=-h1（x，y）处，满足垂向速度相等和水平动量方程相等[4，8]，由于方程的非线性特征均

体现在上部自由表面处，这些相等条件可改写为

  w1b +  u1b ⋅ ∇h1 = n (w2u + u2u ⋅ ∇h1 ) (4)
u1bt = cru2uy + Ru2u (5)

式中，速度（u1b，w1b）和（u2u，w2u）分别为上部流体和下部流体在交界面处的流速，R=γ1 +γ2 || u2u ，cr = 1+
cm。公式（4）与文献[4]和文献[8]中的表达式完全一致，限于篇幅不再赘述。渗透介质中流体和上部自

由流体满足的关系式（5）为简化形式，如再考虑增加非线性项，势必导致最终方程过于复杂。

在水底，方程满足不可穿透边界条件：

u2b ⋅ ∇h + w2b = 0,  z = -h (6)
式中，（u2b，w2b）定义为在水底边界处的速度。

自由表面处速度与静止水位处的速度（u10，w10）之间的关系可写为

uη = u10 + η∇w10    - 12 η2∇2u10   -
1
6 η3∇3w10   (7)

wη = w10 - η∇ ⋅ u10 - 12 η2∇2w10 +
1
6 η3∇3u10   (8)

1.2 以两组计算速度表达的流体速度场

取每层中间水体中的速度（垂向和水平）作为控制速度，基于这两组速度关于垂向坐标 z做泰勒展

开可表达出全部流场[11-12]，进一步引入计算速度（ui*，wi*）取代中间水深的速度，最终可得：
u i (x, z, t ) = (J01αi + ∇zαiJ11αi )u*i + (J02αi + ∇zαiJ12αi )w*i    
wi (x, z, t ) = (J01αi + ∇zαiJ11α1 )w*i - (J02αi + ∇zαiJ12αi )u*i (9)

式中，i=1或2分别代表上层水体和下层水体。式（9）中的参量可表达为

J01αi = 1 - ( )1
2 ψi

2 - 1
10 hi 2 ∇2, J02αi = ψi∇ - ( )1

6 ψi
3 - 1

10 hi 2ψi ∇3

J11αi = ψi∇ +    ( )1
10 hi 2ψi + 15 αihψi

2 (1 + ∇di - 1∇zαi ) -
1
2 ψi

3 ∇3

J12αi = ( )- 15 αihψi (1 + ∇di - 1∇zαi ) + ψi
2 ∇2      

(10)

式中，ψi = z- zαi，zα1 =-h1 /2，  zα2 =-h1 - h2 /2 ，d0 = 0，d1 = h1。
式（9）表示了方程在自由水体和在渗透介质水体中用计算速度表达的速度场，将 z=-h1代入式

（9），并将结果代入连接关系式（4）和（5）中，则可以得到以计算速度（u1*，w1*）和（u2*，w2*）在界面上表达

的连接方程：

{ uα2 + ( -h1 - zα2 ) (∇wα2 + ∇zα2∇ ⋅ uα2 ) + 12 ( -h1 - zα2 )2 [ -∇2uα2     + 2∇zα2∇2wα2 ] +  
1
6 ( -h1 - zα2 )3 ( -∇3wα2 - 3∇zα2∇3uα2 ) } t + (γ1 + γ2 || uα2 ) { uα2 + ( -h1 - zα2 ) (∇wα2 +
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∇zα2∇ ⋅ uα2 ) + 12 ( -h1 - zα2 )2 [ -∇2uα2     + 2∇zα2∇2wα2 ]   + 16 ( -h1 - zα2 )3 ( -∇3wα2 - 3∇zα2∇3uα2 ) } =
{ uα1 + ( -h1 - zα1 ) (∇wα1 + ∇zα1∇ ⋅ uα1 )    + 12 ( -h1 - zα1 )2 ( -∇2uα1   + 2∇zα1∇2wα1 ) +

   
1
6 ( -h1 - zα1 )3 ( -∇3wα1 - 3∇zα1∇3uα1 ) } t   

(11)

n { wα2 + ( -h1 - zα2 ) ( -∇ ⋅ uα2 + ∇zα2 ⋅ ∇wα2 ) + 12 ( -h1 - zα2 )2 ( -∇2wα2 - 2∇zα2 ⋅ ∇2uα2 ) +
1
6 ( -h1 - zα2 )3 (∇3uα2 - 3∇zα2 ⋅ ∇3wα2 ) } + n { uα2 + ( -h1 - zα2 ) (∇wα2 + ∇zα2∇ ⋅ uα2 ) +   
1
2 ( -h1 - zα2 )2 ( -∇2uα2 + 2∇zα2∇2wα2 )   + 16 ( -h1 - zα2 )3 ( -∇3wα2 - 3∇zα2∇3uα2 ) } ⋅ ∇h1 =
wα1 + ( -h1 - zα1 ) ( -∇ ⋅ uα1 + ∇zα1 ⋅ ∇wα1 ) + 12 ( -h1 - zα1 )2 ( -∇2wα1 - 2∇zα1 ⋅ ∇2uα1 ) +
   
1
6 ( -h1 - zα1 )3 (∇3uα1 - 3∇zα1 ⋅ ∇3wα1 ) + { uα1 + ( -h1 - zα1 ) (∇wα1 + ∇zα1∇ ⋅ uα1 ) +

 
1
2 ( -h1 - zα1 )2 ( -∇2uα1 + 2∇zα1∇2wα1 ) + 16 ( -h1 - zα1 )3 ( -∇3wα1 - 3∇zα1∇3uα1 ) } ⋅ ∇h1

(12)

将 z=-h代入式（9），并代入式（6）中则可得到水底的控制方程，具体可写为

(1 - ( )1
2 ( -h - zα2 )2 -

1
10 ( zα2 + h1 )2 ∇2 )w*2 - ( ( -h - zα2 )∇ - ( 16 ( -h - zα2 )3 -
)1

10 ( zα2 + h1 )2 ( -h - zα2 ) ∇3 )u*2 + ∇h ( (1 - ( )1
2 ( -h - zα2 )2 -

1
10 ( zα2 + h1 )2 ∇2 )u*2 +

( ( -h - zα2 )∇ - ( )1
6 ( -h - zβ )3 -

1
10 ( zα2 + h1 )2 ( -h - zα2 ) ∇3 )w*2 ) + ∇zα2 ( ( -h - zα2 )∇ +

( )1
10 ( zα2 + h1 )2 ( -h - zα2 ) -

1
5 ( zα2 + h1 ) ( -h - zα2 )2 (1 +

∇h1
zα2
) - 12 ( -h - zα2 )3 ∇3 )w*2 -

∇zα2 ( )1
5 ( zα2 + h1 ) ( -h - zα2 ) (1 +

∇h1
∇zα2 ) + ( -h - zα2 )

2 ∇2u*2 = 0

(13)

将 z=0代入式（9），则可以得到（u10，w10）与计算速度（u1*，w1*）的关系表达式，这里不再给出。由波

面位移η和 8个速度变量（uη，wη）、（u10，w10）、（u1*，w1*）、（u2*，w2*）组成的 9个控制方程联合在一起，构成

了适合单层渗透海床上波浪传播的高阶Boussinesq水波方程。当将所有的阻力项去除后，方程退化为

Liu和Fang[11]的模型。

2 方程的相速度和衰减率

在定常水深情况下，对以上方程忽略非线性情况下的垂向 2D展开分析，我们可以获得方程的色

散关系式，相关分析的方法可详见文献[8]。本文方程的色散关系式相对较为复杂，这里就不再给出具

体表达形式。Gu和Wang[17]的解析解详见下面的表达式：

ω2   - gKtanh (Kh ) = in
a1 /ω - icr tanhKhs (gK - ω

2 tanh (Kh ) ) (14)
式中，K=Ksr+iKi为复数波数，实部Ksr与波长有关系，虚部Ki与解析衰减率相关。

将方程的色散关系式求得的波数Kb=Kbr+iKbi与K=Ksr+iKi进行比较，当孔隙率 n=0.5，γ1=5，S=ωn/γ1，
渗透介质厚度h2与自由水深h1的比值是0.5、1、2和10时，方程的相速度和衰减率与解析解的比较结果
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见图 2~5。从这些图中可以清晰地看出：一方面，本文Boussinesq型方程具有极高的色散精度和衰减

率特性，其综合性能超越了当前文献[5-6，8]给出的BT方程的适用范围；另外一方面，方程中速度变量的

位置并不需要特殊设置，这一点与文献[5，8]相比存在更大的优势。

3 数值模型求解和模型验证

3.1 数值模型求解

由于这些方程与前期我们开展的多层模型[12]具有类似的结构，除在水平连接方程上存在差异外，

其他所有方程表达式都是类似的，本文这些方程求解均采用与Liu等[12]完全一样的格式。而水平连接

方程的求解上采用了时间步进格式，在求解方程矩阵时，亦是采用了三对角追赶法。利用预报-校正-

K s
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K i
h 1
/S

（a）相速度 （b）衰减率

图3 无因次相速度和衰减率（h2/h1=1）
Fig.3 Dimensionless phase velocity and decay rate（h2/h1=1）

图2 无因次相速度和衰减率（h2/h1=0.5）
Fig.2 Dimensionless phase velocity and decay rate（h2/h1=0.5）
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(b) 衰减率

（a）相速度 （b）衰减率

K s
r/K b

r

K i
h 1
/S

图4 无因次相速度和衰减率（h2/h1=2）
Fig.4 Dimensionless phase velocity and decay rate（h2/h1=2）

（a）相速度 （b）衰减率

K s
r/K b

r

K i
h 1
/S

图5 无因次相速度和衰减率（h2/h1=10）
Fig.5 Dimensionless phase velocity and decay rate（h2/h1=10）
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迭代的有限差分方法对数值模型进行求解，在变量对时间的导数求解中选择混合四阶Adams-Bash⁃
forth-Moulton格式，这些方法的具体求解也可详见文献[13，18-19]。本文采用了Hsiao等[20]的域内造波

技术，并在计算水槽两段边界上均采用了海绵边界层吸波。

3.2 模型验证

3.2.1与Hsiao等[5]的实验结果比较

Hsiao等[5]开展了波浪在渗透潜堤上传播变形的物理模型实验研究。在实验中，潜堤的前坡坡度

是 1∶8.89，而后坡坡度是 1∶5.93，实验中最大水深为 0.175 m，三角形潜堤上的最小水深为 0.04 m，渗透

潜堤是由直径约为 1.9 cm的石子组成，孔隙率 n=0.42，γ1=5.83 s-1，γ2=46.2 m。规则波周期为 1 s，波高

为 2.7 cm。在模拟中，时空步长分别采用 0.01 s和 0.02 m。计算结果与实验结果的对比见图 6。整体

来看，本文数值模型模拟结果与实验结果的吻合程度良好。

3.2.2与Sawaragi和Deguchi[21]的实验结果比较

为进一步检验本文模型，数值模拟了 Sawaragi和Deguchi[21]的实验工况。实验中的水槽长、宽、高

分别 30 m、0.7 m和 0.9 m。水槽内铺设一段长 3.5 m、厚 0.15 m的粗颗粒海床，颗粒粒径为 1.8 cm，海床

上的水深为 0.15 m。本文选取入射波高Hi为 3.58 cm，周期T=1.0 s和 1.5 s，孔隙率 n为 0.4的数据设定

进行数值模拟，数值模拟中取 γ1=1.5 s-1，γ2=3 m。数值模拟结果与实验数据的比较见图 7，由图 7可
见，数值结果（波高）沿波浪传播方向与实验数据的吻合程度良好，这反映出本文模型能较好再现波浪

在渗透海床上传播变形的全过程。
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图6 不同位置处模拟波面与实验数据的比较

Fig.6 Comparison of simulated surface elevations with experimental data at different positions
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4 结 论

本文推导了一组适合单层渗透海床的高阶Boussinesq水波方程，并进行了理论分析、数值计算及

数值模拟，得出以下主要结论：

（1）在h2/h1=0.2~10范围内，本文方程具有更精确的相速度和衰减率，整体性能超越了历史上所有

适合渗透Boussinesq水波方程的性能。与传统的方程相比，本文方程多了垂向速度，解决了下层厚度

与自由水体厚度比值不同导致的调参问题，确保了新方程具有精准的衰减率。

（2）数值再现了几组典型渗透地形上的波浪演化过程，数值模拟与相关试验结果的良好对比，验

证了本文的数值模型。

此外，本文结论仅建立在已有的实验数据对比基础上，更广泛的模拟与数值分析工作将在后文展

开，特别是经验参数的选取对结果的影响将予以重点考虑。
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