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基于高斯分布测点的水下矩形板声辐射预报研究
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摘要：有限测点信息条件下精准预报水下结构辐射声场对结构减振降噪研究十分重要。本文以矩形板为研究对

象，提出采用高斯积分点分布策略布置测点的方法，并采用 L1 范数稀疏解重构结构表面振速场，结合声振传递函

数实现水下结构振动辐射声场预报。针对有限测点信息条件，分析截断模态阶数、测点数目和测点布置方式对

振动辐射声场预报值准确度的影响。结果表明，在中低频段内，高斯积分点分布策略能优化测点布置，与传统均

布测点方式相比，可减少测点数目，为工程领域有限测点信息条件下结构振动辐射声场预报提供理论支持。
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Acoustic radiation prediction of underwater rectangular plates
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Abstract: Accurate prediction of radiated sound fields from underwater structures with limited measurement

points is crucial for vibration and noise reduction studies. This paper presents an investigation on a rectangular

plate  and  the  proposal  of  a  measurement  point  arrangement  strategy  based  on  Gaussian  integration  point

distribution. The surface vibration velocity field of the structure was reconstructed using an L1 norm sparse

solution, and the acoustic radiation sound field was predicted through vibro-acoustic transfer functions. Under

the constraint  of  limited measurement points,  the effects  of  truncated modal order,  number of measurement

points,  and their  arrangement on the prediction accuracy of  the radiated sound field were analyzed.  Results

show  that,  within  the  mid-to-low  frequency  range,  the  Gaussian  integration  point  distribution  strategy

optimizes  sensor  placement.  Compared  with  traditional  uniformly  distributed  measurement  methods,  the

proposed strategy could achieve an accurate  prediction of  the radiated sound field with fewer measurement

points,  providing  theoretical  support  for  engineering  applications  involving  sound  field  prediction  under

limited sensor conditions.
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0  引　言

辐射噪声是水下航行器生存能力的重要衡量标准[1]，矩形板作为结构的典型基本构件，广泛应用于

水下航行器各部件中，研究其在中低频范围内的声辐射性能预报意义重大。在工程中获取结构振动信

息的常用方法为布置振动传感器[2]，但通常在大型结构或复杂环境条件下可布置的测点数目和测点位

置十分有限[3]。如何优化测点布置方案，并结合水下结构辐射声场预报方法实现在少量测点条件下精

准预报结构辐射声场是水下结构振动研究发展的重要目标。

L1

L1

于李洋等[4] 基于传递函数及表面有限测点重构水下复杂结构振动和声场，并利用有限元数值仿真

研究了测点位置、测点数目、激励源建模等不同情况下结构表面振动和声场的重构规律；王斌[5] 基于声

场叠加原理，应用声传递特性创建结构振动与辐射声场之间的关系，提出单元辐射叠加法，在更宽的频

率范围内实现了结构辐射声场的快速近似预报；陶建成等[6] 基于简支矩形板，运用振动模态和声辐射模

态对其辐射声功率进行了预报，并比较了两种模态展开方法对传感器数目的要求；叶海林等[7] 基于 范

数稀疏解重构了结构表面振速场，采用传递函数法和声传递矢量得到了双层加筋圆柱壳结构测点加速

度到声场测点声压的声辐射传递函数以及结构测点加速度到辐射声功率之间的传递函数；Simarda
等[8] 在声源数目有限的情况下，利用声源的稀疏特性，通过求解 范数优化问题，对声源的识别和定位

进行了研究；余鹏等[9] 针对水下单层圆柱壳结构振动声辐射预报中的测点布置问题，提出均匀子集随机

选取测点方法，避免传统均匀布置方法中测点选择的主观性和盲目性，提高了结构振动声辐射预报结果

的精度。

L1

本文在前人研究基础上，提出采用高斯积分点分布策略优化测点位置的方法。文中模型选取高斯

积分点位置作为测点位置的步骤是：利用高斯积分点原理生成二维积分点，并应用 Matlab仿真将二维

积分点映射到本文模型上，最后获取测点坐标信息；基于模态参与因子的稀疏特性，采用 范数稀疏解

重构水下矩形板振动速度场，结合声振传递函数，实现少量测点信息条件下水下矩形板振动辐射声场预

报；分析不同截断模态阶数、测点布置策略对振动声辐射预报值准确度的影响，探究在不影响预报精度

情况下的最少截断模态阶数和测点数目。研究可为工程测点布置方式提供一定依据，为有限测点信息

条件下准确预报结构辐射声场提供理论支持。 

1  基本理论
 

1.1 振速场重构理论

将水下结构的振动响应用矩阵形式表达，得到其运动方程为

M ẍ(t)+Cẋ(t)+Kx(t) = f (t) (1)
M C K f (t) x(t)式中： 为质量矩阵； 为阻尼矩阵； 为刚度矩阵； 表示激励力，包括流体载荷和外界激励； 为结

构各质点的位移向量。

基于模态叠加原理，将结构振速场在模态空间中展开，并对式（1）进行 Laplace变换，联立二者即可

得到结构频域中的振动表达式[7] 为

−ω2 M
∞∑

r=1

frξr + jωC
∞∑

r=1

frξr +K
∞∑

r=1

frξr = F (2)

fr r ξr r ω式中， 表示真空中结构的第 阶法向振型， 表示结构的第 阶模态参与因子， 为结构振动圆频率。

s可得第 阶模态参与因子[10] 为
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ξs =
f T

s F
−ω2ms+ jωcs+ ks

(3)

f T
s ms = f T

s M fs cs= f T
s C fs ks= f T

s K fs s式中： ， ， ， 分别表示真空中结构的第 阶法向振型、模态质量、模态阻尼

和模态刚度[10]。

L1

由上述分析可知，激励力仅影响模态参与系数，因此水下结构的振速场可以在干模态条件下展开，

并通过水下结构表面有限测点的振速，利用 范数稀疏解得到其在干模态条件下的模态参与因子，进而

结合结构模态振型向量重构水下结构振速场。

n

[V]n×1

通过上述模态叠加理论可知，当对水下结构施加法向激励力时，假设湿结构表面被离散成 自由度

系统，则结构表面法向振速场 [10] 可表示为

[V]n×1 =
[
f
]

n×n

[
ξ
]

n×1 (4)

N M [V]M×1

基于模态截断法，忽略中低频段范围内对结构振动响应影响较小的高阶模态。假设截断模态阶数

为 ，则水下结构表面任意 个测点的法向振速 [10] 可表示为
[V]M×1 =

[
f
]

M×N

[
ξ
]

N×1 (5)
M N [ξ]N×1

M

N

L1 ξ

由此可通过 个测点的振速和 阶截断模态阶数得到模态参与因子 ，并基于模态参与因子和

模态振型向量重构结构振速场。由于实际应用中，一般测点数目小于模态截断数[7]，所以式（5）中， 小

于 ，该式为欠定方程组，即方程有多个解。由于在某一频率下，决定结构振动响应的只有少数几阶模

态，模态参与向量具有非常大的稀疏特性，因此引入 范数稀疏解求解模态参与因子 。

L L

L L0

L0 L1 L0

L2

L1 L1

L1 ξ

范数稀疏解最优化问题是一种数学优化问题，其目标是找到一个解向量，该向量在某个 范数下

具有最小的稀疏度。不同的 范数会导致不同的稀疏度惩罚，其中， 范数为最强的稀疏度惩罚，但

范数稀疏解的求解在计算上通常非常困难。 范数是向量中所有元素的绝对值之和，它比 范数更

易于求解，并且仍可产生稀疏解[11]， 范数是向量中所有元素的平方和的平方根，它是最弱的稀疏度惩

罚，且通常不会产生稀疏解。因此本文采用 范数求解，并将 范数松弛为一个凸函数，从而将问题转

换为一个凸优化问题高效求解。最终本文 范数稀疏优化问题求解模态参与因子 表达式[10] 为{
min ||ξ||1
s.t. [V]M×1 =

[
f
]

M×N

[
ξ
]

N×1(M < N)

}
(6)

 

1.2 辐射声场理论

基于边界元理论，在结构形状、流体属性一定时，结构辐射声场由结构的表面振速分布决定，由边

界积分表达式可得到声振传递函数，该函数建立了水下结构表面振速和辐射声场的关系。Helmholtz积

分公式表明，在线性情况下，根据声源表面声压和法向振速，便可得到结构声源辐射声场中任意点的声

压值。

在三维无限声场中，自由格林函数[5] 表示为

G(−→r ,−→r s) =
e jk−→r

4π
∣∣∣−→r −−→r s

∣∣∣ (7)

−→r −→r s式中： 为声场中观测点的空间位置， 为结构表面积分点的位置。

根据波动方程的积分解，引入格林函数，Helmholtz积分公式[5] 可写为

p(−→r ) =
w

s

[
p(−→rs )

∂G(−→r ,−→rs )
∂ns

− jρων(−→rs )G(−→r ,−→rs )
]
dS (8)

p(−→r ) ν(−→rs ) S ns式中： 为结构表面声压， 为结构表面法向振速， 为结构辐射面， 为结构表面法向矢量。

r当 Helmholtz积分公式中的声场求解距离 无限接近结构声源表面[10] 时，可得
C(−→rs ) =

1
2

C(−→rs )p(−→rs ) =
r

s

[
p(−→rs )

∂G(−→r ,−→rs )
∂ns

− jρων(−→rs )G(−→r ,−→rs )
]
dS

 (9)

对上式进行离散化处理，得到表面声压向量与法向振速向量之间矩阵的简化表达式[10] 为
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p(−→r ) = ([c]TN×1 [A]−1 [B]+ [d]TN×1) {ν} (10)
定义声传递向量[11]

[ATV]TN×1 = [c]TN×1 [A]−1 [B]+ [d]TN×1 (11)
得到连接结构表面法向振速和辐射声场的声传递函数[10]

p(−→r ) = [ATV]TN×1 {ν} (12)
p(−→r ) {ν}式中： 为外场场点声压， 为速度场向量。

采用声传递向量描述结构表面振动与辐射声场之间的传递规律，声场声压等于表面振速向量与声

传递向量的内积。得到重构速度场后，便可依据声传递函数，计算外场场点声压，实现结构声辐射预报。 

2  收敛性分析
 

2.1 截断模态分析

为验证本文方法的正确性，本文以四边固支约束且被无限大水域包裹的矩形板为计算模型，计算

模型的参数如表 1所示。
 
 

表 1  计算模型参数

Tab.1  Calculation parameters of the model
 

名称 符号/单位 数值 名称 符号/单位 数值

矩形板边长 L/m 1.2 点激励力幅值 F/N 10
杨氏模量 E/Pa 2.1×1011 声速 c/(m · s−1) 1500

板厚 t/m 0.004 声介质密度 ρw/(kg ·m−3) 1000
材料密度 ρ/(kg ·m−3) 7850 泊松比 ε 0.3
阻尼比 ζ 0.005 最大计算频率 Hz 600

 

已知在中、低频率范围内，只有少数几阶模态对振动响应有较大贡献，模态参与因子具有稀疏特

性[12]，因此分析模态参与因子，即可确定对结构振动响应起主要贡献作用的模态阶数，进一步协助选取

分析结构振动所需的最少截断模态阶数，此处展示 100 Hz与 600 Hz计算频率下前 800阶模态参与因

子分析结果，如图 1所示。
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图 1  模态参与因子分析

Fig.1  Analysis of modal participation factors
 

图 1表明在较低计算频率 100 Hz下起主要贡献作用的模态集中在前 10阶，在计算频率 600 Hz下

起主要贡献作用的模态集中在前 60阶。因此，在本文计算频率下，随着计算频率升高，起主要贡献作用

的模态阶数增多，即在较高频段，模态参与因子的稀疏特性降低。
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6×6

为验证模态参与因子分析所得最少模态阶

数的准确性，此处分别选取前 60阶模态与前

40阶模态进行对比计算。 测点布置方面，利用

高斯积分点原理生成 个二维积分点，即选

取 36个高斯测点，将积分点映射于本文模型得

到测点坐标信息，提取测点处板的振动响应数据

作为采样数据。高斯积分点的数学本质是在最

少点数下对多项式函数实现高精度的数值积分；

而许多振动形态（尤其是低阶模态）的振型函数

均可用多项式较好地近似。因此，将测点布置于

高斯积分点处，可用少量测点高效表征结构振动

形态特征，使基于这些测点信息的速度场重构更

加准确，具体高斯测点布置如图 2所示。

6×6基于 个高斯测点振动响应数据，利用本

1×10−9 m · s−1

1×10−6

文方法重构水下结构振速场，并将重构结果与解析法直接计算结果进行对比，本文采用均方振速（参考

级为 （ ））表示振速场，具体结果对比如图 3所示。进一步，通过声振传递函数，完成对结构

表面声辐射的预报，并将得到的声压预报结果与解析法直接计算的声压结果进行对比，为便于直观比

较，此处用声压级表示（参考级为 （Pa）），如图 4所示。

如图 3所示：当截断模态取前 60阶时，均方振速曲线重合度高；当截断模态取前 40阶时，均方振

速曲线重合度开始降低，且主要表现在高频区域。如图 4所示，在测点数目与位置布置均相同的条件

下，当选取的截断模态阶数涵盖本文计算频率下所有起主要贡献作用的模态阶数时，预报声压总级为

160.296 dB，与理论声压总级计算结果相比，重构预报误差仅 0.823 dB，相对误差绝对值仅为 0.516%。

当选取的截断模态阶数无法包含计算频率下所有起主要贡献作用的模态阶数时，预报精度下降，误差约

为 3 dB，达到工程预报所能接受的误差范围极限，且误差主要来源于较高频区域，与模态参与因子分析

结果一致。因此，针对本文模型与计算频率，精准预报结构声辐射所需的最少截断模态阶数为 60阶。 

2.2 测点数量分析

确定最少截断模态阶数后，进一步研究采用高斯积分点原理分布测点策略时，预报本文模型辐射

声场所需的最少测点数目。逐步减少测点，分别选取 16个、9个和 4个高斯测点进行分析，所得重构速

度场的均方振速对比曲线和声压预报对比曲线分别如图 5和图 6所示。
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图 2  高斯测点选取

Fig.2  Selection of Gaussian measurement points
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图 3  均方振速结果对比

Fig.3  Comparison of mean square vibration velocity results
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图 4  声压预报结果对比

Fig.4  Comparison of predicted sound pressure results
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如图 5所示：当测点数目减少为 16个时，均方振速曲线吻合度较为良好；当测点数目减少为 9个

时，均方振速曲线吻合度开始下降；当测点进一步减少为 4个时，均方振速曲线吻合度明显下降。

如图 6所示：声压预报结果变化趋势与均方振速结果趋势变化基本一致，当测点数目减少为 9个

时，预报结果误差增大为 2.75 dB；当测点进一步减少为 4个时，预报结果误差再度增大至 7.19 dB。由

此可得，在本文模型与计算方法下，预报误差在工程预报所能接受的误差范围内，所需的最少高斯测点

数目为 9个。 

3  高斯测点与均布测点分析

选择传统均布测点进行对比分析，验证高斯分布测点是否可以优化测点布置。前文已确定分析本

文模型所需的最少截断模态阶数与高斯测点数目，在此条件下分别选取 16个、9个和 4个传统均布测

点进行分析，最终声压预报对比曲线如图 7所示。

如图 7所示：当选取 16个传统均布测点时，预报结果良好；当测点数量减少为 9个时误差明显增

大，达 5.52 dB；当测点进一步减少为 4个时，预报结果误差再度增大至 7.84 dB。进一步，将传统均布测

点预报结果与高斯测点预报结果进行绘图对比，如图 8所示，其中预报结果误差如表 2所示。
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图 5  高斯测点下均方振速结果对比

Fig.5  Comparison  of  mean  square  vibration  velocity  results
under Gaussian measurement points
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图 6  高斯测点预报结果对比

Fig.6  Comparison of predicted results from Gaussian
measurement points
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图 7  均布测点预报结果对比

Fig.7  Comparison of predicted results from uniformly
distributed measurement points
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图 8  两种测点预报结果对比

Fig.8  Comparison of predicted results from two
measurement points
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L1

由图 8可得，在相同预报精度下，即 y值相同时，采用高斯分布测点方式总比采用传统均布测点方

式所需的测点数目少。若两种测点布置策略预报的水下结构辐射声场预报误差（与理论值相比）均小

于 0.001 dB，在同等预报精度要求下，采用高斯分布测点方式需要约 13个测点，而采用传统均布测点方

式则需要约 15个测点，同时，当高斯测点数量大于 13个，均布测点数量大于 15个时，随着测点数量的

增加，两种测点预报误差并未立即减小，这是由于 范数稀疏解的有效性依赖于模态参与因子稀疏性，

当测点过密时，可能会引入信息冗余，从而导致结构重构偏差，预报误差变大。由此可得，在相同预报精

度下，采用高斯分布测点方式相比传统均布测点方式可减少测点数目，且测点数目并非越多越好，存在

一个最优测点数量区间。由表 2可得，当测点数目均为 9个时，高斯测点预报误差仅为 2.75 dB，而均布

测点预报误差达 5.52 dB，已超出工程可接受误差范围。综上可知，采用高斯积分点原理分布测点可以

优化测点布置。 

4  结　论

L1

本文以四边固支约束的水下矩形板为研究对象，提出了一种通过高斯积分点分布策略测点布置方

法。该方法在有限测点信息条件下，采用 范数稀疏解方法重构结构表面振速场，结合声振传递函数实

现了结构声辐射的准确预报，进而分析了本文计算模型所需的最少截断模态阶数与测点数目，并与传统

均布测点布置方法进行了对比，结果验证了采用高斯积分点原理分布测点可优化测点布置。

针对不同截断模态阶数与测点布置方法对结构声辐射预报影响进行对比分析，得出以下结论：

（1）最少截断模态阶数应包含对结构响应起主要贡献的所有模态，且在较高频段，模态参与因子的

稀疏性降低。

（2）采用高斯积分点分布策略可优化测点布置，结合本文水下辐射声场预报方法可实现较少测点

信息条件下水下结构的辐射声场准确预报。

（3）本文方法适用于中低频段，在较高频段，可根据高频区域模态参与因子的特性，寻找更适合的

声辐射预报方法，分析更优化的测点布置策略。

（4）针对复杂结构，后续可将结构划分为若干子区域，分区域进行分析，进一步确定最佳测点布置。
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