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敷设分层梯度覆盖层的有限长加肋
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摘要：在潜艇壳体表面敷设声学覆盖层，可有效降低声目标强度，并可兼顾对机械噪声和水动力噪声的多重控

制。本文以有限长加肋圆柱壳为研究对象，基于模态叠加法，建立了自由场环境中敷设分层梯度声学覆盖层有限

长加肋圆柱壳的声散射计算模型，分析了覆盖层的声速、密度等特征声阻抗参数对圆柱壳声散射形态函数的影

响规律，提出了一种分层梯度覆盖层的特征声阻抗分布来有效降低不同频段散射形态函数的方法。同时，研究了

具有频率相关特征声阻抗的内置空腔覆盖层和加肋圆柱壳对散射形态函数的影响特征。研究结果表明：采用从

内层到外层声阻抗逐渐递增的分层梯度覆盖层可在更低频段有效降低散射形态函数，特征声阻抗与频率相关的

分层梯度覆盖层可以兼顾从低频到高频的声散射控制，敷设参数经过优化的分层覆盖层可以使加肋圆柱壳声散

射形态函数在 500 Hz以上频段明显降低。
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Acoustic scattering characteristics of ribbed cylindrical
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Abstract: Applying  an  acoustic  coating  to  the  hull  effectively  reduces  target  strength  while  reducing  both
mechanical  and  hydrodynamic  noise.  In  this  study,  a  finite  ribbed  cylindrical  shell  is  studied  based  on  the
modal superposition method. A computational model is developed to predict the acoustic scattering of a finite
ribbed cylindrical  shell  with  multilayer  gradient  acoustic  coating in  an infinite  ideal  fluid.  The influence of
characteristic  impedance parameters—such as  sound speed and density—on the scattering form function is
examined, and an optimized impedance distribution for the multilayer gradient acoustic coating is proposed to
suppress  scattering  across  different  frequency  bands.  In  addition,  the  effects  of  frequency-dependent
characteristic  impedance  of  embedded-cavity  acoustic  coatings  and  stiffeners  of  cylindrical  shells  on  the
scattering  form  function  are  investigated.  Results  show  that  multilayer  gradient  acoustic  coating  with
characteristic  impedance gradually  increasing from the inner  to  the  outer  surface can effectively  reduce the
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scattering  form  function  in  lower  frequency  ranges.  Furthermore,  frequency-dependent  acoustic  coatings
result  in  broadband  scattering  control  from  low  to  high  frequencies,  and  applying  an  optimized  layered
coating to the rib-stiffened cylindrical  shell  yields a  substantial  reduction in its  scattering form function for
frequencies above 500 Hz.
Key words: multilayer gradient; acoustic coating; ribbed cylindrical shell; acoustic scattering 

0  引　言

我们知道，敷设声学覆盖层一方面降低声目标强度，另一方面降低机械噪声和水动力噪声，已成为

世界先进潜艇增强声隐身性能的一种常规技术途径。近年来，随着航速及机动性要求的提高，各国越来

越倾向于选择单壳体潜艇，在这种背景下，为了降低声目标强度，一般只能在耐压壳外表面敷设声学覆

盖层，为此，需要考虑声学覆盖层还应兼顾有降低机械噪声和水动力噪声的多重声学功能。文

献[1−2]针对壳体内部受点力激励和声学覆盖层外表面受湍流边界层脉动压力激励的情况，分别建模计

算了敷设分层梯度声学覆盖层的有限长加肋圆柱壳的机械噪声和水动力噪声特性，分析了分层梯度声

学覆盖层厚度、层数、声阻抗梯度等参数对降低机械噪声和水动力噪声的影响规律。进一步地，有必要

针对敷设分层梯度声学覆盖层的有限长加肋圆柱壳的声目标强度特性进行建模计算。

声目标强度是衡量潜艇被敌方主动声呐探测风险的主要声隐身指标，它取决于探测目标的声散射

特性。弹性壳体结构声散射特性研究的经典模型可追溯到 Skelton等 [3] 给出的弹性球壳和圆柱壳模

型，以及 Gaunaurd和 Huang[4] 建立的双弹性球壳和自由面附近弹性球壳的声散射计算模型，Werby和

Gaunaurd[5] 还针对平面波任意入射角情况下，研究水中不同长径比及壁厚的钢质薄椭球壳共振声散射

的形函数特性。弹性圆柱壳是潜艇及水下航行器声目标强度特性研究的基本模型，  Doolittle和

Überall[6] 建立了无限长弹性圆柱壳声散射模型，在此基础上，Tran-Van-Nhieu[7] 采用扇形球谐函数建立

了有限长弹性圆柱壳的共振声散射模型，计算比较了弹性与刚性圆柱壳散射声场的空间分布特性。考

虑到实际艇体结构大都为加肋结构，Tran-Van-Nhieu[8] 忽略端面效应的影响，建立了有限长周期加肋细

长圆柱壳声散射计算模型，分析了镜面反射、螺旋波及表征周期肋骨与圆柱壳相互作用的 Bloch-
Floquet波对远场声散射的作用。郑国垠等[9] 利用细长圆柱体声散射的近似解，并采用无限长圆柱壳模

态声阻抗作为流体负载，研究了内部有水介质时有限长圆柱壳的声散射特性。Pan和 Fan[10] 建立了带

隔板的双周期加肋有限长圆柱壳声散射解析模型，除了环肋引起的 Bragg散射和 Bloch-Floquet散射

外，隔板引起范围更大的密集 Bragg散射现象。弹性圆柱壳加设的内部结构引起的非均匀性影响声散

射特性，Klauson和 Metsaveer[11] 建立了带有纵肋和铺板的二维圆柱壳声散射计算模型，壳体与纵肋、铺

板或横舱壁相互作用力和力矩改变圆柱壳模态从而影响声散射特性。Tong等[12−13] 针对内部有轴向铺

板和周向周期纵肋的圆柱壳，分别研究了亚音速弹性波散射和周向多阶弯曲 Bloch波引起的外场散射

声场，并给出了它们的散射声场频率-角度谱特征，Meyer和 Maxit[14] 采用凝聚传递函数法（Condensed
Transfer Function method，CFT），解决了轴对称周期加肋圆柱壳与非轴对称内部子结构的耦合问题，建

立了相应的声散射计算模型。Photiadis[15] 还研究了周期和随机加肋圆柱壳及带内部结构的随机加肋圆

柱壳的共振声散射特性及机理。

为了计算任意形状弹性结构的散射声场，Waterman[16] 提出并发展 T矩阵方法计算表面光顺的复

杂形状物体的声散射。实际上，弹性壳体结构声辐射与声散射建模计算，不存在本质差异，区别仅在于

是机械激励力还是声激励，Schenck提出的 CHIEF法[17] 适用于任意形状弹性结构的声辐射与声散射计

算。Wilton[18] 基于有限元和边界元建立的水下结构声辐射和声散射计算模型已成为一个经典模型。在

此基础上，Tobocman[19−20] 基于积分方程改进复杂形状结构声散射计算模型，明确可用于波长大致为目

标尺寸的频率，且目标长径比可扩展到 10左右。为了提高积分方程计算声散射的效率和精度，
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Seybert和 Soenarko等[21] 将等参元方法引入复杂任意形状结构的散射声场计算，并发展了轴对称情况

下边界元方法计算声散射的模型[22]。在此基础上，Miller和 Meyer[23] 采用波元叠加法（Superposition
method, SUP）建立弹性结构散射声场计算模型，结果表明波元叠加法简单易用，不存在边界元方法的唯

一性问题，在内部共振频率点的计算精度高。Stepanishen等[24] 采用内部声源密度法（Internal Source
Density method），沿轴线布置虚拟等效点源，计算回转壳体结构的耦合振动及声辐射和声散射。Astley
等[25] 提出映射波包元方法，将无限元方法与结构有限元和声有限元方法结合，计算弹性壳体结构声

辐射和声散射，并发展了适用于三维壳体结构的变阶波包元[26]，计算结果表明，无限元方法与边界元方

法相比，具有计算效率高的优势。为了进一步提高无限元方法的适用性，Burnett 和 Holford [27] 提出了

椭球声无限元方法，可用于潜艇等长径比较大的水下航行体结构声辐射和声散射计算，改进计算效率。

虽然针对敷设柔性层圆柱壳声散射特性研究的文献较少，但相关研究声辐射特性的文献可扩展用

于声散射建模计算[28]，包括周向局部和轴向局部敷设柔性层的圆柱壳模型[29−30]。文献[31−32]分别研究

了水下弹性平板和加肋平板上敷设消声层的吸声性能及背衬结构的影响。Hasheminejad等[33] 研究了

平面波入射情况下包覆黏弹性层的弹性球体和柱体的声散射特性，Ke和 Zhang[34] 基于黏弹性参数识

别，研究了敷设消声层的弹性球壳声散射特性。Sharma等[35] 针对敷设内含空腔柔性层的圆柱壳，采用

等效液体层模型，计算了声辐射特性及降噪效果。近年来，为了提高声学性能及环境适用性，声学覆盖

层引入了功能梯度材料复合结构概念，Daneshjou等[36] 研究了敷设功能梯度材料层、多孔材料层等多层

复合结构的圆柱壳的声散射及声传输特性， 师康康等[37] 将声学覆盖层扩展为功能梯度声学覆盖层，采

用有限元方法建模计算覆盖层的吸声性能，但尚未与弹性圆柱壳耦合建模。

本文在文献[1−2]的基础上，从降低声目标强度的角度出发，以浸没在自由场环境中的有限长加肋

圆柱壳为研究对象，其外表面敷设分层梯度声学覆盖层（见图 1）。利用已推导得到的有限长加肋圆柱

壳与分层梯度声学覆盖层及外场辐射声场的声振耦合模态方程，建立敷设分层梯度声学覆盖层有限长

加肋圆柱壳声散射计算模型，计算分析分层梯度声学覆盖层厚度、层数及声阻抗梯度等因素对声散射

形函数的影响规律，研究梯度覆盖层分层声速及密度的频率特性对降低加肋圆柱壳在低频和中高频段

声散射目标强度的影响。
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图 1  敷设分层梯度覆盖层的有限长加肋圆柱壳模型示意图

Fig.1  Schematic diagram of a finite stiffened cylindrical shell covered with multilayer gradient acoustic coatings
  

1  数学建模
 

1.1 敷设分层梯度覆盖层加肋圆柱壳的声振耦合关系

外表面敷设分层梯度覆盖层的有限长加肋圆柱壳浸没在自由场环境中，在入射平面声波作用下产

生散射声场，如图 1所示。

基于 Donnel薄壳近似的圆柱壳振动方程，采用模态叠加法建立两端简支边界的加肋圆柱壳振动模

态矩阵方程[1]
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式中： 为圆柱壳振动模态阻抗矩阵， 为肋骨对圆柱壳作用力对应的模态阻抗矩阵，

、 、 分别为轴向、周向、径向模态位移组成的列向量， 为外声场与声学覆盖层对壳体作用的径

向模态力组成的列向量。其中，圆柱壳振动与肋骨对圆柱壳作用力的模态阻抗矩阵推导及表达式详见

文献[1]。此外，该文献还对分层梯度声学覆盖层和外声场进行耦合建模，具体推导过程见附录 A，分层

梯度声学覆盖层内外表面存在传递关系，其表达式为(
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式中： 为分层梯度声学覆盖层传递矩阵， 为矩阵元素，具体推导及表达式见文献[1]。 、

分别为梯度声学覆盖层内、外表面径向模态位移。 、 分别为分层梯度声学覆盖层内、外表

面模态声压。
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注意到覆盖层外表面声压由入射声场 、刚性散射声场 、弹性散射声场 三部分组成，即覆盖

层外表面的模态声压 。因此式（2）可以表示为(
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在两端为无限长圆柱刚性声障板的情况下，并忽略模态互辐射阻抗，敷设声学覆盖层有限长弹性

圆柱壳弹性散射声场的模态声压 可表示为[38]

pe
nm = −iωZnmmW (N)

nm (4)
Znmm式中： 为有限长圆柱面的模态声辐射阻抗。

将式（4）代入式（3）并表示为矩阵形式，可得
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其中，
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式中： 、 、 、 、 分别为 、 、 、 、 组成的列向量， 、 分别为

、 组成的对角阵。

考虑到圆柱壳壳体与覆盖层内表面声压相等且径向位移连续，求解式（5）~（6）可以得到声学覆盖

层内表面模态声压与内表面质点振动模态位移及作用在覆盖层外表面的入射声波和刚性散射波模态声

压之间的关系

pc
n1 = Zc

n ·W(1)
n +G · (Pi

n+ Prig
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式中：
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n W(1)
n =Wn

再考虑到外声场和声学覆盖层对壳体外表面的径向模态作用力与覆盖层内表面模态声压相等，且

圆柱壳径向振动位移与覆盖层内表面质点位移相等，即 ， 。于是，将式（7）代入式（1）可
以得到在入射声波作用下，敷设分层梯度声学覆盖层的有限长加肋圆柱壳的模态耦合振动方程 K11+ Zs11

n K12 K13+ Zs13
n

K21 K22+ Zs22
n K23+ Zs23

n

K31+ ZsM31
n K32+ Zs32

n K33+ Zs33
n + ZsM33

n + Zc
n

×


Un

Vn

Wn

 =


0
0

G · (Pi
n+ Prig

n )

 (9)
 

828 船舶力学 第 30 卷第 5 期



1.2 敷设分层梯度覆盖层圆柱壳散射声场求解

Wn

由 1.1节的推导可知，在已知入射声波与刚性散射模态声压的情况下，可以由式（9）求解得到有限

长加肋圆柱壳梯度覆盖层外表面振动模态位移 ，并由此求解圆柱壳的弹性散射声场。

Pi
n Prig

n ϕ = π
α pi = eikzcosα+ikxsinα

首先求解 、 的表达式。当入射平面声波如图 2所示倾斜入射到柱面上，入射声波在 平

面内且与 z轴正向夹角为 ，其表达式为 ，在柱坐标系下相应的表达式为[39]

pi(r,ϕ) = eikxsinα
∑

n

2
εn
· in · Jn(kr cosα) · cosnϕ (10)

εn = 2，n = 0 εn = 1，n , 0式中：纽曼常数 或 。
 
 

y

x

z 有限长圆柱壳

斜入射波

x

z
有限长圆柱壳

刚性声障板

斜入射波

α

ϕ

（a） （b）
 

图 2  圆柱壳受斜入射平面波作用示意图

Fig.2  Schematic diagram of a cylindrical shell subjected to an obliquely incident plane wave
 

两端有无限长刚性圆柱声障板的圆柱壳刚性散射声波可表示为

prig(r,ϕ) = eikxsinα
∑

n

An ·H(1)
n (kr cosα) · cosnϕ (11)

利用圆柱面绝对刚性的边界条件可以得到
∂(pi+ prig)
∂r

|r=aN = 0 (12)

aN式中： 为圆柱壳梯度覆盖层外表面半径。

An由式（10）、（11）及式（12）求解得到待定系数 ，代入式（11）可以得到圆柱壳刚性散射波的表达式

prig(r,ϕ) = eikxsinα
∑

n

− 2
εn
· in · J′n(kaN cosα)

H(1)′
n (kaN cosα)

·H(1)
n (kr cosα) · cosnϕ (13)

eikxsinα在此基础上，将 沿轴向展开，考虑到圆柱壳两端的简支边界条件可得

eikxsinα =
∑

m

am · sin
mπ
l

(x+
l
2

) (14)

利用轴向模态函数的正交性，可以得到

am =
4mπ

l2
·


−cos

klsinα
2

isin
klsinα

2

/
[
(k sinα)2−

(mπ
l

)2
]

(15)

将式（14）分别代入式（10）、（13），得到入射和刚性散射声压对应的模态声压

pi
nm =

2
εn
· in ·am · Jn(kr cosα) (16)

prig
nm = −

2
εn
· in ·am ·

J′n(kaN cosα)

H(1)′
n (kaN cosα)

·H(1)
n (kr cosα) (17)

Pi
n Prig

n pi
nm prig

nm已知 、 是由 、 组成的列向量，即可由式（9）求解得到圆柱壳径向模态振动位移

Wn = A ·G · (Pi
n+ Prig

n ) (18)
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将式（18）代入式（5b），可以得到分层梯度覆盖层外表面质点径向振动模态位移为

W(N)
n = H · (Pi

n+ Prig
n ) (19)

H=G−1
2 · A ·G−G−1

2 ·T21

A

式中： 为圆柱壳声振耦合系统中分层梯度声学覆盖层外表面模态位移频响函数

矩阵， 为求解式（9）得到的圆柱壳径向振动模态位移频响函数矩阵。

G G2 G1 H
G1 = −iωZn H=A Wn

特别地，在圆柱壳表面没有敷设声学覆盖层的情况下，矩阵 和 退化为单位矩阵， 和 简化为

， 。此时可由式（9）直接求解得到圆柱壳径向振动模态位移 。

W(N)
n W(N)

n

Wn

在已知敷设覆盖层情况下覆盖层外表面的振动模态位移 （无覆盖层情况下 即为圆柱壳壳

体的振动模态位移 ）的条件下，可进一步利用圆柱壳外场辐射声压的表达式[1]，计算敷设分层梯度覆

盖层的有限长圆柱壳弹性散射声场，具体表达式为

pe(r,ϕ, x) =
ρ0ω

2

2π

w +∞
−∞

∑
n

∑
m

W (N)
nm · φ̃m (kx) ·

H(1)
n

( √
k2− k2

xr
)

√
k2− k2

x ·H(1)′
n

( √
k2− k2

xaN

) · cosnϕ · eikx ·x dkx (20)

φm(kx) = −
2mπ

l
·


cos

kxl
2

isin
kxl
2

/
[
k2

x −
(mπ

l

)2
]

其中， 。

在远场条件下，利用汉克尔函数的大宗量近似表达式，式（20）简化为

pe (r,ϕ, x) =
ρ0ω

2

(2π3r)
1
2

+∞w
−∞

∑
n

∑
m

W (N)
nm · φ̃m(kx) · e−i π4 · (−i)n · ei

√
k2−k2

xr

(k2− k2
x)

3
4 ·H(1)

n
′(
√

k2− k2
xaN)
· cosnϕ · eikx ·xdkx (21)

r = Rsinθ x = Rcosθ柱坐标系与球坐标系的变换关系： ， ，球坐标系下敷设梯度覆盖层的有限长圆柱

壳弹性散射声场为

pe (R,ϕ,θ) =
ρ0ω

2

(2π3Rsinθ)
1
2

∑
n

∑
m

W (N)
nm · e−i π4 · (−i)n · cosnϕ · Inm (22)

Inm =

+∞w
−∞

φ̃m(kx) · ei(
√

k2−k2
xRsinθ+kxRcosθ)

(k2− k2
x)

3
4 ·H(1)′

n (
√

k2− k2
xaN)

dkx Inm其中， 。利用稳相法近似求解积分 [40]， 式（22）可化简为

pe (R,ϕ,θ) =
ρ0ω

2

πRk sinθ

∑
n

∑
m

W (N)
nm · (−i)n · cosnϕ · φ̃m(k cosθ)

H(1)′
n (kaN sinθ)

· eikR (23)

在此基础上，还需求解敷设分层梯度覆盖层有限长圆柱壳的刚性散射声场。在计算这一声场时应

去除两端无限长刚性圆柱声障板的影响。参考文献[11]给出了球坐标系下有限长圆柱壳远场刚性散射

声场的计算方法，有限长圆柱壳的刚性散射声压的具体表达式为

prig (R,ϕ,θ) =
2ieikR

πR
sin[kl(sinα− cosθ)/2]

k(sinα− cosθ)

∑
n

2
εn

sinnθcosnϕ
cosnα

[
J′n(kaN cosα)

H(1)
n
′(kaN cosα)

]
(24)

 

1.3 敷设分层梯度覆盖层圆柱壳散射形态函数计算

依据 1.1、1.2节推导的模型，由式（17）计算入射声波与刚性散射声波模态激励力，再由式 （9）、
（19）求得圆柱壳覆盖层外表面的径向振动模态位移，进一步利用式（23）、（24）计算敷设声学覆盖层的

圆柱壳远场弹性散射及刚性散射声场。引入散射形态函数描述结构的散射特性，其定义为

f∞ =
∣∣∣∣∣2d0

aN

prig+ pe

pi
e−ikd0

∣∣∣∣∣ (25)

pi prig pe d0

aN

a

其中， 、 、 分别为入射声场、刚性散射声场、弹性散射声场中的声压， 为远场观察点距圆柱壳中

心的距离。当有限长圆柱壳表面未敷设声学覆盖层时，直接由式（9）计算并得到圆柱壳径向振动模态位

移，进一步计算相应的弹性散射声场及散射形函数，只需将声学覆盖层外表面半径 修改为圆柱壳半

径 即可。
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2  模型校验

为验证前面建立的计算模型，针对表 1所列未敷设覆盖层的有限长圆柱壳参数，计算平面波垂直

入射情况下该圆柱壳的远场反向散射声场，并与文献[10]解析计算结果及 COMSOL软件数值计算结

果进行比较。
 
 

表 1  圆柱壳验证模型基本参数

Tab.1  Parameters of the cylindrical shell validation model
 

圆柱壳长度 /m 圆柱壳半径 /m 壳板厚度 /mm 弹性模量 /GPa 泊松比 密度 /(kg·m−3) 远场距离 /m
9.6 3.5 28 210 0.3 7800 200

 

a/l≪ 1在计算有限长圆柱壳远场弹性散射声场时，文献[10]将圆柱壳视为径长比 的细长体，采用

无限长圆柱壳的模态辐射声阻抗作为有限长圆柱壳的流体负载，建立圆柱壳的声振耦合方程。求解得

到圆柱壳耦合振动径向模态位移，进一步采用扇形球谐函数计算有限长圆柱壳远场弹性散射声场

pres = −
k
π

∑
n

∑
m

2
εn

in cosnϕ ·bnm

l/2w
−l/2

h(1)
n (kd)

( r
d

)n

sinkm

(
t+

l
2

)
dt (26)

h(1)
n (kd)通过球汉克尔函数 与相位因子的远场近似，可以得到有限长圆柱壳远场反向弹性散射表

达式

pres =
iρ0ω

2

π
eikd0

d0

∑
n

∑
m

2
εn

(−1)n

 k sinθi√
k2− k2

m

n

· Wnm√
k2− k2

m ·H(1)
n
′(
√

k2− k2
m ·a)

·

2mπ
l

{
cos(−klcosθi/2)
isin(−klcosθi/2)

}
(mπ

l

)2

− (k cosθi)2

(27)

Wnm θi a l

d0

其中， 为圆柱壳表面径向模态位移， 为平面入射波的入射角度， 、 分别为圆柱壳的半径与长度，

为远场观察点距圆柱壳中心的距离。具体推导过程见文献[10]。

hmax

λ

用于声散射计算的 COMSOL模型采用 1/4对称模型（见图 3）。采用壳单元建立圆柱壳有限元模

型，圆柱壳两端为简支边界条件，并设置一定长度的圆柱段，通过施加硬声场条件模拟圆柱壳端部的刚

性声障板。圆柱壳外部设置流体域，通过 COMSOL中的“压力声学—频域”物理场接口建模计算静态

背景条件下流体域中的声压。在计算圆柱壳弹性散射时，圆柱壳壁面与流体域通过“声—结构边界”接

口实现耦合；计算圆柱壳刚性散射时，考虑到圆柱壳壁面为刚性，散射声场仅与结构形状有关，因此壁面

与流体域之间不设置耦合。此外，流体域外侧设置了无反射边界条件的匹配层，用于模拟无限大声学

域。流体域采用自由四面体网格，匹配层采用 8层扫掠网格，为保证计算精度，最大网格尺寸 取波

长 的 1/6，网格单元数量为 171 028。
 
 

有限长圆柱壳

外场流体域

无反射边界匹配层

刚性声障板

（a）有限元模型 （b）网格模型

l/2 2a

 

图 3  有限长圆柱壳声散射 COMSOL模型

Fig.3  Acoustic scattering model of finite cylindrical shell (COMSOL)
 

图 4（a）给出本文模型计算得到的垂直入射平面波作用下圆柱壳的反向刚性散射、弹性散射及总散
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射形态函数；图 4（b）则给出了本文模型、文献模型以及 COMSOL模型计算得到的圆柱壳总散射形态

函数。由图可见，在 500~1500 Hz频率范围，本文模型与文献模型计算得到的总散射形态函数幅值及峰

值频率基本吻合；但在 500 Hz以下的频率范围，本文模型计算得到的散射形态函数不仅峰值更多，其量

级也明显大于文献模型的结果。其原因是本文模型采用了两端为无限长刚性圆柱声障板的有限长圆柱

壳声模态阻抗作为流体负载，而文献模型则采用了无限长圆柱壳模态声阻抗作为流体负载，忽略了圆柱

壳轴向模态声阻抗的作用，使得低频声辐射效率降低，峰值减少。COMSOL模型计算得到的

1500 Hz以上的频率范围的弹性散射与总散射形态函数与两种解析结果趋于一致，在 1500 Hz以下则

有着较为明显的差异，该差异随着频率的增加逐渐减小。主要原因是 COMSOL数值模型通过设置一

段有限长的硬声场条件圆柱段来模拟两端的声障板，这与本文模型圆柱壳两端无限长刚性声障板的边

界条件存在一定区别。
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图 4  圆柱壳验证模型散射形态函数计算结果比较

Fig.4  Comparison of scattering form function of the cylindrical shell validation model
 

为了进一步验证本文建立的敷设声学覆盖层的有限长圆柱壳声散射计算模型，将敷设的声学覆盖

层设置为“水层”，厚度为 5 mm，其特性阻抗与水介质特性阻抗一致。计算得到的无声学覆盖层和敷设

“水层”两种情况下的有限长圆柱壳总散射形态函数基本重合，仅在高频存在很微小的差异（见图 5）。
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图 5  水层对圆柱壳总散射形态函数的影响

Fig.5  Effect of water layer on the total scattering form function of the cylindrical shell
  

3  敷设声学覆盖层的有限长圆柱壳声散射特性计算分析
 

3.1 敷设均匀覆盖层的有限长圆柱壳声散射特性

针对敷设均匀声学覆盖层的有限长无肋圆柱壳，计算其声散射特性，模型基本参数见表 1，敷设的
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ρccc

ρ0c0 ρccc/ρ0c0 = α αc = cc/c0 αρ = ρc/ρ0

αc×αρ = α

均匀声学覆盖层参数见表 2。均匀声学覆盖层厚为 10 cm，其特征声阻抗 采用水介质特征声阻抗

进行归一化（ ），并设置声学覆盖层归一化声速 与归一化密度 ，且满

足 。
  

表 2  均匀声学覆盖层计算参数

Tab.2  Calculation parameters of the uniform acoustic coating
 

工况 归一化特征声阻抗 归一化声速和密度 工况 归一化特征声阻抗 归一化声速和密度

Case 1.1 α=0.6 αc=
√
α=0.77,αρ=

√
α=0.77 Case 2.1

α=0.8

αc=0.5,αρ=1.6

Case 1.2 α=0.8 αc=
√
α=0.89,αρ=

√
α=0.89 Case 2.2 αc=1,αρ=0.8

Case 1.3 α=1.0 αc=
√
α=1,αρ=

√
α=1 Case 2.3 αc=1.6,αρ=0.5

Case 1.4 α=1.2 αc=
√
α=1.09,αρ=

√
α=1.09

 

θ = 0◦ ∼ 180◦

针对 Case1.1的覆盖层参数，在垂直入射

的平面波激励下，由于覆盖层对圆柱壳振动传

递的衰减作用，在计算频率范围内覆盖层外表

面均方振速明显小于无覆盖层的圆柱壳体均方

振速（见图 6）。无覆盖层圆柱壳与敷设覆盖层

圆柱壳在不同方位角 （ ）下的散

射形态函数（见图 7）。因覆盖层减小表面振

动位移，在敷设 Case1.1声学覆盖层的情况下，

500 Hz频率下正横方向总散射形态函数降低

约 2 dB；1000 Hz时在正横方向总散射形态函

数则降低 7 dB左右。

进一步计算比较不同特征声阻抗及不同声

α

αc αρ
√
α

速、密度参数均匀声学覆盖层对圆柱壳声散射特性的影响。在垂直入射的平面声波作用下，不敷设覆

盖层与敷设不同特征声阻抗均匀声学覆盖层时，圆柱壳反向散射形态函数计算结果由图 8（a）给出，其

中覆盖层归一化特征声阻抗参数 从 Case1.1算例至 Case1.4算例逐渐增大，分别为 0.6、0.8、1.0、1.2；
归一化声速 与归一化密度 则均设为 。计算结果表明，较小特征声阻抗的覆盖层具有更好的降

低圆柱壳低频声散射形态函数效果，在 100~300 Hz频率范围声散射形态函数峰值降低 3~5 dB，而在

400 Hz以上频率范围，覆盖层降低声散射形态函数的作用随频率增加而增大，其中 Case1.1算例具有较

小的特征声阻抗 ，在 600 Hz和 1400 Hz左右频段形态函数分别降低 3 dB和 9 dB左右 ，而在
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图 6  表面均方振速结果比较

Fig.6  Comparison  of  shell  surface  root  mean  square  (RMS)
velocity results
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图 7  不同方位角下的散射形态函数

Fig.7  Scattering form functions at different azimuth angles
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1400 Hz以上频段形态函数则随频率有所增加；Case1.2~Case1.4算例的特征声阻抗逐渐增大，在低频降

低散射形态函数的效果有所减弱，但中高频的效果好于 Case1.1算例，其中 Case1.2算例可在

1500 Hz以上频段比无覆盖层的圆柱壳形态函数降低约 7~12 dB。图 8（b） 给出了均匀声学覆盖层特征

声阻抗一定时，不同声速、密度参数对圆柱壳声散射形态函数的影响。计算结果表明：声速参数较小的

Case2.1算例不仅具有较好的降低低频声散射形态函数峰值的效果，且在 500 Hz频率附近及

900~1500 Hz频率范围，仍可分别降低声散射形态函数约 3 dB及 6~9 dB，而在 1500 Hz以上效果则逐

渐减弱至 3 dB左右。声速参数较大的 Case2.2和 Case2.3算例在 500~1500 Hz频段内降低形态函数的

效果小于 Case2.1算例，但在 1500 Hz以上高频段降低形态函数的效果则优于 Case2.1算例，分别达到

9 dB与 7 dB。一般来说，敷设具有较小特征声阻抗参数且波速较慢的均匀覆盖层，具有较好的降低低

频声散射形态函数效果；反之，敷设具有较大特征声阻抗且波速较快的均匀覆盖层，则具有较好的高频

效果。
  

（a）特征声阻抗大小对圆柱壳散射形态函数的影响

（b）声速与密度参数对圆柱壳散射形态函数的影响
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图 8  均匀声学覆盖层声学参数对圆柱壳散射形态函数的影响

Fig.8  Influence of acoustic parameters of uniform acoustic coatings on the scattering form functions of the cylindrical shell
  

3.2 敷设分层梯度覆盖层的有限长圆柱壳声散射特性

α = 0.8
α = 0.8 δ

α

进一步针对具有不同声学参数的分层梯度声学覆盖层，计算分析圆柱壳的声散射特性，圆柱壳模

型的基本参数如表 1所示。将 10 cm厚声学覆盖层分为 5层等厚度层，各分层为 2 cm厚均匀层，具体

参数见表 3，其中 Case3.1算例设为均匀声学覆盖层，归一化特征声阻抗 ；Case3.2~Case3.4算例

由内至外各层的特征声阻抗逐渐增大，平均归一化特征声阻抗为 ，相应的分层梯度 分别为 0.1、
0.15、0.2； Case3.5和 Case3.6算例的分层梯度均为 0.15，相应的平均归一化特征声阻抗 分别为 0.6与 1.0。

根据文献[2]的计算分析，当入射平面声波作用于圆柱壳敷设的声学覆盖层外表面，激励力通过覆

盖层向壳体传递时会受到一定程度的抑制，但覆盖层的特征声阻抗较水更小，壳体振动由于阻抗失配会

在一定程度上增大，进一步地，壳体振动向覆盖层外表面传递时又会受到覆盖层的抑制。因此入射平面

声波与振动位移之间存在比较复杂的耦合传递关系，而分层梯度覆盖层则会较均匀层在更低的频段降
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低覆盖层外表面的耦合振动位移。针对表 3给出的工况参数，计算平面声波垂直入射时，敷设均匀覆盖

层与分层梯度覆盖层情况下覆盖层外表面的典型模态位移，结果见图 9。计算结果表明，类似于湍流边

界层脉动压力表面激励的情况[2]，分层梯度覆盖层在特定的频率范围可明显抑制其外表面振动模态位

移，且有效频段与分层梯度层特征参数有关。当分层梯度覆盖层的平均特征声阻抗与均匀层相同时，前

者降低覆盖层外表面模态位移的下限频率稍低于后者（参见 Case3.3与 Case3.1算例）；当分层梯度覆盖

层梯度相同时，平均特征声阻抗较小的梯度层则会在明显更低的频率范围降低覆盖层外表面模态位移

（见 Case3.5与 Case3.3算例）。注意到，分层梯度覆盖层表面低阶模态振动位移减小较为明显，随着模

态阶数增加，不同覆盖层及其参数变化对减小其表面模态振动位移的作用逐渐减弱。敷设特征声阻抗

沿厚度方向梯度增大且平均特征声阻抗较小的分层梯度声学覆盖层，可以比均匀覆盖层在更低频段降

低外表面的模态位移，从而进一步影响敷设分层梯度声学覆盖层的圆柱壳声散射特性。上述现象是源

于自由场流体与声学覆盖层之间，覆盖层各分层之间的阻抗失配效应。流体与声学覆盖层的边界以及

梯度覆盖层各分层的边界由于阻抗失配，会反射并在一定程度上阻隔声波的传递，最终使得梯度覆盖层

外表面的位移降低。
 

表 3  分层梯度声学覆盖层计算参数

Tab.3  Calculation parameters of the multilayer gradient acoustic coating
 

工况 归一化特征声阻抗 平均归一化特征声阻抗 分层梯度 归一化声速和密度

Case3.1 α=0.8,0.8,0.8,0.8,0.8 α=0.8 δ = 0 αc=
√
α=0.77,αρ=

√
α=0.77

Case3.2 α=0.6,0.7,0.8,0.9,1.0 α=0.8 δ = 0.1
αc=
√
α,αρ=

√
αCase3.3 α=0.5,0.65,0.8,0.95,1.1 α=0.8 δ = 0.15

Case3.4 α=0.4,0.6,0.8,1.0,1.2 α=0.8 δ = 0.2
Case3.5 α=0.3,0.45,0.6,0.75,0.9 α=0.6 δ = 0.15 αc=

√
α,αρ=

√
α

Case3.6 α=0.7,0.85,1.0,1.15,1.3 α=1.0 δ = 0.15 αc=
√
α,αρ=

√
α
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无覆盖层, (9,9) 模态
Case3.1, α = 0.8, δ = 0,(9,9) 模态
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无覆盖层, (19,19) 模态
Case3.1, α = 0.8, δ = 0,(19,19) 模态
Case3.3, α = 0.8, δ = 0.15,(19,19) 模态
Case3.5, α = 0.6, δ = 0.15,(19,19) 模态

无覆盖层, (1,5) 模态
Case3.1, α = 0.8, δ = 0,(1,5) 模态
Case3.3, α = 0.8, δ = 0.15,(1,5) 模态
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图 9  均匀与分层梯度覆盖层外表面的典型模态位移幅值

Fig.9  Typical modal displacement amplitude on the outer surface of uniform and multilayer gradient acoustic coatings
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依据表 1和表 3所列计算模型及参数，计算垂直入射平面声波作用下敷设分层梯度覆盖层的圆柱

壳声散射形态函数，结果见图 10。图 10（a）中分层梯度覆盖层的平均归一化特征声阻抗与均匀层同取

0.8，Case3.2~Case3.4算例中分层梯度由 0.1递增至 0.2，相应的归一化声速与密度均取 。计算结果

表明：敷设分层梯度覆盖层与均匀覆盖层一样，不仅降低散射形态函数的低频峰值，而且在 500 Hz以上

频段明显降低散射形态函数，在 500~1500 Hz频率范围内，分层梯度覆盖层具有比均匀覆盖层更好的效

果；但在 1500 Hz以上前者降低散射形态函数的效果弱于后者。随着覆盖层分层梯度的逐渐增大，在

500~1500 Hz频率范围内的散射形态函数逐渐减小，其中分层梯度最大的 Case3.4算例比均匀覆盖层的

散射形态函数低约 3.5 dB；但是，较大的分层梯度会引起高频散射形态函数增大，在 1500 Hz以上频率

Case3.4算例分层梯度覆盖层的总散射形态函数高于 Case3.1算例均匀覆盖层 2~4 dB左右。当声学覆

盖层分层梯度 均为 0.15，归一化声速与密度均取 ，平均归一化特征声阻抗 分别为 0.6、0.8、1.0时，

对应的散射形态函数见图 10（b），敷设三种不同平均归一化特征声阻抗 的分层梯度覆盖层，400 Hz以

下频率的散射形态函数并无明显差别；Case3.3与 Case3.6算例在 500~1750 Hz的频率范围内，前者具

有较小的平均归一化特征声阻抗，能够较后者降低约 3 dB的散射形态函数，但在 1750 Hz以上频段，

Case3.3算例则比 Case3.6算例的散射形态函数大约 2.5 dB；Case3.5算例具有最小的平均归一化特征声

阻抗，在 400~1350 Hz频率范围内，它比 Case3.6算例散射形态函数最大减小约 3.5 dB，虽然降低散射

形态函数的效果向低频迁移，但在 1350 Hz以上频段，其散射形态函数则比 Case3.6算例大约 7 dB。对

应覆盖层外表面模态振动位移随分层梯度覆盖层参数的变化特征，兼具较小平均特征声阻抗与较大分

层梯度的声学覆盖层具有比均匀覆盖层更好的降低中低频散射形态函数的效果，但高频散射形态函数

则会大于均匀覆盖层。
 
 

（a）覆盖层梯度的影响 （b）覆盖层平均特征声阻抗的影响
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图 10  分层梯度覆盖层对圆柱壳总散射形态函数的影响

Fig.10  Effect of multilayer gradient acoustic coatings on the total scattering form functions of the cylindrical shell
  

3.3 敷设内含空腔覆盖层的有限长圆柱壳声散射特性

ρe = ρ(1−αt/te)

α = πd2/4a2 ce κe κe κe = κ0κte/(κt− (t− te)κ0)

κ0 = κ(1−α)(1+ακ/µ(1−ω2/Ω2
0))
−1
κ µ Ω0

αρ = 0.85 αc ·αρ = 0.3→ 1.0

第 3.1节和第 3.2节计算选取的均匀与梯度覆盖层特征声阻抗均为常数，使得对应声速较小的覆

盖层算例，计算的散射形态函数在高频段会增大。考虑到实际声学覆盖层一般包含孔腔等内部结构，其

声学特性往往与频率相关（见图 11）[41−42]。图 11所示含空腔覆盖层的等效密度表示为 ，

其中 ；覆盖层的等效声速 与等效模量 有关， 可表示为 ，其中

， 为覆盖层材料的杨氏模量， 为剪切模量， 为空腔的共振频率。

由内含空腔覆盖层的等效密度与声速表达式可知，等效声速依据不同的空腔形态、尺度及布局等因素

随频率增大而增加，而等效密度不随频率改变。为了改进声学覆盖层降低高频散射形态函数的效果，进

一步考虑密度恒定、声速随频率变化的声学覆盖层。以文献[41−42]给出的 PDMS粘弹性材料为例，在

埋置空腔的情况下覆盖层密度选取 850 kg/m3，即 ，覆盖层声速则在满足 的条

件下，通过不同的方式随频率增加。Case4.1算例声速随频率线性增加，Case4.2和 Case4.3算例声速分
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c2 ∝ a2 f 2,a2 > 0 c3 ∝ a3 f 2,a3 < 0别以二次函数 和 随频率变化（见图 12）。按此参数计算的圆柱壳散射形

态函数见图 13（ a）。声学覆盖层 Case4.2算例的声速以二次函数随频率增加且导数为负 ，在

300~2000 Hz频率范围内，能够明显降低散射形态函数，其中 300 Hz附近降低约 1.5 dB，500 Hz左右约

5 dB，1000 Hz左右可达 13 dB，1500 Hz以上则有 7~10 dB，不仅优于 Case4.1和 Case4.3算例的效果，且

有效范围向低频扩展。

  

（a）均匀覆盖层
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图 13  频率相关覆盖层总散射形态函数

Fig.13  Frequency-dependent total scattering form functions of the acoustic coatings
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图 11  埋置空腔的粘弹性覆盖层示意图

Fig.11  Schematic diagram of a viscoelastic coating layer with
embedded cavities
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图 12  均匀覆盖层声学参数随频率变化示意图

Fig.12  Schematic diagram of acoustic parameters of uniform
acoustic coatings varying with frequency
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进一步将均匀覆盖层 Case4.2算例扩展为分层梯度覆盖层，其厚度为 10 cm，沿厚度方向等分为

5层，各分层密度均为 850 kg/m3，并设置 100 m/s和 150 m/s两种声速梯度，分别设为 Case4.4和 4.5算

例，计算得到的散射形态函数见图 13（b）。计算结果表明：在 100~500 Hz频率范围内，Case4.4 算例降

低散射形态函数的效果比 Case4.2算例增加 1 dB左右，在 500~1500 Hz频段后者比前者的降低效果增

加 1~2 dB。分层声速梯度较大的覆盖层 Case4.5在 100~350 Hz频率范围，增大了降低散射形态函数的

效果，达到 3 dB左右，而在 350~1500 Hz频率范围，Case4.5算例降低散射形态函数的效果小于

Case4.2和 Case4.4算例的效果。在 1500 Hz以上频率，无论 Case4.4算例还是 Case4.5算例都与

Case4.2算例的效果基本一致。降低有限长圆柱壳的散射形态函数时，不同频段对覆盖层特征声阻抗参

数的要求不同。覆盖层具备低频较小但高频快速增加的归一化特征声阻抗，有利于兼顾在宽频带范围

降低散射形态函数，若适当增大分层梯度，则可向低频扩展控制效果而不使中频段效果退化。 

3.4 敷设覆盖层的有限长加肋圆柱壳声散射特性

考虑敷设声学覆盖层的有限长加肋圆柱壳结构的声散射特性，环肋采用 T形截面并沿轴向等间距

布置，具体参数见表 4。依据表 1模型参数及表 4算例，计算得到的垂直入射平面声波作用下加肋圆柱

壳的散射形态函数如图 14所示。由图可见，在 500 Hz以下频段加肋圆柱壳比无肋圆柱壳的散射形态

函数明显增加，其原因是肋骨增加了圆柱壳的声辐射效率，但是不同肋骨尺寸与肋骨数量的圆柱壳散射

形态函数，只是峰值幅度及频率稍有不同，并没有显著差异，此结果有别于加肋圆柱壳水动力噪声的声

辐射功率谱中，因肋骨调制作用而出现的明显“阻带”与“通带”现象[2]。圆柱壳设置肋骨后，结构振动模

态的轴向波数谱中出现肋骨调制引起的附加波数响应峰值，当此波数分量与激励波数发生耦合相互作

用时便产生峰值。湍流边界层脉动压力为宽波数激励，能够在较宽的波数谱中与加肋圆柱壳轴向波数

耦合作用产生共振与反共振峰值，即“阻带”与“通带”现象；而入射平面声波为单一波数激励，且垂直入

射时肋骨表现为质量效应，因此两者仅能够在较窄的波数谱中耦合作用，无法凸显水动力噪声的声辐射

功率谱中的类似现象。
 
 

表 4  圆柱壳肋骨计算参数

Tab.4  Calculation parameters of the cylindrical shell ribs
 

工况 肋骨参数 肋骨数量 工况 肋骨参数 肋骨数量

Case 5.1 ⊥6 mm×125 mm
8 mm×40 mm

小肋骨

9根

Case 6.1

⊥12 mm×250 mm
16 mm×80 mm

0根

Case 5.2 ⊥12 mm×250 mm
16 mm×80 mm

中肋骨 Case 6.2 4根

Case 5.3 ⊥18 mm×375 mm
24 mm×120 mm

大肋骨 Case 6.3 9根
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图 14  平面波垂直入射时加肋圆柱壳总散射形态函数

Fig.14  Total scattering form functions of stiffened cylindrical shell under normal incidence of plane wave
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针对 Case5.2算例设置 9根中肋骨的有限长圆柱壳，分别敷设 Case4.4算例的均匀覆盖层和

Case4.6、Case4.7算例的分层梯度覆盖层，在垂直入射平面声波作用下，计算得到的圆柱壳散射形态函

数见图 15。由图可见，在 500 Hz以下频段，除个别峰值以外，Case4.7、Case4.6及 Case4.4算例的声学

覆盖层能够一定程度抑制加肋圆柱壳的散射形态函数峰值，且 Case4.7算例稍优于 Case4.6和

Case4.4算例的效果。但在 500 Hz以上频段，敷设 Case4.4算例均匀覆盖层的加肋圆柱壳散射形态函数

比 Case4.6、Case4.7算例的散射形态函数小 3~5 dB，这与 1500  Hz以上频段 Case4.4、Case4.6和

Case4.7三种算例的无肋圆柱壳形态函数基本一致的情况不同。
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图 15  敷设频率相关覆盖层的加肋有限长圆柱壳形态函数

Fig.15  Scattering form functions of stiffened cylindrical shell with frequency-dependent acoustic coatings
  

4  结　论

本文基于文献[1−2]推导的自由场环境中敷设分层梯度覆盖层的有限长加肋圆柱壳声振耦合模态

方程，建立了敷设分层梯度声学覆盖层有限长加肋圆柱壳的声散射计算模型，分析了声学覆盖层特征声

阻抗及密度、声速和分层梯度对散射形态函数的影响，进一步考虑了覆盖层分层密度、声速与频率相关

的覆盖层特征声阻抗及声速等参数对圆柱壳和加肋圆柱壳散射形态函数的作用。研究结果表明：

（1）敷设具有一定厚度的均匀覆盖层减小了辐射面的耦合振动位移，可以在一定频率范围内降低

有限长圆柱壳的散射形态函数。具有较小特征声阻抗参数及慢波速参数的均匀覆盖层，可以较好地抑

制圆柱壳低频段的声散射形态函数；兼具较大特征声阻抗参数与较大声速参数的均匀覆盖层，则能够明

显降低圆柱壳中高频段的声散射形态函数。

（2）敷设平均特征声阻抗较小且分层梯度较大的分层梯度声学覆盖层，能够比均匀层更好地降低

中低频散射形态函数，但圆柱壳敷设分层梯度覆盖层时的高频散射形态函数则会大于敷设均匀覆盖层

的情况。

（3） 敷设特征声阻抗参数随频率增大的覆盖层时，分层梯度声学覆盖层兼具了较小特征声阻抗及

慢波速参数的低频效果与较大特征声阻抗及快波速参数的高频效果，在各频段均能有效降低圆柱壳的

散射形态函数。

（4）圆柱壳的散射形态函数受肋骨大小与数量的影响会产生较为明显的差异。在加肋圆柱壳表面

敷设声学覆盖层，可以有效抑制圆柱壳的散射形态函数，其效应同样受到覆盖层特征声阻抗参数及覆盖

层分层梯度的影响。
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附录 A

i p(i)
c c(i)

c i

ri ri+1

i

梯度覆盖层在厚度方向由数个均匀粘弹性分层组成，第 分层的密度和声速分别为 与 ，第 分

层的内径与外径则分别表示为 与 。梯度声学覆盖层敷设在圆柱壳外表面，一般情况下其弯曲刚度

远小于圆柱壳体，可以认为声学覆盖层随圆柱壳体一起振动，具有与圆柱壳相同的周向、轴向波数。因

此，考虑到圆柱壳两端简支边界条件和周向自然边界条件，梯度覆盖层第 分层波动方程的通解为

p(i)
c =

∑
n

∑
m

[A(i)
nmJn(k(i)

r r)+B(i)
nmYn(k(i)

r r)]cosnϕ · sinkmx (A1)

k(i)
r =

√
k(i)

c
2− k2

m k(i)
c = ω/c

(i)
c A(i)

nm B(i)
nm r i

i

式中： ， ； 与 为待定系数； 是第 分层中性层半径。利用模态函数正交

性，以及第 分层内外表面声压与质点径向振动位移的关系，可以得到

k(i)
r [A(i)

nmJ′n(k(i)
r ri)+B(i)

nmY ′n(k(i)
r ri)] = ρ(i)

c ω
2W (i)

nm (A2.1)

k(i)
r [A(i)

nmJ′n(k(i)
r ri+1)+B(i)

nmY ′n(k(i)
r ri+1)] = ρ(i)

c ω
2W (i+1)

nm (A2.2)
A(i)

nm B(i)
nm i求解（A2）式得到待定系数 与 ，进一步可得第 分层内外表面模态声压与模态位移的关系(

p(i)
cnm

p(i+1)
cnm

)
=

[
Z(i)

nm11 Z(i)
nm12

Z(i)
nm21 Z(i)

nm22

](
W (i)

nm

W (i+1)
nm

)
(A3)

Z(i)
nm11 ∼ Z(i)

nm22 i式中： 为第 分层模态声阻抗，表达式为：
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c ω
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r
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i由式（A3）可得第 分层内外表面的声振传递关系(
p(i)

cnm

W (i)
nm

)
= Ti

(
p(i+1)

cnm

W (i+1)
nm

)
(A5)

Ti i式中： 为第 分层传递矩阵，其元素为

T (i)
nm11 =

Z(i)
nm11

Z(i)
nm21

T (i)
nm12 = Z(i)

nm12−
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(A6)

(N −1)若梯度分层声学覆盖层由 层组成，则其内外表面的传递关系为(
p(1)

cnm

W (1)
nm

)
=

(
T 11

nm T 12
nm

T 21
nm T 22

nm

)(
p(N)

cnm

W (N)
nm

)
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(
p(N)

cnm
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T式中： 为梯度声学覆盖层传递矩阵，其表达式为

T =
N−1∏
i=1

Ti(i = 1,2, · · · ,N −1) (A8)
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