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水下弹性目标声学分析的改进径向
点插值无网格计算模型

游翔宇 1，2，3，姚　宇 1，3，李　威 4

（1. 长沙理工大学 水利与海洋工程学院，长沙 410114；2. 上海交通大学 海洋工程全国重点实验室，上海

200240；3. 水沙科学与水灾害防治湖南省重点实验室，长沙 410114；4. 华中科技大学 船舶与海洋工

程学院，武汉 430074）

摘要：经典有限元法（FEM）在较高计算频率下会受频散误差效应的影响，出现显著的精度劣化。此外，有限元解

的可信度高度依赖于网格质量，尤其在具有陡峭梯度场或复杂几何特征的区域，高质量网格是获得可靠结果的必

要前提，但此类网格的生成过程往往具有计算密集性和耗时性。针对上述问题，本研究提出一种改进径向基点插

值无网格计算方法（MRPIM）用于三维声固耦合分析。该方法通过引入新型插值节点选择方案，在单个积分单元

内构造了连续声压近似函数，从而有效降低了数值积分误差。结果表明，改进方法在计算精度上较原有方法

（RPIM）具有显著提升，且有更优的计算效率；数值分析进一步揭示，该方法与有限元法的计算成本具有可比性，

显示出良好的工程应用潜力。
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Abstract: The  classical  finite  element  method  (FEM)  is  known  to  suffer  from  significant  accuracy
degradation under large wavenumber conditions due to dispersion error effects. Furthermore, the reliability of
FEM solutions heavily depends on mesh quality, particularly in regions with steep gradient fields or complex
geometric  features.  While  high-quality  meshes  are  essential  for  obtaining  credible  results,  their  generation
remains  computationally  intensive  and  time-consuming.  To  address  these  limitations,  this  study  proposes  a
modified  radial  point  interpolation  meshless  method  (MRPIM)  for  three-dimensional  acoustic-structure
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interaction  analysis.  By  introducing  a  novel  interpolation  node  selection  scheme,  the  method  constructs
continuous  approximation  functions  within  individual  integration  cells,  effectively  reducing  numerical
integration  errors.  Results  demonstrate  that  the  modified  method  achieves  notable  improvements  in
computational  accuracy compared to  the  conventional  method (RPIM) while  exhibiting superior  efficiency.
Additionally,  the  computational  overhead  of  MRPIM  is  comparable  to  that  of  FEM,  highlighting  its
promising potential for engineering applications.
Key words: finite  element  method;  three-dimensional  acoustic  analysis; meshless  method; dispersion error;

novel interpolation node selection scheme 

0  引　言

水下目标探测技术中，声学探测是可靠的技术手段之一。通过分析目标的辐射或散射声波，可解

读目标的有无、位置或材料属性等信息[1−2]。为了分析简单形状弹性目标的声学特性，学者提出了许多

物理声学方法，如分波序列法、Sommerfeld-Watson变换法和共振散射理论等。然而工程中普遍存在的

是复杂形状目标，上述方法对此无能为力，因此研究数值离散方法变得十分必要。经典数值离散方法如

有限差分法 FDM（Finite  Difference  Method）、有限元法 FEM（Finite  Element  Method）和边界元法

BEM（Boundary Element Method）等在声学计算中被广泛使用，可处理各类复杂形状目标[1]。但这些方

法的可靠性高度取决于网格的数量和质量，导致工程分析中耗费大量人力及时间修整耦合界面或梯度

剧烈变化区域的网格[3]。因此，发展无网格的数值离散方法成为解决复杂工程应用的有效途径之一。

基于伽辽金弱形式的无网格方法最早诞生于上世纪 90年代，如无单元伽辽金法（Element-Free
Galerkin Method） [4] 和再生核质点法 RKPM（Reproducing Kernel  Particle  Method） [5] 等。之后，Liu和

Gu基于径向插值基函数，发展了一种单变量的径向点插值无网格方法 RPIM（Radial Point Interpolation
Method）[6]。该方法具备上述两种方法缺失的 Kronecker Delta函数性质，因而能直接处理本质（声压）边

界条件；并且，该方法的形函数实际上只有与空间距离有关的一个变量，在分析三维问题时更加简单灵

活。鉴于上述优点，国内外有学者将 RPIM应用于求解内场[4,7−8] 和外场声学问题[9−10]，同等离散尺度下

相比，FEM取得了更精确的波动数值解。然而 RPIM生成的声压近似函数不连续，理论上可能导致数

值不稳定现象，因此有学者结合广义梯度光滑技术发展了分区光滑径向点插值无网格法以解决此问

题[8]。但广义梯度光滑技术使用了常值光滑函数（即光滑域面积），会抵消形函数的高阶性质，导致精度

难以进一步提高。

为提高 RPIM的精度及稳定性，作者提出基于积分网格中心点的插值节点选择方案[11]，构造改进径

向点插值无网格法 MRPIM（Modified RPIM），用于求解二维声学问题，结果表明，该方案可有效提高原

有 RPIM法的计算精度及效率。为进一步解决实际声学工程问题，在本文中作者基于改进方法构造三

维无网格声固耦合计算模型，并对其计算精度、效率和收敛性等进行了研究，结果表明，相比于经典

FEM和 RPIM，MRPIM各方面的表现更优，具备良好的实用性。 

1  改进径向点插值无网格法

径向点插值无网格法采用离散场节点进行插值，但仍需借助背景积分网格对控制方程的弱形式进

行全局积分。如图 1所示，与 FEM不同，无网格法离散后的场节点（蓝色圆圈）可不与三角形积分网格

（黑色虚线）的顶点重合，意味着无网格法可动态调整节点位置而无须重构网格，离散时更加灵活。此

外，传统插值节点选择方案中基于积分网格的高斯积分点（x形）构造形函数，表明一个积分网格需要多
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次进行插值节点选取和“矩”矩阵（由径向基函数和多项式基函数在支撑域内所有节点上的值构成的一

个系数矩阵）求逆操作，计算成本较高，且形成的近似函数不连续，可能导致数值积分过程的不稳定；而

改进的插值节点选取方案基于积分网格的中心点（三角形）构造形函数，一个积分网格仅需一次选取插

值节点，计算成本大大降低。
  

rs

rs

（a）传统的插值节点选择方案 （b）改进的插值节点选择方案
 

图 1  积分网格和不同的插值节点选择方案（以二维方案示例）

Fig.1  Integration cells and different interpolation node selection schemes (using a 2D framework as an example)
 

径向点插值无网格法使用了多二次（Multiquadrics）径向基函数进行插值，其表达式如下

Ri (r) =
[
r2+ (αcdc)

2
]q

(1)

r =
√

(x− xi)
2
+ (y− yi)

2
+ (z− zi)

2式中： 表示空间两点之间的欧氏距离，dc 为节点平均间距，αc 和 q为影响

计算精度的待定参数。基于后续的数值试验，确定 αc = 0和 q = 0.95可在三维声学分析中得到较高的

计算精度。

如图 1所示，在积分点的支撑域（彩色实线方形，半边长 rs = 3dc）中，选取域内的所有节点进行插值

ph(x) = R(x)a+ P(x)b =
n∑

i=1

Ri(x)ai+

3∑
j=1

P j(x)b j (2)

式中：Pj = [1 x y z]
T 表示为通过分片测试而补充的线性多项式基函数，a和 b为对应基函数的广义坐标，

n为支撑域内所有节点的数量。

将所有节点的坐标及节点声压代入式（2）中，可得

p= RMa+ PMb (3)
式中：

RM =


R1 (r1) R2 (r1) · · · Rn (r1)
R1 (r2) R2 (r2) · · · Rn (r2)
...

...
. . .

...
R1 (rn) R2 (rn) · · · Rn (rn)

 (4)

PM =


1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

...
...
...
...

1 xn yn zn

 (5)

为保证插值结果的唯一性，额外的约束条件如下

PT
Mb = 0 (6)

联立式（3）和式（6），并对“矩”矩阵求逆，可得

ph(x) =
[

R(x) P(x)
] [ RM PM

PT
M 0

]−1

︸            ︷︷            ︸
“矩”矩阵的逆

[
p
0

]
=

[
Ψ(x) M(x)

] [ p
0

]
(7)

Ψ (x) = R (x) R−1
M +

(
P (x)−R (x) R−1

M PM
)
S−1 PT

MR−1
M M (x) =

(
R (x) R−1

M PM− P (x)
)
S−1

S = PT
MR−1

M PM

式中： 为径向基形函数，

为多项式基形函数（不参与节点插值）， 。由上述插值过程可知，径向基形函数保留了

Kronecker Delta函数性质，因此能直接处理声压边界条件。
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在 MRPIM中，由于使用了改进的插值节点选择方案，式（7）中“矩”矩阵的逆在每个积分网格仅需

计算一次。而使用传统的插值节点选择方案时，“矩”矩阵的逆在每个积分网格的高斯积分点处计算一

次。MRPIM作为高阶数值方法，需采用高阶高斯积分法才能保证积分精度。在本文中使用了 16点四

阶精度的高斯积分法在四面体网格中对弱形式进行积分，使用改进插值节点选择方案之后，可将求逆次

数降低至传统方案的 1/16，将显著提高形函数的计算效率。不仅如此，传统方案中每个积分点处选取不

同的插值节点进行插值后，声压近似函数在积分网格内是不连续的，会导致额外的数值积分误差。作为

对比，改进方案中在不同积分点处使用了相同的一套插值节点进行插值，保证了积分网格内声压近似函

数的连续性，从而可相对提高计算精度。 

2  水下弹性目标声学控制方程及完美匹配层技术

对于线性稳态声学问题，亥姆霍兹方程是其控制方程，如下式

∆p+ k2 p = 0 (8)
式中：Δ是拉普拉斯算子，k = ω/c表示声波波数，ω为圆频率，c为媒介的声波波速，p为声压波动。

将式（8）乘加权函数 w，并对整个问题域 Ω进行积分，再运用格林散度定理可得弱形式w
Ω
(∇w · ∇p− k2wp) dΩ−

w
Γ

w(∇p · n)dΓ = 0 (9)

Γ n Γ式中： 为问题域的 Neumann边界， 为边界 的外法向单位矢量。

为了吸收外传声波，满足 Sommerfeld远场辐射条件，本文引入了基于复坐标映射的完美匹配层技

术 PML（ Perfectly  Matched  Layer）。如图 2所

示，将无限计算域截断为有限计算域，并在有限

域外围设置 PML层，α为层厚度。

各坐标轴方向上的复坐标映射关系如下

x̃i = T (xi) =



xi− i
w 0

η
σ(η)dη,

当−Ri−α ⩽ xi < −Ri

xi, 当−Ri ⩽ xi ⩽ Ri

xi− i
w η

0
σ(η)dη,

当Ri < xi ⩽ Ri+α

(10)

η = |xi| −Ri σ (η) = 7(η/α)2
式中： i表示坐标轴下标 x、 y和 z，相对坐标

，阻尼函数 ，具体配置及

参数选取依据见文献[12]。
引入 PML后，式（9）相应变换为w

Ωp
∇w · ∇p− k2wp dΩ+

w
Ω̃PML
∇̃w · ∇̃p− k2wp dΩ−

w
Γ

w(∇p · n)dΓ = 0 (11)

∇̃式中： 表示相对于复坐标的梯度算子。

Ψf代入 RPIM形函数 后，式（11）可简写为(
Kf − k2 Mf

)
p= Ff (12)

Kf =
(∇Ψf

)T∇Ψf Mf =Ψ
T
f Ψf

Ff =
w
Γ
ΨT

f (∇Ψf p · n)dΓ式中： 表示声流体刚度矩阵， 表示声流体质量矩阵， 

表示外部声激励。

当考虑弹性体的声学特性时，还需引入弹性体的简谐振动响应方程[1](
Ke−ω2 Me

)
ue = Fe (13)

式中：Ke 表示弹性体刚度矩阵，Me 表示弹性体质量矩阵，Fe 表示外部力激励。

 

αΩPML: PML域

Ωp: 有限域

R1

R 2

Γ

 

图 2  外场问题的问题域（以二维为例）

Fig.2  The problem domain for exterior acoustics (using a 2D
framework as an example)
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问题域内总声压 p可表示为入射声压 pi 与散射（或辐射）声压 ps 之和，如下

p = pi+ ps (14)
在声固耦合面上，弹性体表面位移 ue 应与声流体质点位移 uf 相等

uenf = ufnf (15)
式中：nf 表示声流体耦合界面的外法线单位矢量。

此外，声固耦合面上须满足压力平衡条件

σ
∣∣∣ne = −p (16)

ne = −nf式中： 表示弹性体耦合界面的外法线单位矢量。

依据式（13）、（14）和式（16），问题域内总声压 p的作用相当于对弹性体表面施加了一个外部的压

力激励，同时代入散射声压的离散表达式，可得弹性力外部压力激励为

fe =
w
Γ
ΨT

e neσ
∣∣∣∣
ne

dΓ =
w
Γ
ΨT

e nfp dΓ =
w
Γ
ΨT

e nf (pi+ ps)dΓ =(w
Γ
ΨT

e nfΨf dΓ
)

ps+
w
Γ
ΨT

e nfpi dΓ = Hps+
w
Γ
ΨT

e nfpi dΓ (17)

Ψf Ψe式中：H为声固耦合矩阵， 和 分别表示流体区域和弹性体区域的形函数。

u̇e (xi, t) = iωΨeue (xi)

依据式（12）和式（15），弹性体表面振速（即位移导数）也会对声流体质点产生一个外部的速度激励，

同时代入时谐关系式 ，可得流体质点的外部速度激励为

ff = −iρω
w
Γ
ΨT

f nT
f u̇f dΓ = −iρω

w
Γ
ΨT

f nT
f u̇e dΓ = ρω2

(w
Γ
ΨT

f nT
fΨe dΓ

)
ue = ρω

2HTue (18)

联立式（12）和式（13），并代入式（17）和式（18），可得水下弹性体声固耦合分析的控制方程[
Ke−ω2 Me −H
−ρω2HT Kf− k2 Mf

] [
ue

ps

]
=

 Fe+
w
Γ
ΨT

e nfpi dΓ
Ff

 (19)

上式中，若仅考虑声辐射分析，则入射声压 pi = 0。 

3  数值算例
 

3.1 三维充液驻波管内声传播

如图 3所示，考虑三维充液驻波管的声传播，其左端壁面存在一个法向速度激励 vn = 10 m/s，其余

壁面设为刚性，即法向速度为 0。管长为 L = 1 m，宽和高分别为 b = 0.1 m和 h = 0.1 m。管内充水，水

的密度为 ρw = 1000 kg/m
3，水中声速为 cw = 1500 m/s。通过 Delaunay四面体剖分算法将问题域划分为

11 812个 4节点四面体，作为 FEM-T4的单元、以及 RPIM和 MRPIM的积分网格，未对网格进行额外

优化，包含 2640个场节点，节点平均距离 dc ≈ 0.168 m；通过 Delaunay四面体剖分算法将问题域划分为

1424个 10节点四面体，作为 FEM-T10的单元，同样未对网格进行额外优化，包含 2714个场节点，节点

平均距离 dc ≈ 0.166 m。图 4描绘了相应的节点分布。

管内声压解析解为
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0.1  m

0.1 m

刚性壁面

水速度激励

 

图 3  驻波管的几何尺寸

Fig.3  The geometry of the tube
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图 4  本节算例所使用的节点分布

Fig.4  Node distribution used in the numerical examples
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pe = −iρcv0
cos(kL(1− x/L))

sinkL
(20)

管内声场模态频率解析解为

f eigen =
cw

2

(m−1
L

)2

+

(
n−1

b

)2

+

(
o−1

h

)20.5

(21)

式中：m，n和 o为与模态频率有关的非负整数参数，且不能同时为零。

εr = |pe− p|L2/|pe|L2

首先，为保证更高的计算精度，对径向基函数中的待定参数 αc 和 q的取值范围进行探讨。如图 5
所示，αc 取 0~5范围内的整数，q取 0~4.0，绘制获取的数值解中的 L2 相对误差曲线（声压数值解 p与解

析解 pe 之间的相对误差 ）。由图中结果可知，αc = 0时的相对误差曲线始终最低，且

q = 0.95时计算误差最小。如图 6所示，q取 0.95、1.03和 2.83，αc 取−4.0~4.0，绘制获取的数值解中的

L2 相对误差曲线。由图可知，αc = 0和 q = 0.95时，数值解中的相对误差最低，因此在本文中采用了上

述参数。

εm =
(
f h
i − fi

)
/ fi×

100% f h
i fi

众所周知，内场声学问题中的声压响应可表述为各阶声学模态（与特征频率对应）的叠加。因此，

精确计算声学模态是获得可靠声压数值解的关键步骤。图 7展示了由不同数值方法计算得到的前

80阶特征频率与式（21）给出的模态解析解之间的相对误差。相对误差定义为

， 代表由特定数值方法计算得到的第 i阶模态特征频率， 代表解析解得到的第 i阶模态特征频

率。图中，FEM-T4表示四面体线性有限单元（4节点），FEM-T10表示四面体二阶有限单元（10节点）。

在声学 FEM分析中，研究者普遍遵循一个“经验法则”[13]，即一个波长的空间距离内至少需离散为

6个单元或 7个节点，相当于无量纲波数 kdc ≈ 1。遵循该法则，本算例的计算频率应不超过 14 800 Hz，
该频率接近于第 70阶模态（当 m = 1, n = 1, o = 3 或 m = 1, n = 3, o = 1 时，频率为 15 000 Hz）。换言之，

理论上采用各种数值方法应能精确计算出前 70阶的模态频率。但是，使用 FEM-T4得到的模态频率与

解析解存在显著偏差，表明即使在经验法则适用范围内，FEM-T4数值解也难以达到合适的精度。相比

之下，采用 FEM-T10得到的模态频率则更接近解析解。特别的是，MRPIM和 RPIM总体上能提供更精

确的高阶模态频率，并且 MRPIM得到的特征频率通常略优于 RPIM，即相对误差更接近 0%。综上所

述，可以预期在此算例中MRPIM应具有最佳的计算精度。

图 8展示了在 1~14 800 Hz（受“经验法则”约束）频率范围内，所使用的数值方法解中的 L2 相对误

差，即声压数值解与解析解之间的相对误差。与前述预测一致，MRPIM解的数值误差普遍低于其他数

值方法。值得一提的是，传统 RPIM的计算精度在较低频率下下降较为明显，而在较高频率下其精度趋

近于MRPIM。这可能是由于数值积分误差在低频范围内占主导，导致 RPIM在较低频率下存在计算精
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图 5  f=5000 Hz时固定 αc 值时获取到的数值解中

相对误差

Fig.5  Relative errors in the numerical solutions calculated by
a set of values of αc when f=5000 Hz
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图 6  f=5000 Hz时固定 q值时获取到的数值解中

相对误差

Fig.6  Relative errors in the numerical solutions calculated by
a set of values of q when f=5000 Hz
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度损失。此外，FEM-T4数值解中的相对误差对频率升高尤为敏感，且 FEM-T10在 14 800 Hz附近时也

无法保证足够的精度（其相对误差逐渐超过 10%），表明这两种方法难以适应“经验法则”的要求。

本文接下来对比了 MRPIM与其他数值方法在收敛性（如图 9）和计算效率（如图 10）方面的表现。

这两项属性是评估数值方法在工程应用中可行性与实用性的基石。图 9描绘了 f =10 000 Hz时 L2 相对

误差随特征节点间距的变化关系，可反映不同数值方法的收敛性，C表示曲线的斜率（由于 FEM-T4曲

线处于“预渐进”阶段，因此未展示其斜率）。需说明的是，4节点四面体网格的节点平均距离设定为

0.0769 m、0.0625 m、0.0437 m、0.0237 m、0.0168 m和 0.0091 m；而 10节点四面体网格的节点平均距离

则设定为 0.0499 m、0.0401 m、0.0227 m、0.0166 m和 0.0085 m。从图中可得，随着节点平均距离的减

小，MRPIM解的相对误差随之降低，逐渐收敛于解析解。此外，在相同的节点平均距离条件下，MRPIM
始终表现出最低的相对误差，这意味着MRPIM只需最少的节点数即可达到预设的精度要求。

图 10中描绘了相对误差与计算时间的关系，展示了在 10 000 Hz时不同数值方法的计算效率。

计算时间（单位为秒）代表使用相同直接求解器求解系统矩阵所耗费的时间。由图可知，在所考虑的

频率点处，MRPIM和 FEM-T10的曲线通常位于其他方法曲线下方，这表明它们能够在更短的时间内

达成更高的计算精度。综上所述，MRPIM和 FEM-T10相较于 FEM-T4及传统 RPIM具有更优的计算

效率。 
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图 7  不同数值方法获取到的模态频率相对误差

Fig.7  Relative  errors  in  the  eigenfrequencies  obtained  by
different numerical methods compared with the analyti-
cal solution
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图 8  1~14 800 Hz内不同数值方法获取到的数值解相对误差

Fig.8  Relative errors in the solutions obtained by various
numerical methods in the frequency range of
1~14 800 Hz
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图 9  10 000 Hz时不同数值方法的收敛性对比

Fig.9  Convergence  properties  of  various  numerical  methods
at 10 000 Hz
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图 10  10 000 Hz时不同数值方法的计算效率对比

Fig.10  Computational efficiency  of  various  numerical  meth-
ods at 10 000 Hz
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3.2 水下三维弹性空心球的声散射

考虑水下三维弹性空心球在无限大水域中的声散射，弹性空心球外径 r = 0.5 m，材料为钢制，球壁

厚 t = 0.1 m，密度 ρe = 7850 kg/m
3，杨氏模量 E = 210 GPa，泊松比 v = 0.3，纵波波速为 cL = 6000.9 m/s，

横波波速为 cS = 3207.7 m/s。水的密度为 ρw = 1000 kg/m
3，水中声速为 cw = 1500 m/s。如图 11所示，将

无限大问题域缩减为 6 m× 6 m× 6 m的有限域，其中最外层为厚度 α = 2 m的 PML吸声层，问题域中心

布置了钢制空心球。通过 Delaunay四面体剖分算法将问题域划分为 966 704个四节点四面体，作为

FEM-T4的单元和 MRPIM的积分网格，未对网格进行额外优化，包含 166 519个场节点。图 12描绘了

相应的节点分布，节点平均距离 dc ≈ 0.111 m。此问题解析解如下式

p(R, θ) =
∞∑

n=0

cn

−(−i)n

Jn(kr)Qn− kan
d

d(kr)
J(kr)S n

H(2)
n (kr)Qn− kan

d
d(kr)

H(2)
n (kr)S n

H(2)
n (kR)cos(nθ) (22)

式中：R和 θ为极坐标轴方向，其余符号及参数见文献[14]。

如前所述，如遵循“经验法则”，此算例最高计算频率约为 2250 Hz。在此，分析了 500 Hz（kdc ≈
0.23）、1000 Hz（kdc ≈ 0.47）、1500 Hz（kdc ≈ 0.70）和 2250 Hz（kdc ≈ 1.05）下空心球的声散射，并绘制了距

离球中心 1.5 m处的散射声波指向性图，如图 13~16所示。由图可见，FEM-T4解随着频率增长，逐渐

更多地偏离了解析解，并且在 1500 Hz时开始出现虚假的高频波动。这是由于 FEM-T4中存在随频率

快速增长的数值频散误差和数值各向异性，前者导致数值声速高于真实声速，后者导致数值声速沿传播

角度呈不均匀性分布。作为对比，MRPIM解在各频率点更贴合解析解，其表现更加稳定。由此可知，

需进一步使用更精细、更规则的网格以保证 FEM-T4解的精度和稳定性，即声学“经验法则”不能保证

FEM-T4解的有效性，而MRPIM在声学“经验法则”所规定的频率范围内表现相对良好。
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图 11  有限域的几何尺寸

Fig.11  Geometry of the truncated problem domain
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图 12  本节算例所使用的节点分布

Fig.12  Node distribution used in the numerical example
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图 13  500 Hz散射声压指向性

Fig.13  Scattering sound pressure directivity at 500 Hz
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图 14  1000 Hz散射声压指向性

Fig.14  Scattering sound pressure directivity at 1000 Hz
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为量化分析上述数值解中的误差，将不同数值方法在各频率点处的相对误差列入表 1中。由表可

知，FEM-T4解的相对误差在所考虑频率点处总是高于 MRPIM解的相对误差。并且，在较低频率

1500 Hz（kdc ≈ 0.70）时，其相对误差已超过 15%，不能满足工程中计算精度的要求，表明 FEM-T4的计算

精度对计算频率的高低非常敏感。反观 MRPIM，其解的相对误差在 2250 Hz（kdc ≈  1.05）时仍在

10% 左右，表明其在满足“经验法则”要求的频率范围内可一定程度上保证计算结果的可靠性。需要说

明的是，在 500 Hz（kdc ≈ 0.23）处，MRPIM和 FEM-T4解都出现了一定精度损失，这是由于所使用

PML的坐标复变换与频率有关，频率越高，阻尼效果越好，因此在较低频率处的吸声效果会有所下降。
  

表 1  不同数值方法在各频率点处的声压相对误差

Tab.1  Relative errors in the solutions of different numerical methods for several frequencies
 

频率（Hz） 500 1000 1500 2000 2250
FEM-T4 2.95% 10.36% 16.40% 31.98% 49.15%

MRPIM 2.58% 0.65% 3.14% 8.90% 11.32%
 

最后对 MRPIM和 FEM-T4的误差控制策略进行探讨，即研究每波长距离至少含几个节点可保证

数值结果的可靠性。由表 2可知，当每波长节点数在 11~12个时，即每波长单元数在 10~11个时，FEM-
T4才能将声压相对误差降低至 10% 左右，表明工程计算中常用的“经验法则”已对 FEM-T4失效。作

为对比，当每波长节点数在 6~7个时，MRPIM声压解的相对误差接近 10%，表明“经验法则”可适用于

基于 MRPIM的工程计算。若按照相应的误差控制策略开展三维声学计算，在边长为一个波长的正六

面体中，FEM-T4至少需要 113 = 1331个节点，MRPIM至少需要 73 = 343个节点。相对来说，MRPIM
所需节点数相比 FEM-T4减少了近 75%，可极大降低三维声学计算中的自由度和系统矩阵规模，进而

减少计算内存及存储消耗，提高计算效率。
  

表 2  不同的每波长节点数下不同数值方法的相对误差

Tab.2  Relative errors in the solutions of different numerical methods for the different sets
of nodes per wavelength

 

每波长节点数 12 10 8 6
FEM-T4 7.27% 16.53% 33.62% 49.15%

MRPIM 1.47% 3.11% 6.02% 11.32%
  

4  结　论

本文针对传统有限元法在高波数条件下因频散误差导致的精度下降问题，以及其对网格质量高度
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图 15  1500 Hz散射声压指向性

Fig.15  Scattering sound pressure directivity at 1500 Hz
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图 16  2250 Hz散射声压指向性

Fig.16  Scattering sound pressure directivity at 2250 Hz
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依赖的局限性，提出了一种改进径向点插值无网格计算模型（MRPIM），并将其应用于三维水下弹性目

标的声散射分析。主要结论如下：

（1）MRPIM通过引入基于积分网格中心的新型插值节点选择方案，能够在单个积分单元内构造连

续的声压近似函数，显著降低了数值积分误差，提高了计算精度和数值稳定性。

（2）与传统 RPIM相比，MRPIM在每个积分单元内仅需进行一次“矩”矩阵求逆操作，大幅减少了

计算成本，提升了计算效率。

（3）数值算例的结果表明，使用相同节点数量时，MRPIM在所考虑的中高频率范围内均表现出优

于 FEM的计算精度，未出现高频虚假波动现象；获取相同精度时，相比线性 FEM可减少近 75% 节点数

量，且计算效率可与二阶 FEM相当，验证了其在中高频率范围内的可靠性和稳定性。

综上所述，MRPIM具有良好的工程应用前景，但目前仍缺乏在大尺度问题（如数百万级节点）中的

计算成本分析、求解复杂几何模型声散射的可靠性等方面的研究等。
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