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摘要：降阶模型在降低计算资源消耗的同时，能够有效提取复杂流动的主要特征，为非线性复杂流场信息的分析

与解释提供了重要手段。虽然降阶模型已广泛应用于复杂流场的重构中，但基本针对不同几何形状下的稳态流

场或针对同一几何形状下的瞬态流场开展研究，而针对不同形状下瞬态流场重构方法的研究较少。因此，本文提

出了一种结合本征正交分解（POD）方法与动态模态分解（DMD）方法的流场降阶与重构方法，并将该方法应用于

在船长与波长相等时不同侧体布局下三体船的波浪场重构问题中。结果表明，与高精度数值模拟计算所得的原

始流场相比，重构流场的误差较小，整体重构效果理想，验证了所提出方法的合理性与可行性，可为后续的船舶流

场预测与优化设计等研究奠定坚实基础。
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trimaran in waves
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Abstract: Reduced-order models (ROMs) offer an effective means to extract the dominant features of flow
fields  while  significantly  reducing  computational  resources,  which  provides  an  important  means  for  the
analysis  and interpretation of  nonlinear  complex flow field information.  Although ROMs have been widely
applied  to  reconstruct  fields  of  steady-state  flows  with  different  geometries  or  transient  flows  with  one
geometry, the study on reconstructing transient flow fields with different geometries remains limited. In this
study,  a  novel  flow  field  reconstruction  method  combining  Proper  Orthogonal  Decomposition  (POD)  and
Dynamic  Mode  Decomposition  (DMD)  is  proposed,  and  then  applied  to  reconstruct  the  wave  field  of  a
trimaran under different side hull layouts at a wave length equal to the ship length. The results indicate that
the  reconstructed  flow  fields  exhibit  lower  errors  compared  with  the  original  flow  fields  by  high-fidelity
simulation,  which  validates  the  reasonableness  and  feasibility  of  the  proposed  method,  laying  a  solid
foundation for subsequent studies on flow field prediction and optimization for hull forms.
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0  引　言

随着计算机技术的快速发展，基于数值模拟研究复杂流动现象已成为最主要的手段之一。尽管运

用有限元法、有限体积法等能够对物理现象进行模拟，但当处理较为复杂的工况条件时，数值模拟所需

的计算资源会急剧攀升，实现高精度的数值模拟显著增加了计算成本和存储空间。鉴于此，为节约计算

成本并减少资源消耗，降阶模型 ROM（Reduced-Order Model）应运而生。作为一种数值模拟的近似方

法，降阶模型不需要求解偏微分方程，仅从数据出发挖掘流场内在的相关性并进行重组，本质上是一种

数据驱动的方法，可显著降低计算资源。

目前较为常用的降阶模型包含：本征正交分解方法 POD（Proper Orthogonal Decomposition）、动态

模态分解方法 DMD（Dynamic Mode Decomposition），以及人工神经网络方法等。其中，POD方法是由

Loeve和 Karhunen于 1945年提出的一种模态分解方法[1]。Holmes[2] 在后续的研究工作中为其提供了

详尽的数学推导过程与解释说明。POD方法凭借其高效的重构效率、广泛的适用范围等显著优势，被

广泛地应用于对湍流相干结构的提取、分解以及重构等工作之中。1967年，Lumley[3] 首次将 POD方法

应用于湍流研究领域，通过分解流场中关于空间和速度的相关函数，实现了对流场相干结构的精准识

别，随后在众多研究者的不懈努力之下，POD方法在流体力学领域获得了更为广泛且深入的应用。刘

浩等[4] 基于 POD方法建立气动力降阶模型，由已知的翼型表面压力分布高效获得最优翼型形状。张嶔

等[5] 利用 POD方法分析三维交叉管在特定间隙比下的涡量数据，并探究尾涡的演变规律。王博等[6] 基

于两个方向的高速摄影实验结果，通过 POD方法研究了撞击射流动态变化过程中的空间和时间特征。

肖颖等[7]、肖裕程等[8] 通过将 POD方法、径向基函数 RBF（Radial Basis Function）、长短时记忆神经网

络 LSTM（Long Short-term Memory）等不同代理模型结合，以提升瞬态流场预测的准确性。Li等[9] 使

用 POD方法和生成对抗网络 GAN（Generative Adversarial Networks）来重建具有空间信息缺失的湍流

快照，结果表明该方法可以准确再现瞬时速度场。

Schmid[10−11] 于 2010年基于 Koopman分析方法提出了 DMD方法，并将其巧妙应用于流体动力系

统之中，依据模态分解后所获取的特征值来深入分析其流动演化规律，并针对瞬态流动开展稳定性分

析。杜晓庆等[12] 利用 DMD方法，对串列双圆柱的涡量场进行模态分解，在低维空间分析了不同模态

的流场特征，基于分解后的主模态建立了降阶模型，并对串列双圆柱流场重构误差进行分析。刘士杰等[13]

基于 DMD方法提取方柱绕流中的主要模态并建立了流场降阶模型，结果表明，基于 DMD方法提取的

少量模态能够基本重构原始流场。陈昌哲等[14] 以 KCS船模为研究对象，采用标准 DMD方法对船舶运

动进行模态分解，并将分解得到的模态用于船舶运动的重构，以实现对船舶运动的时序预测。Le等[15]

使用高阶 DMD方法来识别多孔壁上湍流通道流的动力学结构。袁猛等[16] 利用 DMD方法对仿真得到

的双圆柱绕流流场的涡量数据进行了分析，研究了不同流动阶段的绕流流场的稳定性以及截断位置对

预测效果的影响。

综上所述，虽然 POD、DMD方法已广泛应用于复杂流场的重构中，但基本为针对不同几何形状下

的稳态流场（采用 POD）或针对同一几何形状下的瞬态流场（采用 POD或 DMD），而针对不同形状下瞬

态流场重构方法的研究较少。因此，基于已有研究，参考 POD可捕捉空间相关性强的流场快照的主要

模态，以及 DMD可捕捉近似线性流体动力学系统的时间演化特征的思想，本文提出了一种考虑不同几

何形状下瞬态流场的高效重构方法 POD-DMD，可兼顾 POD和 DMD两种降阶模型各自的优点，从而

实现不同几何形状（如船舶、翼型等）在不同时刻的流场重构。本文的主要内容如下：第一节为数值方

法，主要介绍 POD-DMD流场重构方法与流程；第二节对三体船在波浪中运动的数值模拟工况及结果
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进行描述；第三节为基于 POD-DMD得到的流场重构结果以及误差分析；第四节为本文的主要结论以

及对未来工作的展望。 

1  数值方法
 

1.1 POD 方法

x

{x}Nnp X np

POD方法的核心思想是根据能量标准，利用最小二乘法在原始数据样本中找到一组最优正交基，

使其线性组合可以实现对原始数据样本的低维近似[17]。主要过程为：假定由相近船型在同一物理工况

下计算得到的流场数据为 ，如速度、温度、涡量场。当各计算工况对应网格没有相同的拓扑关系时，参

考文献[18−19]，可以通过代理模型建立每个原始（非结构化）网格与流场数据的映射关系，进而实现对

新的（结构化）网格的流场数据插值，最终获得具有相同的网格拓扑关系的流场数据。当计算设置的网

格具有相同的拓扑关系时，可以根据不同船型对应的流场集合 组成的矩阵 ，其中 为网格节点

数，N为样本船型数量。

X = [x1, x2 · · · , xN] =


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假设对于任意 可以表示为 ，其中 为标准正交基，而 ，且

，由正交性有

ai j = (xi− x)Tu j (2)

M(N > M) xrec
i = x+

M∑
j=1

ai ju j假设 已知，进行数值截断，重构流场可以表示为 。

M EM考虑由于选取截断到 个基向量引起真实流场和重构流场之间的误差 为

EM (u1,u2, · · · ,uM) =
N∑

i=1
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i
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则有
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x̃ = xi− x X̃ = (x̃1,x̃2, · · · , x̃N) S S令 ，定义矩阵 及相关矩阵 ，其中 表示为

S = X̃X̃T = (x̃1, x̃2, · · · , x̃N)
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因此，误差可以表示为
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2
−

M∑
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uT
j Su j (6)

为了寻找到一组最优正交基，定义关于误差的最小化问题

min EM(u1,u2, · · ·,uM) =
N∑

i=1

∣∣∣∣∣∣xi− x
∣∣∣∣∣∣2

2
−
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j Su j

s.t.uT
j u j = 1, ( j = 1,2, · · · ,M) (7)
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Su j = λ ju j S根据拉格朗日乘数法，可以得到最优解满足 。因此，所需标准正交基就是相关矩阵 的单

位特征向量。

S X̃
X̃T S X̃

对于特征向量的求解，一种是直接求解相关矩阵 的特征值及特征向量，另外一种就是通过对 或

进行奇异值分解进而计算 的特征向量。由于 的行数通常远大于列数，因此，为了降低计算量，节

省计算资源，本文主要采用后一种方法。

X̃ ∈ Rm×n X̃ r U ∈ Rm×m V ∈ Rn×n设 且矩阵 的秩为 ，则存在正交矩阵 及正交矩阵 ，使得

X̃ = UDVT = U
(
Sr 0
0 0

)
m×n

VT (8)

Sr = diag{σ1, · · · ,σr} σ1 ⩾ · · · ⩾ σr > 0 X̃其中， ，且 为 的正奇异值。

U ∈ Rm×m U = (u1,u2, · · · ,ur, · · · ,um) = (U1,U2) U1 = (u1,u2, · · · ,ur) U2 =

(ur+1, · · · ,um)

正交矩阵 可以表示为 ，其中 ，

。

V ∈ Rn×n V = (v1,v2, · · · ,vr, · · · ,vn) = (V1,V2) V1 = (v1,v2, · · · ,vr) V2 =

(vr+1, · · · ,vn)

正 交 矩 阵 可 以 表 示 为 ， 其 中 ，

。

X̃这样经奇异值分解， 可以表示为

X̃ = U
(
Sr 0
0 0

)
VT = (U1,U2)

(
Sr 0
0 0

)
(V1,V2)T = U1SrVT

1 = (u1,u2, · · · ,ur)diag{σ1, · · · ,σr}(v1,v2, · · · ,vr)T =

σ1u1vT
1 +σ2u2vT

2 + · · ·+σrurvT
r (9)

u j U vT
j VT σ j X̃

(1 ⩽ j ⩽ r)

其中， 为矩阵 的第 j列对应的列向量， 为矩阵 的第 j行对应的行向量， 为矩阵 的从大到小排

列的第 j个正奇异值 。进而有
Su j = X̃X̃Tu j = (UDVTV DTUT)u j = (UD2UT)u j =

Udiag(σ2
1,σ

2
2, · · ·,σ2

r ,0, · · ·,0)UTu j = σ
2
ju j (10)

u j U即 取为正交矩阵 的各列。

M X̃ r

u j u j

之后，需要确定截断的个数 ：记 的正奇异值个数为 ，从获取流场总能量（信息）的角度出发，基

向量 所含能量可以定义为每个样本在基模态（矢量） 方向投影的平方和，有
N∑

i=1

∣∣∣∣∣∣(x̃i,u j
)∣∣∣∣∣∣2 = N∑
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= uT
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u j由上式可知，基向量 所含能量可以由对应的奇异值来表示，故可采用下述公式进行截断

E =

M∑
j=1

σ2
j

r∑
j=1

σ2
j

×100% (12)

M E ⩾ p p

S M

根据截断公式，将 确定为 （ 为给定能量占比）时所对应的最小正整数，此时认为相关矩阵

所蕴含的信息可以通过前 个最大的特征值所对应的特征向量进行线性表出。 

1.2 DMD 方法

DMD方法是一种将非线性动态系统转化为线性动态系统的方法[20]，假设在采样时间步长恒定的

时间序列下，得到的快照流场数据之间近似存在某种线性变化关系，通过将不同时刻数据向量化，可认

为后一采样时刻数据对应向量是当前时刻数据向量进行同一线性变换得到的。

(N −1) Xi_1 = [xi_1,

xi_2, · · · xi_N−1] Xi_2 = [xi_2, · · · , xi_N]

对于第 i个样本船型来说，分别选取第 1个时刻到第 个典型时刻流场数据记为

；第 2个时刻到第 N个典型时刻流场数据记为 。

Ai Xi_1 Xi_2

Ai

因此，可以用 DMD方法中的传递矩阵来描述船舶周围复杂流场，如船舶在波浪中运动时的波浪

场。设 为某船型结构的波浪场传递矩阵（即 Koopman 算子矩阵）[19]，则 和 可以由传递矩阵

进行表示为

Xi_2 = AiXi_1 (13)
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Ai
[
Xi_1

]† Xi_1 Ai可以通过矩阵的广义逆求解得到传递矩阵 ，记 为 的广义逆，则传递矩阵 的表达式为

Ai = Xi_2
[
Xi_1

]† (14)
将上述两种降阶模型有机结合，本文提出了一种 POD-DMD方法，用于实现船舶在波浪中流场的

高效重构，主要流程如图 1所示。在基于计算流体动力学 CFD（Computational Fluid Dynamics）数值模拟

得到 N种样本船型对应的流场数据后，首先基于 POD方法对所有样本船型的初始时刻流场数据进行

降阶，经过能量截断得到相应的 POD基模态，并与待重构船型的流场数据结合计算得到相应的基系数，

进而得到待重构船型的初始时刻流场重构结果；随后，基于 DMD方法对待重构船型全部典型时刻的

流场数据进行处理，获取相应的传递矩阵。最终，通过 POD基模态与基系数线性组合得到的初始流场，

并结合 DMD方法构建的线性动态系统，实现了待重构船型在任意典型时刻的波浪场高效重构。基于

上述方法，本文使用自主研发的船海数智设计优化（Marine Hydrodynamic Intelligent Optimization-HEU）

软件进行数值算例验证与分析。
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图 1  基于 POD-DMD方法的流场重构流程图

Fig.1  The flowchart of flow field reconstruction based on POD-DMD method
  

2  算例描述

三体船一般是由一个较大的主体和两个较小的、且关于主体中纵剖面对称的侧体构成。与单体船

相比，三体船在高速航行时具有更加优异的水动力性能，而合理的片体间距会进一步改善其阻力及耐波

性能，主要原因是侧体处于不同位置时，侧体和主体形成不同的兴波干扰，进而影响全船压力分布。

本文选用三体船作为研究对象，主、侧体均为 Wigley船型，三体船的三维模型如图 2所示，其主体

的主要几何参数如表 1所示，而其两个侧体的形状与主体完全一致，只是各主尺度皆为主体的一半。
 
 

（b）全局视角
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图 2  Wigley三体船的几何模型

Fig.2  Geometric model of the Wigley trimaran
 

(a,b)

(a,b)

如图 3所示，设 为根据主体垂线间长无因次化的侧体中心相对于主体中心的有向距离，为了

研究不同侧体位置对三体船周围流场的影响规律，同时尽可能地节约计算资源，采用优化拉丁超立方方

法在船型样本空间（取值范围见表 2）内选择 60组不同的 值进而生成 60个样本船型。
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同时，为了考虑实际中较危险的工况，本文

选择在航速为 1.88  m/s、入射波为一阶迎浪

Stokes波，波幅为 0.025 m，且波长与船长相等的

条件下，进行粘流 CFD数值仿真。 

3  重构结果与分析

ti =
T
9

i (i = 0,1, · · · ,8)

a = −0.110,b = 0.138

采用文献[21]中方法进行网格无关性验证后，利用粘流 CFD数值计算可以得到不同三体船型迎浪

规则波下运动对应的流场数据，并且选取一个遭遇周期 T内的 9个典型时刻，即 ，

以某一个样本船型为例（ ），其对应的各典型时刻流场如图 4所示。

将非结构化网格下的流场数据（即自由面波高）映射成结构化网格下的流场数据后（映射后网格数

为 6650）[19]，利用所提出 POD-DMD方法对流场数据进行降维重构，其总体流程方案图如图 5所示。首

先，提取 60组不同侧体布局三体船对应的初始时刻流场信息，并拼成相关矩阵；随后，对相关矩阵进行

 

表 1  Wigley 三体船模型主体的参数

Tab.1  The  parameters  of  the  Wigley  trimaran
model's main body

 

参数 符号/单位 数值 参数 符号/单位 数值

垂线间长 L/m 4 型深 D/m 0.41
最大船宽 B/m 0.4 排水体积 ∇/m3 0.089

吃水 T/m 0.25 湿表面积 S W/m2 1.189

 

表 2  设计变量及其范围

Tab.2  Design variables and their ranges
 

设计变量 下界 上界 备注

a −0.25 0.5 无因次化纵向间距

b 0.1 0.25 无因次化横向间距
 

a b

O

O1

 

图 3  设计变量示意图

Fig.3  Diagram of design variables
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奇异值分解，将分解后得到的基模态按照其对应的奇异值大小进行降序排列；最后，根据公式（12）进行

能量截断，就可以得到初始时刻流场信息相关矩阵的前若干个主要模态，各模态对应的奇异值和前若干

模态能量总占比如图 6所示。
 
 

t=8T/9
t=7T/9

t=2T/3
t=5T/9

t=4T/9
t=T/3

t=2T/9
t=1T/9

t=0

t=8T/9
t=7T/9

t=2T/3
t=5T/9

t=4T/9
t=T/3

t=2T/9
t=1T/9

t=0

t=8T/9t=7T/9
t=2T/3

t=5T/9
t=4T/9

t=T/3
t=2T/9

t=1T/9

t=7T/9
t=2T/3

t=5T/9
t=4T/9

t=T/3
t=2T/9

t=1T/9t=0

t=0

t=8T/9t=7T/9t=2T/3

t=5T/9 t=4T/9 t=T/3

t=2T/9t=1T/9t=0

第1条样本船型

··
·

第60条样本船型

CFD计算得到的流场信息 获取第N个船型任意时刻的重构流场

A A

A

A

A

A

A

A

A

基于DMD获取第N个船型的传递矩阵

···

全部船型对应的初始时刻流场信息
第1条样本船型 第60条样本船型

SVD
奇异值
分解

模态叠加
进行

能量截断

计算各POD
基模态能量

基于POD获取第N个船型的初始时刻重构流场

典型时刻1 典型时刻2 典型时刻3

典型时刻4 典型时刻5 典型时刻6

典型时刻7 典型时刻8 典型时刻9

针对重构流场进行误差分析

 

图 5  基于 POD-DMD方法的总体流程方案

Fig.5  Overall process scheme based on POD-DMD method
 

E ⩾ 95%当设置截断值为 95%，即 时，根据表 3可以发现，模态个数为 21时对应的流场信息总能量

占比超过 95%。因此，选取前 21个模态作为基模态，此时认为其对应的线性组合能够总体表征原始流

场全部信息，图 7中展示出了部分基模态。

a = −0.110,b = 0.138以某一船型（ ）为例，其对应的 POD基模态系数可由公式（2）计算得到。进而，

可实现对其初始时刻流场的重构，如图 8（a）所示。
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图 4  基于粘流 CFD的波浪场计算结果

Fig.4  Wave field based on viscous flow CFD
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图 6  奇异值与总能量占比随模态变化曲线

Fig.6  Change curve with mode of the singular value and energy proportion
 

表 3  各模态对应的能量占比

Tab.3  The corresponding energy proportion of each mode
 

模态K E值 模态K E值 模态K E值 模态K E值
1 0.290 7 0.806 13 0.897 19 0.940
2 0.557 8 0.827 14 0.907 20 0.946
3 0.649 9 0.847 15 0.915 21 0.950
4 0.698 10 0.862 16 0.922 22 0.954

5 0.740 11 0.875 17 0.929 … …

6 0.776 12 0.887 18 0.935 60 1.000
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随后，根据 DMD方法得到该船型下的传递矩阵 A，矩阵云图如图 9所示。最后，基于 POD-DMD

方法实现对于该船型布局下其他典型时刻的流场重构，重构结果如图 8（b）~（i）所示。

通过 CFD计算的原始流场（图 4）和重构流场（图 8）可以得到重构误差图（见图 10）。同时，为了对

主、侧体附近的波高误差进行定量分析（如图 11所示），对 y = 0.25 m以及 y = 0.45 m处的原始流场与

 

（c）基模态3 （d）基模态4

（e）基模态5 （f）基模态6

z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020 z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020

z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020 z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020

z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020 z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020

0

0.5

1.0

1.5

y/
m

0

0.5

1.0

1.5

y/
m

0

0.5

1.0

1.5

y/
m

0

0.5

1.0

1.5

y/
m

（a）基模态1

6543210−1
0

0.5

1.0

1.5

y/
m

x/m
（b）基模态2

0

0.5

1.0

1.5

y/
m

6543210−1
x/m

6543210−1
x/m

6543210−1
x/m

6543210−1
x/m

6543210−1
x/m

（i）基模态9

z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020

0

0.5

1.0

1.5
y/

m

6543210−1
x/m

（g）基模态7 （h）基模态8

z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020 z/m −0.020 −0.014 −0.009 −0.003 0.003 0.009 0.014 0.020

0

0.5

1.0

1.5

y/
m

0

0.5

1.0

1.5

y/
m

6543210−1
x/m

6543210−1
x/m

 

图 7  基于 POD得到的部分基模态

Fig.7  Basis modes based on POD
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重构流场波高进行提取，波高沿船长的变化曲线

如图 12所示。

从图 10和 12看出，误差主要集中在三体船

侧体附近，主要是由于波长船长比接近所谓“共

振”区，船体的运动幅度相对于规则波波高的比

值较大，导致该工况下具有的剧烈流动现象。而

侧体的主尺度相对较小，使得其附近流场的非线

性现象相对显著。

总体而言，在 POD基模态数达到 21时，波

浪场重构误差整体较小，这说明本文所提出的

POD-DMD方法可以实现对不同布局三体船在

波浪中运动的流场高精度重构。 
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图 8  基于 POD-DMD得到的波浪场重构结果

Fig.8  Reconstruction results of wave field based on POD-DMD
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Fig.9  Transfer  matrix  cloud  image  of  a  certain  trimaran
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图 10  基于 POD-DMD得到的波浪场重构误差

Fig.10  Reconstruction error of wave field based on POD-DMD
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图 11  流场切片位置示意图

Fig.11  Slice position diagram of flow field
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4  结　语

为考虑不同几何形状下的瞬态流场重构，本文提出了一种 POD-DMD方法，该方法结合了 POD和

DMD两种降阶模型各自的优点，可实现不同几何形状（如船舶、翼型等）在不同时刻的流场快速重构。

以三体船在规则波中运动时的波浪场重构为例，基于 POD方法对不同样本三体船型下的初始时刻流场

进行降维处理，建立了不同布局下三体船初始时刻的流场数据与 POD基模态系数之间的对应关系，通

过改变能量截断位置可以得到不同误差级下的基模态，进而可以实现对任意布局初始时刻流场的快速

重构；基于 DMD思想，将三体船在波浪场中做周期性运动这一非线性系统近似处理为线性系统，以获

取传递矩阵，最终实现对于任意已知布局下、任意典型时刻流场的快速重构，验证了所提出 POD-
DMD方法的合理性和可行性。因此，本文所提出方法在其他船型上也具备较大应用潜力，并可为后续

优化设计，以及未来航运、作战中实时分析调节航速、船型、附体、布局对流场与船体性能的影响等提

供理论与数据支撑。

除了实现对任意已知布局（形状）下典型时刻流场的快速重构，对其他任意未知布局（形状）下典型

时刻流场的快速预报更为重要，这是未来工作的重点之一。进一步，还可针对典型时刻之外的其他时刻

流场的快速预报方法进行研究。
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图 12  基于 POD-DMD得到 y = 0.25 m以及 y = 0.45 m处的波浪场重构

Fig.12  Reconstruction results of wave field based on POD-DMD at y = 0.25 m and y = 0.45 m
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