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摘要：船舶结构会因极端或周期性载荷、腐蚀和侵蚀而失效，因此有必要对船舶进行结构健康监测（SHM），以确保

船舶结构的安全性、可靠性和完整性，以避免重大事故的发生。位移重构是结构健康监测的主要目标之一，逆有

限元法（iFEM）是一种用于板壳结构全场位移重构的结构健康监测方法。现有的逆有限元算法应用于大曲率曲面

壳体，会出现单元翘曲问题而影响拟合精度。本文提出了一种改进逆有限元算法，该算法不改变单元本身的位移–
应变关系，在不增加网格和节点数量的前提下，通过在单元高斯积分点上建立切平面坐标系，对单元刚度积分进行

改进，提高逆壳单元的计算精度。数值算例结果表明，改进的逆壳单元能有效降低逆有限元重构后的位移误差。
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Algorithm for high-precision quadrilateral inverse shell
elements
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Abstract: Ship structures can fail due to extreme or cyclic loading, corrosion and erosion, so it is necessary
to perform structural health monitoring (SHM) on ships to ensure the safety, reliability and integrity of ship
structures  to  avoid major  accidents.  Displacement  reconstruction is  one of  the  main objectives  of  structural
health  monitoring.  The  inverse  finite  element  method  (iFEM)  is  a  structural  health  monitoring  method  for
real-time reconstruction of full-field displacement in plate and shell structures. In the case of shells with large
curvature, existing iFEM algorithm will suffer from the warping problem, which affects the fitting accuracy.
In  this  paper,  an  improved  iFEM  algorithm  is  proposed,  which  does  not  change  the  displacement-strain
relationship of the element itself. The new algorithm improves the calculation accuracy of the shell element
by estblishing tangent plane coordinate system at the element’s Gaussian integration points and improving the
element  stiffness  integration,  without  increasing  the  mesh  and  node  quantities.  The  result  of  numerical
examples shows that  the improved inverse shell  element can effectively reduce the displacement error after
inverse finite element reconstruction.
Key words: inverse  finite  element  method;  structural  health  monitoring; displacement  reconstruction; plate

and shell structures 
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0  引　言

如今，随着海洋资源的不断开发，船舶在油气开采、远洋捕捞和科学研究等诸多方面发挥着重要作

用。然而，船舶经常航行在恶劣的海洋环境中，其结构可能会因极端或周期性负载、腐蚀和侵蚀而失

效，而结构失效可能导致重大事故，造成船员或乘客丧生、海洋环境污染以及高昂的维护或维修成本。

因此，有必要利用结构健康监测（SHM）系统对船舶进行实时监测，以避免重大事故的发生。结构健康

监测（SHM）是一个跨学科的工程，通过将传感系统集成到结构上，实时处理从传感系统收集到的数据，

提供整体或局部结构的实时信息。逆有限元法（iFEM）是结构健康监测方法的一种，其在实际工程应用

中，通过采集结构上离散点的应变数据实时重构结构整体的位移场，实现从应变到位移的转换，从而得

到结构的整体变形信息，进而对结构状态进行实时的安全评估。

Tessler等 [1−2] 开发了逆有限元法（ iFEM）用于工程结构的位移和应力监测。与其他已开发的

SHM方法相比，iFEM 普遍适用于任何类型的结构拓扑和边界条件，因为使用逆梁、板和壳单元可以对

物理域进行有效离散[3−5]。由于 iFEM 的加权最小二乘函数仅通过应变–位移关系来确定，因此 iFEM 可
以在不预先了解材料特性和加载信息的情况下重构结构的变形形状。另外，与其他的 SHM 系统不同，

通过 iFEM 获得的位移重构结果的稳定性和准确性，与结构的材料属性以及作用在结构上的任何类型

的静态或动态负载无关。一旦获得了结构的变形形状，就可以根据应变–位移关系计算出全场位移，进

而评估结构的全场应力。研究 [6–8] 表明， iFEM 是一种精确、稳定、高效的变形和应力监测算法。

Tessler等[9] 采用一阶运动学假设和剪切变形理论，开发了一种三节点逆壳单元（iMIN3）。Quach等[10]

通过实验测量实时应变数据，证实了 iMIN3 单元的稳定性。Kefal等[11−12] 利用一阶运动学假设和横向

剪切变形理论开发了四节点四边形逆壳单元 iQS4 和八节点四边形逆壳单元 iCS8，对海洋结构进行了

位移和应力监测[13−16]。国内也有学者开展了逆有限元法的研究。周富[17] 通过机床立柱变形重构实验，

将逆有限元法重构的机床立柱变形位移场与接触式位移传感器测量值相比较，检验逆有限元法对机床

立柱变形场监测的正确性。赵雪晨[18] 设计了一种基于逆有限元法的损伤判别方法。付书山等[19] 针对

机翼蒙皮变形动态监测需求，研究基于逆有限元法和应变信息的蒙皮变形重构方法。徐浩等[20] 基于蜂

窝板模型以及等效的夹层板模型，利用不同的应变传感器布设方案，研究了最佳的蜂窝板状态重构策

略。张科等[21] 以真实复杂变形机翼的主承力结构——鱼骨为研究对象，提出了一种基于逆有限元法与

位移分段叠加思想结合的变形监测方法。闫宏生等[22] 对结构变形重构技术进行了研究，利用基于最小

二乘变分原理的逆有限元法对多种案例的船体加筋板结构进行位移重构。

2016年，Kefal[11] 首次将四节点四边形逆壳单元（iQS4）应用到薄壁圆筒等三维结构上，初步展示了

iQS4 单元在三维结构中的应用潜力。然而，使用传统的 iQS4单元分析曲面结构，并不能保证单元的所

有节点都在同一个平面上，这就造成了单元的翘曲问题，不能准确模拟曲面几何形状。为此，需要将网

格加密以逼近真实的曲面形状。特别是对于大曲率的曲面壳体结构，需要较密的网格才能达到良好的

精度，导致计算量增大。

各种大型海洋结构，包括船体、海工结构和潜艇等，都是具有复杂曲面的海洋结构。为了解决

iQS4 单元应用于以上结构时可能出现的翘曲问题，以提高 iQS4 单元在这些结构中的计算精度，本文提

出一种可以提高大曲率曲面壳体位移重构精度的改进逆有限元算法，在单元的高斯积分点处建立切平

面坐标系，然后对单元刚度积分进行改进，最后结合算例对改进方法的准确性和有效性进行了证明。 

1  iQS4 单元的改进

iQS4 单元是基于 Mindlin–Ressiner板理论，通过加权最小二乘公式进行推导的。本文提出一种改

进逆有限元算法，开发了适用于大曲率曲面的改进四节点四边形逆壳单元。板壳结构的逆有限元方法
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通过将结构先离散化再进行叠加来重构结构变形，本节首先对 iQS4 单元的单元局部坐标系（如图 1所

示）进行改进，然后对 iQS4单元的刚度积分进行改进，最后给出改进的算法流程。 

1.1 改进 iQS4 局部坐标系

应用 iQS4单元对曲面结构进行网格划分的过程中，特别是对于大曲率的曲面壳体结构，单元的四

个节点往往不在同一个平面上。对于这样的翘曲单元，利用传统方法建立的单元局部坐标系不能很好

地描述单元的位置信息，特别是在单元刚度矩阵由局部坐标系向整体坐标系转换的时候，将会造成较大

的误差。如图 2所示，由于单元的四个节点不在同一个平面上，单元的局部坐标系所在的平面和实际的

单元面并不能完全重合，两者偏差的程度可用两者在节点处相差的距离 d来表示。

针对传统 iQS4单元的局限性，本文引入一种单元切平面建立局部坐标系的方法，如图 3所示。建

N(ξ,η)
x1(ξ,η) x2(ξ,η) x3(ξ,η)

立单元切平面局部坐标系的关键是确定逆壳单

元在原点处的切平面，首先求出四节点四边形

单元的双线性等参形函数  。然后求出参

数坐标系下的坐标  、 、 ，可

以采用整体坐标系下单元各个节点的坐标表

示，即

xi (ξ,η) =
M∑

a=1

N (ξ,η) xa
i (i = 1 ∼ 3) (1)

N(ξ,η)式中：  为单元的形函数，M为单元节点

个数，对于 iQS4单元M=4。
建立参数坐标系之后，下一步即可建立单

rξ rη n元切平面局部坐标系，三个坐标轴的方向向量 、  和  的表达式为[23]

rξ =
∂x1(ξ,η)
∂ξ

i+
∂x2(ξ,η)
∂ξ

j+
∂x3(ξ,η)
∂ξ

k (2a)

rη =
∂x1(ξ,η)
∂η

i+
∂x2(ξ,η)
∂η

j+
∂x3(ξ,η)
∂η

k (2b)

n= rξ × rη (2c)
Te

T T T ke

K

根据文献[25]，可以得到切平面局部坐标系的坐标转换矩阵  ，从而得到从局部坐标系到整体坐

标系的转换矩阵  ，对于 iQS4单元   为 24×24的矩阵。通过转换矩阵   将单元刚度矩阵   转换到

整体坐标系得到  ，即
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图 1  iQS4单元的局部坐标系

Fig.1  Local coordinate system of iQS4 element
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图 2  iQS4单元的翘曲

Fig.2  Warping of iQS4 element
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图 3  切平面局部坐标系

Fig.3  tangent-plane-based local coordinate system
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K = TT

 N∑
i=1

N∑
j=1

φi j

T (3)

φi j式中：N表示高斯积分点数， 为单元刚度矩阵在髙斯点处的计算值。

前文提到 iQS4单元的局部坐标系所在的平面和实际的单元面并不能完全重合，其偏差的程度可

用两者在节点处相差的距离 d来表示，要进一步提高计算精度，就要减小距离 d。
根据文献[24]，高斯积分求和过程只在高斯

积分点取值，在每个高斯积分点建立不同的局

部坐标系，可以有效保证每次求和过程和刚度

转换过程的精度。由于每个局部坐标系都建立

在单元面高斯点处的切平面上，多个局部坐标

系的应用便能够有效反映曲面壳体结构，减小

距离 d，如图 4所示。

T

在每个高斯点处的局部坐标系下，依据式

（3）便可得到从该局部坐标系到整体坐标系的

坐标转换矩阵  。在积分求和之前，将每个高

斯积分点处的刚度值转换到整体坐标系。根据

局部坐标系所在的切平面位置不同，实现对转

换矩阵的及时修正，从而能够更加有效模拟曲面壳体的真实形状。改进算法的整体坐标系下，逆壳单元

刚度矩阵的表达式应修正为

K =
N∑

i=1

N∑
j=1

TT
i jφi jTi j (4)

Ti j

φi j

式中：N表示高斯积分点数；  表示从建立在不同高斯积分点处的局部坐标系到整体坐标系的单元刚

度转换矩阵；  为单元刚度矩阵在髙斯点处的计算值。 

1.2 改进 iQS4 单元刚度积分

根据 Kefal[11] 等推导的公式，iQS4单元的单元方程如下

keue = f e (5)
ke f e式中：   为单元刚度矩阵，   为单元载荷列阵，均由式（6）计算得到。

ke =
x

(wm( Bm)TBm+wb
(
2h)2

(
Bb)TBb+wg

(
Bg)TBg

)
dxdy (6a)

f e =
x

(wm( Bm)Teεi +wb
(
2h)2

(
Bb)Tkεi +wg

(
Bg)T gεi

)
dxdy (6b)

eεi kεi gεi Bm Bb Bg

ke

∂

∂x
,
∂

∂y
∂

∂ξ
,
∂

∂η
|J |

式中： 、 和 为应变传感器测量到的表面应变，wm、wb 和 wg 为加权常数， 、  和  为单元应变

矩阵。要得到单元刚度矩阵  ，需要先计算单元形函数对局部坐标的导数。传统逆有限元方法需要推

导出偏导数   与   之间的变换关系，并计算雅可比行列式  ，根据复合函数求导法则有
∂

∂x
∂

∂y

 = [J]−1


∂

∂ξ
∂

∂η

 (7)

[J] =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

 =


4∑
i=1

∂Ni

∂ξ
xi

4∑
i=1

∂Ni

∂ξ
yi

4∑
i=1

∂Ni

∂η
xi

4∑
i=1

∂Ni

∂η
yi

 (8)

xi yi式中： 与 为将单元的整体坐标转换到二维平面局部坐标系后得到的坐标值。iQS4单元的误差源自
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图 4  高斯点处建立的局部坐标系

Fig.4  Local coordinate system established at Gaussian points
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Ni,x′ Ni,y′ |J |
于局部坐标系所在的平面和实际单元面在节点处相差的距离，为了减小上述误差，本文引入基于三维整

体坐标系下的形函数对局部坐标的导数  、  和雅可比行列式   的求法，不需要将单元的整体坐

标转换到二维平面局部坐标系即可求得，更适用于三维壳体曲面的积分，具有更高的精度。由 Gao和

Davies[25] 推导的公式可知，从整体坐标系到参数坐标系积分转换的雅可比行列式为

|J | =
∣∣∣rξ × rη

∣∣∣ (9)
rξ rη (ξ,η)式中：  和  为参数坐标轴 分别在原点相切的向量。由复合函数求导法则可知(

Ni,x′

Ni,y′

)
=

(
Ni,x1

Ni,x2

)
=


∂ξ

∂x′1

∂η

∂x′1
∂ξ

∂x′2

∂η

∂x′2


(
Ni,ξ

Ni,η

)
(10)

由 Lachat和 Becher [26–27] 推导的公式如下

x′1 = |m1|ξ+ |m2|ηcosθ (11a)
x′2 = |m2|ηsinθ (11b)

θ x′1 η式中： 为图 3中所示 轴和 轴的夹角，且有

cosθ =
1

|m1| |m2|
∂xi

∂ξ

∂xi

∂η
(i = 1 ∼ 3) (12)

整理可得
∂ξ

∂x′1
=

1
|m1|

(13a)

∂ξ

∂x′2
=
−cosθ
|m1|sinθ

(13b)

∂η

∂x′1
= 0 (13c)

∂η

∂x′2
=

1
|m1|sinθ

(13d)

Bm Bb Bg由式（10）可以得到单元刚度矩阵  、  和  ，按前文中组装整体刚度矩阵的方法合成总体刚度

矩阵和总体逆载荷列阵，进而可得到改进方法的结构整体位移。 

1.3 改进方法的算法流程

本文提出的改进方法实际上是一种新的逆有限元算法，其有效性可以通过数值计算进行验证。为

了编写计算机程序，我们提出了改进方法的算法流程，具体实现过程如图 5所示。其中应变数据通过有

限元法（FEM）计算获得。只需要保证有限元模型的网格足够密集，以获得近似平滑的应变场，单元高斯

积分点上的应变即可由此获得。这种方法可以确定任何高斯积分点的应变，并将其用作测量应变。
  

结构几何与
物理参数

逆有限元法
网格划分

计算转换矩阵 输入应变数据

计算单元矩阵 组装整体矩阵 重构变形场
计算形函数
对局部坐标

的导数

计算雅可比
行列式

建立高斯点
上的切平面

坐标系

 

图 5  改进方法的算法流程

Fig.5  Algorithm flow of the improved method
  

2  数值算例分析

在本节中将通过两个数值算例验证改进方法在大曲率曲面壳体位移重构中的性能，所有算例均使
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用 ABAQUS 软件进行计算。首先提取表面上的应变，将其作为结构变形后应变传感系统测得的应变，

然后将测量到的应变输入到使用改进方法编写的程序中，以实现结构的全场位移重构，所有算例均采

用 2×2的完全积分。为了验证改进方法的准确性，我们将把改进方法与 iQS4 单元的计算结果进行比

较，并将 ABAQUS的计算结果作为参考解。另外，为了确保网格的细化不会过度干扰计算结果，本文

引入了网格独立性验证。 

2.1 大曲率曲面壳体位移重构

如图 6所示大曲率双曲曲壳，曲壳底边半径为 3 m，从底边到顶点高为 12 m，壳体厚度为 20 mm，

材料为线弹性的、均匀且各向同性的，弹性模量

为 2×1011 Pa，泊松比为 0.3。曲壳的顶点 A为刚

性固定，曲壳 B、D两点施加一对指向圆心的径

向集中力 P1=1000 N；曲壳 C、E两点施加一对

远离圆心的径向集中力 P2=1000 N。对曲壳进

行不规则网格划分，AB等四条侧边都被划分为

N个单元，底边 BCDE也被划分为 N个单元。

为便于说明，我们将单元数量表示为 N×N。
翘曲度是用来衡量一个单元偏离平面程度

的指标，翘曲发生在单元面的节点不共面的时

候，若将四边形单元沿其对角线分成两个三角

形，这两个三角形单元的法向量之间的夹角（锐角）就定义为该四边形单元的翘曲度。一般来说，翘曲度

小于 5°时，可以认为较为理想。

图 7（a）展示了曲壳在不同单元数量下的平均翘曲度，平均翘曲度定义为所有单元翘曲度的平均

值。图 7（b）展示了曲壳在不同单元数量下的最大翘曲度，最大翘曲度定义为所有单元翘曲度的最大

值。可以发现，由于改进算法较好地解决了单元翘曲问题，改进方法的平均翘曲度和最大翘曲度都明显

小于 iQS4单元。此外，即使在网格较为稀疏时，改进方法的平均翘曲度已经小于 5°，而 iQS4单元则需

要更为密集的网格，才能保证平均翘曲度小于 5°。当有足够的网格密度时，改进算法的最大翘曲度能

够保证小于 5°，而 iQS4单元的最大翘曲度在本文工况范围内始终不能满足小于 5°的要求。

UMagnitude =
√

U2
1 +U2

2 +U2
3 U1 U2 U3 z定义总位移  ，其中 、 和 分别为 x、y和 方向上的位移，ABAQUS

计算得到的总位移为参考总位移，相似地，逆有限元法重构得到的总位移即为重构总位移。最大总位移

为所有节点总位移中的最大值，最大百分比误差为所有百分比误差中的最大值。

为了直观地说明单元数量对重构精度的影响，图 8（a）展示了曲壳在不同单元数量下的最大总位

移，图 8（b）展示了曲壳在不同单元数量下，改进方法和 iQS4单元相对于参考解的最大百分比误差。从

图 8（a）中可以明显看出，改进方法在单元数量为 16×16时收敛，而 iQS4单元则在单元数量为 22×22时

收敛。从图 8（b）可以发现，无论单元数量多少，改进方法的最大误差都明显小于 iQS4。

 

A

D

E

C
B

 

图 6  曲壳模型

Fig.6  Curved shell model

 

16
14
12
10
8
6
4
2
0

翘
曲

度
/°

16
14
12
10
8
6
4
2
0

翘
曲

度
/°

（b）最大翘曲度 

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
单元数量 N×N

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
单元数量 N×N

（a）平均翘曲度

改进算法 iQS4

 

图 7  曲壳在不同单元数量下的平均翘曲度和最大翘曲度

Fig.7  Averaged and maximum warpage of curved shells for different number of elements
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图 8  曲壳在不同单元数量下的最大总位移和最大百分比误差

Fig.8  Maximum total displacement and maximum percentage error of the curved shell for different number of elements
 

为了更精确地说明重构精度的变化，表 1展示了曲壳在不同单元数量下的最大总位移和最大百分

比误差的具体数据。从表中可以发现，当改进方法收敛，即单元数量为 16×16时，改进方法的最大总位

移为 2.580×10−3 m，而 iQS4 的对应值为 2.445×10−3 m。参考解的最大总位移为 2.653×10−3 m，相较于参

考解，改进方法的最大误差为 1.97%， iQS4的最大误差则为 7.21%。对比分析表明，改进方法不仅比

iQS4 收敛得更快，而且重构精度远高于 iQS4。
 
 

表 1  曲壳在不同单元数量下的最大总位移和最大百分比误差

Tab.1  Maximum total  displacement and maximum percentage error of  the curved shell  for different
number of elements

 

单元数量/ N×N 参考解
最大总位移/m 最大误差/ %

改进方法 iQS4 改进方法 iQS4

6×6

2.65×10−3

2.293×10−3 2.068×10−3 12.98 21.52
8×8 2.401×10−3 2.172×10−3 8.88 17.57
10×10 2.479×10−3 2.260×10−3 5.92 14.23
12×12 2.532×10−3 2.339×10−3 3.91 11.23
14×14 2.567×10−3 2.400×10−3 2.58 8.92
16×16 2.580×10−3 2.445×10−3 1.98 7.21
18×18 2.583×10−3 2.465×10−3 1.97 6.45
20×20 2.583×10−3 2.480×10−3 1.97 5.88
22×22 2.583×10−3 2.482×10−3 1.97 5.80
24×24 2.583×10−3 2.482×10−3 1.97 5.80

 

图 9 展示了参考解的总位移云图，图 10展示了单元数量为 6×6、12×12、18×18和 24×24时重构解

的总位移云图。可以看出，随着单元数量的增加，改进方法的总位移云图与参考解越来越相似。此外，

相较于 iQS4单元法，改进方法的重构精度明显更高。当单元数量为 12×12时，改进方法的总位移云图

已十分光滑，和参考解基本一致，而此时 iQS4单元由于存在翘曲，总位移云图仍较为粗糙。
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图 9  参考解的总位移云图

Fig.9  Cloud map of total displacements of the reference solution

1936 船舶力学 第 29 卷第 12 期



z z

z

为进一步地定量分析曲壳的整体变形情

况，须对曲壳进行节点位移分析。由于曲壳的

几何对称性，选取图 11中的 13个节点进行分

析，其中 A点 轴坐标为 12 m，C点 轴坐标为

0 m。画出单元数量分别为 6×6、12×12、18×18
和 24×24时参考解和重构解的 轴坐标–总位移

曲线，如图 12所示。从图 12中可以明显看出，

相对于 iQS4单元法，改进方法的总位移曲线更

接近参考解。此外，随着单元数量的增加，改进

方法的总位移曲线与参考解越来越吻合。当单

元数量为 24×24时，iQS4单元发生了单元翘曲，

尽管单元数量已不少，但总位移重构结果仍然存在一定误差，而改进方法由于较好地解决了单元翘曲问

题，其总位移曲线已经和参考解基本一致。 
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图 10  重构解的总位移云图

Fig.10  Cloud map of total displacements of the restructured solution
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图 11  曲壳节点选取

Fig.11  Node selection of curved
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z图 12  不同单元数量下曲壳的 轴坐标–总位移曲线

Fig.12  Z–axis coordinate versus total displacement curve of the curved shell with different numbers of elements
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2.2 典型船体结构的三维位移重构

为了验证改进方法在船舶结构中的实用性，本文选取 Kefal[12] 提出的加筋圆柱壳进行位移重构。

实际上，加筋圆柱壳可视为船舶结构（如加筋的舭部）的代表。因此，本部分的分析有助于提高对曲面海

洋结构的实时 SHM的能力。如图 13所示，圆柱壳的均匀厚度为 30 mm，长度、宽度和半径均为 6 m。

圆柱壳内表面加固了 11个等间距的纵骨，高度为 0.2 m，厚度均为 20 mm。此外，圆柱壳还由另外三根

等间距的横桁横向支撑，这些横桁呈 L形，高度为 0.4 m，翼缘尺寸为 0.2 m，厚度为 25 mm。整体结构

的材料弹性模量为 210 GPa，泊松比为 0.3。圆柱壳外表面承受 1 MPa的均匀法向压力，压力方向指向

圆柱壳内表面。圆柱壳的四个边缘均为刚性固定。考虑到工程实用性，需要尽可能减少逆单元数量，因

此将加筋圆柱壳划分为 246个逆单元，如图 14所示。

图 15和图 16 分别展示了加筋圆柱壳内外侧的总位移云图，表 2展示了加筋圆柱壳的最大总位移

和最大百分比误差。可以看出，参考解的最大位移为 7.362×10−4 m，改进方法的最大位移为 7.232×
10−4 m，百分比误差为 1.77%。而 iQS4法的最大位移为 6.952×10−4 m，百分比误差为 5.57%。显然，改

进方法的重构结果更为精确，而且改进方法的位移云图变化趋势与参考解更为相似。

 

 

图 13  加筋圆柱壳

Fig.13  Reinforced cylindrical shell

 

 

图 14  加筋圆柱壳的网格

Fig.14  Grids for reinforced cylindrical shell
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图 15  加筋圆柱壳内侧的总位移云图

Fig.15  Cloud map of total displacement for the inner side of the reinforced cylindrical shell
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图 16  加筋圆柱壳外侧的总位移云图

Fig.16  Cloud map of total displacement for the outer side of the reinforced cylindrical shell
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表 2  加筋圆柱壳的最大总位移和最大百分比误差

Tab.2  Maximum total displacement and maximum percentage
error of the reinforced cylindrical shell

 

数据来源 最大总位移/m 最大误差/%

参考解 7.362×10−4 0
改进方法 7.232×10−4 1.77
iQS4法 6.952×10−4 5.57

 

由于加筋圆柱壳是一个包含多个构件的复杂结构，需要进一步分析加筋圆柱壳各个构件的变形情

况。一般来说，工程上最为关心的是关键构件的变形情况，关键构件由于受载较大或厚度较小等原因，

往往是最容易发生结构失效的部位，因此我们只取变形较大的三个关键构件作为研究对象，如图 17所

示，包括圆柱壳面、横桁和纵骨。
 
 

（a）圆柱壳面 （b）横桁 （c）纵骨
 

图 17  关键构件

Fig.17  Key components
 

图 18展示了三个关键构件的具体位置和节点选取。三个关键构件都选取了 13个节点。其中圆

柱壳面和横桁的所有节点从下至上编号为 1–13，纵骨的所有节点从左至右编号为 1–13。画出参考解和

重构解的节点序号–总位移曲线，如图 19~21所示。
 
 

（a）圆柱壳面 （b）横桁 （c）纵骨
 

图 18  关键构件节点选取

Fig.18  Node selection of key components
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图 19  圆柱壳面的节点总位移和节点百分比误差

Fig.19  Total displacement and percentage error at nodes of cylindrical shell
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图 20  横桁的节点总位移和节点百分比误差

Fig.20  Total displacement and percentage error at nodes of cross girder
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图 21  纵骨的节点总位移和节点百分比误差

Fig.21  Total displacement and percentage error at nodes of longitudinal rib
 

图 19、图 20和图 21分别展示了三个关键构件的节点总位移和节点百分比误差。可以看出，对于

三个关键构件，改进方法与参考解十分接近，百分比误差在 2% 左右。另外，在位移较大的节点（如节点

7）处，iQS4法与参考解差别较大，百分比误差远大于改进方法。显然，对于关键构件而言，改进方法的

重构结果更为精确。 

3  结　论

本文提出了一种高精度逆有限元法，以提高大曲率曲面壳体位移重构的精度。通过建立单元切平

面坐标系并在高斯积分点上建立单元局部坐标系，然后改进单元刚度积分，改进了 iQS4单元的算法流

程，数值实例证明，改进的逆壳单元降低了由逆有限元法重构引起的位移误差。具体结论如下：

（1）对于大曲率曲面壳体，iQS4单元的四个节点往往不在同一个平面上。对于这样的翘曲单元，在

高斯积分点建立切平面局部坐标系，可以实现对转换矩阵的及时修正，能够更加有效地模拟曲面壳体的

真实形状，从而有效解决单元翘曲问题。

（2）对于 iQS4单元，为了得到单元刚度矩阵，需要计算二维局部坐标系下的形函数导数，当曲面曲

率较大时，得到的单元刚度矩阵误差也较大，而基于三维空间给出的形函数导数更适合三维壳体曲面的

积分，精度更高。

（3）对于大曲率曲面壳体，本文提出的改进方法在计算精度和收敛速度方面均优于 iQS4单元法，

能有效实现位移重构。此外，改进方法被用于加筋圆柱壳的位移重构，数值结果表明，对于一些多构件

组成的船舶结构，改进方法仍然有能力实现较为精确的位移重构。
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