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摘要：Boussinesq型水波方程是近岸工程中广泛应用的一种波浪模型，其计算精度取决于方程基本性能，而方程

的非线性应用上界一直是关注的重点内容。近年来，双层 Boussinesq方程的理论性能、数值建模及应用均取得

了较大的进展，然而其非线性上界是多少，尚未有文献给出答案。为此，本文通过遗传算法和牛顿法求解最高空

间导数为 3阶和 5阶的双层 Boussinesq方程的流函数，以确定其上界。并以同样的方法，求出了相应单层

Boussinesq方程的流函数解。数值结果表明：最高导数为 3阶和 5阶的双层 Boussinesq方程的非线性上界为

H/L=0.137、0.138；与单层 Boussinesq方程相比，双层方程在强非线性特征上具有更大的适用水深。本文提出的

遗传算法和牛顿法相结合的方法，可为求解相关 Boussinesq型水波方程的流函数波浪提供一定的参考。
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Stream-function solution of a two-layer Boussinesq model
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Abstract: The  Boussinesq  model  is  a  kind  of  wave  model  widely  used  in  near-shore  engineering,  and  its
computational  accuracy  mainly  depends  on  the  basic  performance  of  the  model,  while  the  upper  bound  of
nonlinear  application  of  the  model  has  always  been  the  focus  of  attention.  In  recent  years,  the  two-layer
Boussinesq  model  has  gained  great  progress  regarding  theoretical  properties,  numerical  modeling  and
applications. However, the value of its nonlinear upper bound has not been given in any literature. So in this
study,  the  stream-function  of  the  two-layer  Boussinesq  model  was  solved  using  a  combination  of  genetic
algorithm and  Newton's  method  to  determine  the  upper  bound  value  of  the  model,  considering  the  highest
spatial derivatives of order 3 and 5. In the same way, the stream-function solutions of the corresponding one-
layer Boussinesq model were derived. The numerical results show that the nonlinear upper bounds of the two-
layer Boussinesq model with the highest derivatives of order 3 and 5 are H/L = 0.137 and 0.138. Compared
with the one-layer Boussinesq model, the two-layer model has a greater water depth of applicability regarding
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strong nonlinear characteristics. The combination of genetic algorithm and Newton's method proposed in this
study can provide some references for solving the stream-function waves of the related Boussinesq models.
Key words: Boussinesq  model;  stream-function;  nonlinear  upper  bound;  genetic  algorithm;  Newton’s

method 

0  引　言

kh = 6

Boussinesq型水波方程是描述波浪传播的重要数学模型，在近岸和海洋工程水动力模拟中具有重

要应用。自 1967年 Peregrine[1] 首次提出变水深的水平二维 Boussinesq型水波方程以来，近岸波浪的

时域模拟得到了广泛的关注。为克服经典 Boussinesq型水波方程弱非线性和弱色散性的缺陷，相应的

研究工作也随之展开。Witting[2] 引入了 Padé逼近的方法以确定方程中的色散系数。Madsen等 [3]、

Nwogu[4] 提出了改进型方程，但适用水深不超过 （k为波数，h为水深）。近年来，Liu等[5-6] 的研究

取得了较大的进展，他们推导了多层 Boussinesq方程，大大扩展了 Boussinesq型水波方程的适用水深

范围。最新的有关 Boussinesq型水波方程的优秀综述，可参见 Kirby[7] 和孙家文等[8] 的工作。

z

Boussinesq型水波方程的核心思想是将复杂的三维水波问题简化为水平二维问题，通过将速度对

坐标 的导数转化为水平导数，显著提高了求解效率。从理论层面，Liu等[6] 论述了 Boussinesq型水波

方程的发展阶段，包括弱色散、弱非线性、二阶非线性、近似的二阶完全非线性以及极端水深的完全非

线性方程。Liu等[5] 推导的双层 Boussinesq方程，通过傅里叶展开方法，给出了 Stokes线性波解、二阶

Stokes波解和三阶 Stokes波解，充分展示了该方程在非线性波理论模拟中的精确性。该 Boussinesq数

值模型在孤立波[9]、聚焦波[10] 和双色波群演化[11] 等的强非线性模拟中均展现了较好的性能。特别地，

Liu等[11] 开发了双层 Boussinesq方程数值模型，通过与流函数波浪解析对比，验证了模型的强非线性特

性，他们给出了数值模型的最大适用波陡 H/L = 0.123（H为波高，L为波长）。尽管如此，关于该方程在

强非线性特征方面如流函数波浪的适用上界，目前尚无文献报道。

众所周知，Stokes破碎波的理论上界为 H/L≈0.142，而流函数波浪（通过数值逼近求得）与基于摄动

展开方法的 Stokes三阶波存在本质差异，前者能考虑高阶对低阶的非线性作用，而后者的解析不能考

虑高阶对低阶的非线性作用。当前，关于 Boussinesq型水波方程流函数的求解仅有 Otta等 [12] 和

Madsen等[13] 开展过相关研究。因此，本文旨在探讨以下几个问题：（1） Liu等[5]、刘忠波等[14] 提出的双

层 Boussinesq方程的流函数解是怎样的？其波陡上界是多少？（2）双层 Boussinesq方程与单层

Boussinesq方程流函数解的差异如何？（3）波面速度公式中的高阶项对双层 Boussinesq方程的非线性

有什么影响？是否有必要提高其最高阶导数的阶数？

为了求解以上问题，本文采用类似 Madsen等[13] 的方法，构造了最高阶导数为 3阶和 5阶的双层

Boussinesq型水波方程的流函数；进一步，通过遗传算法和牛顿法进行求解，以确定双层 Boussinesq型

水波方程的非线性上界。 

1  相关理论
 

1.1 双层 Boussinesq 方程

h z = −h1(h1 = 2αh)

z = −h z = η

在水体无旋、无粘的假设下，Liu等[5] 将深度为 的水体分为两层（如图 1所示），在

处连接上下层水体的水平速度和垂向速度，并结合水底（ ）的运动学条件、波面（ ）的运动学和

动力学边界条件构成了双层 Boussinesq方程。

uη wη u10 w10具体公式如下, 其中， 和 分别表示波面的水平速度和垂向速度分量； 和 分别表示静止水
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z u∗1 w∗1 u∗2 w∗2
u1 w1

u2 w2

x xx

xxx x

位的水平速度和垂向速度分量，静止水位即图 1
中  = 0处； 、 和 、 分别表示上层水体和

下层水体的水平伪速度、垂向伪速度； 、 和

、 分别表示上层水体和下层水体的水平速

度、垂向速度；g为重力加速度；下标 、 和

分别表示对 求一阶导数、二阶导数和三阶

导数。

波面的运动学和动力学边界条件为

∂η

∂t
= wη−uηηx (1)

∂uη
∂t
= −gηx−

1
2

((
uη

)2
+2uηwηηx

)
x
−ηx

∂wη
∂t
+wη

(
uηηx

)
x (2)

静止水位到波面的速度连接公式为

uη = u10+ηw10x−
1
2
η2u10xx−

1
6
η3w10xxx (3)

wη = w10−ηu10x−
1
2
η2w10xx+

1
6
η3u10xxx (4)

为简化下面的表达式，本文引入 a和 b两个变量，具体表达为

a = −αh (5)

b = βh (6)
在静止水位的速度表达式为

u10 = u∗1−
2
5

a2u∗1xx−aw∗1x+
1

15
a3w∗1xxx (7)

w10 = w∗1−
2
5

a2w∗1xx+au∗1x−
1
15

a3u∗1xxx (8)

在上下层水体的连接处，速度应保持连续，其表达式为

u∗1−
2
5

a2u∗1xx+aw∗1x−
1
15

a3w∗1xxx = u∗2−
2
5

b2u∗2xx+bw∗2x−
1
15

b3w∗2xxx (9)

w∗1−
2
5

a2w∗1xx−au∗1x+
1
15

a3u∗1xxx = w∗2−
2
5

b2w∗2xx−bu∗2x+
1
15

b3u∗2xxx (10)

在水底的运动学条件表达式为

w∗2−
2
5

b2w∗2xx+bu∗2x−
1
15

b3u∗2xxx = 0 (11)

式（1）~（11）即为双层 Boussinesq方程。而下文中有关剖面速度的计算，可采用式（12）和式（13）计算

上层水体任意点水平速度和垂向速度，采用式（14）和式（15）计算下层水体任意点水平速度和垂向速度。

u1(x,z) = u∗1−
(
1
2

(z−a)2− 1
10

a2

)
u∗1xx+ (z−a)w∗1x−

(
1
6

(z−a)3− 1
10

a2 (z−a)
)
w∗1xxx (12)

w1(x,z) = w∗1−
(
1
2

(z−a)2− 1
10

a2

)
w∗1xx− (z−a)u∗1x+

(
1
6

(z−a)3− 1
10

a2 (z−a)
)
u∗1xxx (13)

u2 (x,z) = u∗2−
(
1
2

(z−b+h)2− 1
10

b2

)
u∗2xx+ (z−b+h)w∗2x−

(
1
6

(z−b+h)3− 1
10

b2 (z−b+h)
)
w∗2xxx (14)

w2 (x,z) = w∗2−
(
1
2

(z−b+h)2− 1
10

b2

)
w∗2xx− (z−b+h)u∗2x+

(
1
6

(z−b+h)3− 1
10

b2 (z−b+h)
)
u∗2xxx (15)

 

1.2 双层 Boussinesq 方程的流函数

为了得到双层 Boussinesq方程的流函数，本文采用了类似 Madsen（2002）[13] 的方法，将式（1）和（2）
写为

 

z

x

上层

下层

z=η
z=0

z=−h1

z=−h
 

图 1  水体分层示意图

Fig.1  Diagram of water stratification
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−wη+uη
∂η

∂x
= 0 (16)

gη+
wη2

2
+

uη2

2
= R (17)

式中：R是伯努利常数。

η w∗2 u∗2对应的 、 和 的傅里叶级数解可表达为

η (x) =
M∑
j=1

A j cos( jkx) (18)

u∗2 (x) = ū+
M∑
j=1

B j cos( jkx) (19)

w∗2 (x) =
M∑
j=1

C j sin( jkx) (20)

A j B j C j式中：k是波数， 、 和 是幅值。

将式（19）~（20）代入式（11）可得

C j = r jB j (21)

r j = λ j


1+

1
15
λ j

2

1+
2
5
λ j

2

 (22)

λ j = b jk (23)
w∗1 u∗1相应地， 和 的表达式可写为

u∗1 = ū+
M∑
j=1

P jB j cos( jkx) (24)

w∗1 =
M∑
j=1

Q jB j sin( jkx) (25)

P j Q j和 可通过将式（24）~（25）代入式（9）~（10）得到，具体表达式如下

P j =
B1 jE j−B2 jF j

E j
2−F j

2 (26)

Q j =
B1 jF j−B2 jE j

F j
2−E j

2 (27)

B1 j B2 j E j F j式中的 、 、 和 的计算公式如下

B1 j = 1+
2
5

(b jk)2
+b jkr j+

1
15

(b jk)3r j (28)

B2 j = r j+
2
5

(b jk)2r j+b jk+
1
15

(b jk)3 (29)

E j = 1+
2
5

(a jk)2 (30)

F j = a jk+
1
15

(a jk)3 (31)

w10 u10与上类似， 和 的表达式可写为

u10 = ū+
M∑
j=1

p jB j cos( jkx) (32)

w10 =

M∑
j=1

q jB j sin( jkx) (33)
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p j q j其中， 和 可通过将式（32）~（33）代入式（7）~（8）得到，具体表达式如下

p j = P j+
2
5

(a jk)2P j−a jkQ j−
(a jk)3

15
Q j (34)

q j = Q j+
2
5

(a jk)2Q j−a jkP j−
(a jk)3

15
P j (35)

uη wη将式（32）~（33）代入式（3）~（4）可得 和 的表达式如下

uη = ū+
M∑
j=1

(
p j+ jkηq j+

1
2

( jkη)2p j+
1
6

( jkη)3q j

)
cos( jkx) B j (36)

wη =
M∑
j=1

(
q j+ jkηp j+

1
2

( jkη)2q j+
1
6

( jkη)3 p j

)
sin( jkx)B j (37)

H−η (0)+η
(L

2

)
= 0 (38)

A j B j ū R

上式中，H为波高，L为波长。参考 Madsen等（2002）[13] 的方法，将式（17）应用于从波谷到波峰的

M+1个等距点，将式（16）应用于 M个交错点（其他点之间的中间）。再加上式（38）构造了 2M+2个非线

性方程。而方程组中存在 、 、 、 共 2M+2个变量，可通过牛顿法求解。

波面水平速度和垂向速度的精确表达式为

uη = ū+
M∑
j=1

B j
cosh( jk (η+h))

cosh( jkh)
cos( jkx) (39)

wη =
M∑
j=1

B j
sinh( jk (η+h))

cosh( jkh)
sin( jkx) (40)

将式（39）~（40）代入式（16）、式（17）和式（38）构成的方程组中，即可获得流函数波浪理论的解

析解。 

1.3 求解算法

ū R A j B j

牛顿法是一种高精度求解非线性方程组的方法，但需要初始解驱动，对初始解的要求相对苛刻。

而遗传算法是用于求解最优化问题的常用算法，可以给定变量的取值范围，但在处理复杂问题时求解精

度不高。使用遗传算法求解非线性方程组的思想与高卫峰等（2021）[15] 类似。本文综合遗传和牛顿两

种方法的特点，用以求解流函数波浪理论的解析解，该方法的算法流程及细节详见附录 1。解析解的

、 、 可直接作为双层 Boussinesq方程流函数的初始解， 可通过下式转换为方程流函数的初始解，即

B j =
cosh( jk (η+h))

cosh( jkh)
×

B j

p j+ jkηq j+
1
2

( jkη)2p j+
1
6

( jkη)3q j

(41)

 

2  数值分析

α β α β

下文中将 Liu等 [5] 提出的双层 Boussinesq方程简称为模型 1；将刘忠波等 [14] 提出的最高阶空间导

数为 5阶的双层 Boussinesq方程简称为模型 2；将刘必劲等[16] 和 Madsen等[13] 在其工作中给出的最高

阶空间导数为 3阶和 5阶的单层 Boussinesq方程简称为模型 3和模型 4。使用同样的方法可获得所有

模型的流函数解。下文计算中，模型 1中的 和 的取值为 0.1053和 0.3947；模型 2中 和 取值为

0.06和 0.44。 

2.1 模型 1 和模型 2 的流函数解

π下面计算中，各模型 L和 M的取值不变，分别取 和 20。为了量化模型流函数解与解析解的差异，

本文引入了 Gobbi（1999）等[17] 提出的重合度，具体公式如下
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di = 1−

2M+1∑
j=1

[
y ( j)− yd ( j)

]2

2M+1∑
j=1

[|y ( j)−Yd |+ |yd ( j)−Yd |
]2

(42)

Yd =

2M+1∑
j=1

yd ( j)

2M+1
(43)

di yd y式中： 为重合度， 为解析解， 为模型流函数解。

kh = 10在 时，表 1中给出了模型 1和模型 2与解析解在波面、波面水平速度和垂向速度的重合

度。由表可见，模型 1、 模型 2与解析解的重合度较高，模型 2的性能略优于模型 1。随 H/L增加，模

型 1和模型 2与解析解的重合度开始减小，波面重合度要高于速度分量的重合度。在 H/L为 0.137和

0.138时，模型 1和模型 2达到波陡上界。

图 2和图 3给出了模型 1和模型 2取各自波陡上界时的流函数解，包括波面以及水体速度的垂向

空间分布，其中（a）、（c）为模型流函数解，（b）、（d）为解析解。由图 2、3可知：模型流函数解与解析解基
 

表 1  模型 1、模型 2 与解析解的重合度

Tab.1  Index of agreement between Model 1, Model 2 and the analytical solutions
 

H/L
模型1 模型2

波面重合度n 波面水平速度
重合度un

波面垂直速度
重合度wn

波面重合度n 波面水平速度
重合度un

波面垂直速度
重合度wn

0.130 1−4.45×10−7 1−1.57×10−5 1−2.12×10−5 1−3.36×10−7 1−1.19×10−5 1−1.61×10−5

0.131 1−8.09×10−7 1−2.21×10−5 1−2.86×10−5 1−6.28×10−7 1−1.63×10−5 1−2.18×10−5

0.132 1−1.51×10−6 1−3.17×10−5 1−3.93×10−5 1−1.21×10−6 1−2.25×10−5 1−2.99×10−5

0.133 1−2.87×10−6 1−4.67×10−5 1−5.49×10−5 1−2.39×10−6 1−3.15×10−5 1−4.14×10−5

0.134 1−5.63×10−6 1−7.05×10−5 1−7.82×10−5 1−4.80×10−6 1−4.47×10−5 1−5.81×10−5

0.135 1−1.14×10−5 1−1.11×10−4 1−1.14×10−4 1−9.91×10−6 1−6.47×10−5 1−8.29×10−5

0.136 1−2.45×10−5 1−1.83×10−4 1−1.75×10−4 1−2.13×10−5 1−9.70×10−5 1−1.21×10−4

0.137 1−5.82×10−5 1−3.34×10−4 1−2.95×10−4 1−4.99×10−5 1−1.58×10−4 1−1.88×10−4

0.138 — — — 1−1.48×10−4 1−3.25×10−4 1−3.49×10−4
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图 2  模型 1流函数解与解析解的对比（H/L=0.137）
Fig.2  Comparison of the stream-function solutions of Model 1 and the analytical solutions （H/L=0.137）
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本一致。实际上，模型 1、模型 2在波峰处的水平速度与解析解间的误差分别约为 7.4% 和 5%（可参考

图 4），增大波陡误差将更大，这或许是模型不能收敛的主因。
  

0

−0.2

−0.4

z/
h

0

−0.2

−0.4

z/
h

0

−0.2

−0.4

z/
h

0

−0.2

−0.4

z/
h

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4
x/L

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4
x/L

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4
x/L

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4
x/L

（a）u （b）u

（c）w （d）w

1.9

1.5

1.1

0.7

0.3

−0.1

−0.5

−0.9

m
/s

 

图 3  模型 2流函数解与解析解的对比（H/L=0.138）
Fig.3  Comparison of the stream-function solutions of Model 2 and the analytical solutions （H/L=0.138）
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图 4  模型 1与模型 2在波峰处水平速度的垂直剖面

Fig.4  Vertical profile of horizontal velocity at wave crest for Model 1 and Model 2
  

2.2 单层和双层 Boussinesq 方程的对比

kh kh kh

将模型 1和模型 3、模型 2和模型 4分别进行对比，可分析单层和双层 Boussinesq方程的性能差

异。模型 1/3和模型 2/4的 H/L分别取 0.13和 0.135。表 2给出了各模型波面与解析解的重合度。结

果表明，在单层方程适用水深范围内，双层方程的性能比单层方程更优；随着水深的增加，单层方程的性

能随 增加而快速下降。模型 3和模型 4的 极限值分别约为 12和 25；而模型 1和模型 2的 极限

值分别约为 75和 250。
  

表 2  不同模型波面与解析解的重合度

Tab.2  Index of agreement of surface elevation between different models and the analytical solution
 

kh 模型1 模型3 kh 模型2 模型4

3 1−5.67×10−7 1−8.00×10−7 10 1−9.91×10−6 1−1.22×10−5

6 1−3.36×10−7 1−1.76×10−6 15 1−9.89×10−6 1−1.36×10−5

8 1−3.89×10−7 1−8.84×10−5 20 1−1.11×10−5 1−3.30×10−5

10 1−4.45×10−7 1−8.32×10−5 25 1−1.03×10−5 1−2.47×10−4

12 1−5.04×10−7 1−6.10×10−4 30 1−1.04×10−5 —

75 1−9.03×10−4 — 250 1−5.59×10−4 —
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图 5和图 6给出了解析解和各模型流函数解在波峰处水平速度剖面以及 0.15L处垂向速度剖面的

比较结果。模型 1、模型 2与解析解的重合度很高，仅在静止水位处存在微小的差异。而模型 3、模型

4与解析解存在一定差异。
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图 5  模型 1、模型 3水平速度和垂向速度的垂直剖面

Fig.5  Vertical profiles of horizontal and vertical velocities of Model 1 and Model 3
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图 6  模型 2、模型 4水平速度和垂向速度的垂直剖面

Fig.6  Vertical profiles of horizontal and vertical velocities of Model 2 and Model 4
  

2.3 波面速度公式中最高阶导数的影响

kh

本小节以模型 1和模型 3为例，分析波面水平速度和垂向速度公式中最高阶导数对 Boussinesq型

水波方程性能的影响。表 3给出了将导数阶数扩展至 5阶、7阶时，模型流函数解与解析解在波面的重

合度。模型 1和模型 3中 分别取 10和 6。由表 3可知：提升波面速度公式中最高阶导数的阶数能进

一步提升方程的非线性，模型 1和模型 3的波陡上界可提升至 0.138。与从 3阶到 5阶相比，5阶到

7阶提升较少。而 3阶到 5阶也仅是微弱的提升，因此实际应用中 3阶方程是性价比相对较高的选择。
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表 3  模型 1、模型 3 的波面与解析解的重合度

Tab.3  Index of agreement of surface elevation between numerical (Model 1/3) and analytical solutions
 

H/L
模型1 模型3

5阶 7阶 3阶 5阶 7阶
0.1300 1−3.73×10−7 1−3.38×10−7 1−1.76×10−6 1−1.77×10−6 1−1.85×10−6

0.1310 1−6.99×10−7 1−6.28×10−7 1−2.61×10−6 1−2.09×10−6 1−2.09×10−6

0.1320 1−1.34×10−6 1−1.20×10−6 1−4.31×10−6 1−2.74×10−6 1−2.53×10−6

0.1330 1−2.63×10−6 1−2.36×10−6 1−7.75×10−6 1−4.09×10−6 1−3.42×10−6

0.1340 1−5.27×10−6 1−4.74×10−6 1−1.50×10−5 1−7.02×10−6 1−5.31×10−6

0.1350 1−1.09×10−5 1−9.81×10−6 1−3.17×10−5 1−1.37×10−5 1−9.45×10−6

0.1360 1−2.35×10−5 1−2.13×10−5 1−7.58×10−5 1−2.98×10−5 1−1.91×10−5

0.1370 1−5.61×10−5 1−5.12×10−5 1−2.73×10−4 1−7.68×10−5 1−4.40×10−5

0.1375 1−9.93×10−5 1−9.15×10−5 — 1−1.50×10−4 1−7.99×10−5

0.1380 1−1.84×10−4 1−1.71×10−4 — — 1−1.34×10−4

  

2.4 色散系数对双层 Boussinesq 方程计算结果的影响

err(x) = |η(x)−η∗(x)| ÷max(err) η∗
α

α α

图 7给出了模型 1（图 7（a））、模型 2（图 7（b））在不同 α下的波面与对应解析解的绝对误差，其坐

标轴进行了无因次化处理。绝对误差的计算公式为： ， 表示解析解的波

面。模型 1和模型 2的 H/L、kh分别取 0.135、10。由图 6可知，模型 1更容易受 的影响，当模型 1中

取 0.1时，其计算结果最优，半波长内误差和为 0.285 m。模型 2中误差和最小的 为 0.12，误差和为

0.247 m；其次为 0.06，误差和为 0.249 m。
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图 7  模型 1、2的波面与解析解的绝对误差

Fig.7  Absolute errors between numerical (Model 1/2) and analytical solutions for the surface elevation

  

3  结　论

本文利用遗传算法和牛顿法相结合的方法，给出了最高空间导数阶数为 3阶和 5阶的双层 Boussinesq
方程的流函数解，并将这些结果与相应解析解（流函数波浪理论）进行比较，得到的主要结论如下：

（1）最高导数阶数为 3阶和 5阶的双层 Boussinesq方程的非线性波陡上界可达 0.137和 0.138。
5阶方程的性能略优于 3阶方程。而现有文献中通过数值模拟求解的最大 H/L为 0.123，还未达其上

界。这表明现有的数值模拟方法，还有进一步的提升空间。

kh（2）在单层和双层 Boussinesq方程均适用的 取值情况下，双层 Boussinesq方程的性能更优。最
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kh kh高导数为 3阶和 5阶的单层 Boussinesq方程的 适应极限值约为 12、25；而相应双层方程的 适应极

限误值约为 75、250。
（3）将最高导数为 3阶的 Boussinesq型水波方程中波面速度公式的最高阶导数提升至 5阶、7阶，

可进一步提升方程的非线性性能。单层和双层 Boussinesq方程的波陡上界均可提升至 0.138。但随着

最高阶导数的提升，方程性能的提升将逐渐减少。从实际应用的角度出发，3阶方程的性价比会更高。

综上，最高导数为 3阶的双层 Boussinesq方程（模型 1）更有利于工程实践，但本文研究主要是在平

底下进行的理论分析，下一步将结合本文研究内容，有针对性地对双层 Boussinesq水波方程进行高精

度求解，并应用到变水深情况，以期为工程实践提供更多参考。
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附录 1：

遗传算法是模拟自然选择、优胜劣汰、种群繁衍的进化算法，在最优化问题中应用广泛。本文需要

求解 2M+2个非线性方程，设其为 F（x） = 0。将方程组求解问题转为各方程总误差绝对值最小的优化

问题，即 min |F（x）|，其最优解应为 0。由于遗传算法只能求极大化问题，需要将 1/|F（x）|作为种群中各

染色体的适应度值。算法流程图及细节如下图所示：
  

开始

初始化参数

初始化种群

计算父种
群函数值

将 chorm 中的最优解, 
作为牛顿法初始解

结束

选择算子

交叉算子

计算子种
群函数值

精英策略
I=I+1

变异算子

while I<Is

YES NO

M、L(波长)、k(波数)、H
(波高)、h(水深)、Is(最大
迭代次数)、I(迭代次数)、
n(种群数量)、Pc(交叉概

率)、Pm(变异概率)、Ub、
Lb(变量的上界与下界)

 

图 8  遗传–牛顿算法流程图及伪代码

Fig.8  Flow chart and pseudo-code of genetic Newtonian algorithm
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