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摘要：水下物体在密度分层环境中运动时产生的内波尾迹与其航行速度具有密切关联。本研究在宽域密度分层

模拟水槽中建立了跃层注水技术，并提出了高精度、多线阵的电导率探测方法，开展了以循环拖曳方式驱动的水

下圆球激发内波尾迹实验。基于概率密度统计、波幅根均方差等分析方法，深入探究了内波相关 Froude数的时

空概率分布密度、转捩区域划分及垂向位移场特性等关键问题。研究表明：该实验系统及技术能够精细地捕捉

分层流场内部的波动信息，准确地获取内波尾迹特征随 Froude数的变化关系；内波相关 Froude数的概率分布密

度揭示了内波尾迹的转捩过程，清晰给出了转捩区域约为 ；辨明了在转捩结束后尾迹波系内外层区

域的主导内波相关 Froude数分别约在[0.3，0.4]和[2，2.8]的范围内，且在外层区域仍可测得 Lee波相关速度。
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Investigation of internal wave wakes characteristics in a sphere
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Abstract: The generation of internal wave wakes by submerged objects in density-stratified environments is
closely linked to the navigation speed. This study develops a technique of step-layer injection in a wide-scale
density-stratified  simulation  tank  and  proposes  a  high-precision  multi-array  conductivity  detection  method.
Experimental  investigations  on  the  excitation  of  internal  wave  wakes  by  an  underwater  sphere  driven  by
cyclic  towing  were  conducted.  Using  probability  density  statistics,  root  mean  square  analysis  of  wave
amplitudes,  and  other  analytical  methods,  this  research  delved  into  key  issues  such  as  spatiotemporal  pro-
bability distribution density of Froude number correlated with internal wave, transition zone delineation, and
vertical displacement field characteristics, etc. The findings demonstrate that the experimental system and tech-
niques employed can accurately capture the fluctuation information within the stratified flow field and preci-
sely  determine  the  relationship  between  the  characteristics  of  internal  wave  wakes  and  the  Froude  number.
The  probability  distribution  density  of  the  internal–wave–correlated  Froude  number  reveals  the  transition
process of internal wave wakes and clearly identifies the transition zone as approximately  . It is
discerned  that,  after  the  transition,  the  dominant  internal  wave  correlated  Froude  numbers  within  the  wake
wave  system  approximately  fall  within  the  ranges  of  [0.3,  0.4]  and  [2,  2.8]  for  the  inner  and  outer  layers,
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respectively. Additionally, Lee wave correlated velocity can still be detected in the outer layer region.
Key words: towed body; internal wave wakes; internal wave correlated Froude number; probability density

distribution 

0  引　言

潜航体在密度分层流体中运动会激发内波尾迹，后者的形态特征与潜航体的水动力学隐身性能密

切相关。自 18世纪以来，国内外针对此课题开展了大量研究，其中基于分层水槽的实验方法，因对尾迹

演化过程的直观可视性和对相关特征参数定量测量结果的可靠性，使其对内波尾迹物理过程的机理研

究以及数值、理论计算方法的校验具有不可或缺的价值和意义[1]。

Frc Frc ≈ 2 Fr < Frc

Fr = U/NmD U D Nm

Frp ≈ 0.8 Fr > Frc

Frc ≈ 2

Frc Frp

Frc Frp

Frc ≈ 2 Frp ≈ 0.8
Frc ≈ 2

Fr < 2.25 Fr

0.75 < Fr < 2.25

现有的研究结果表明，水下运动物体的内波尾迹按照激发源的不同可分为两类：一类是由物体自

身及其附着的回流区域因体积排水效应产生的水动力学尾迹，称为体积效应内波，又称 Lee波；而由于

近尾迹中的各种不稳定结构、尾迹塌陷以及晚尾迹中的饼涡激励生成的另一类水动力学尾迹，统称为

尾迹效应内波。Lee波由经典的 V字形横波系和散波系组成，伴随水下物体一起运动[2]。Robey[3] 在拖

曳圆球实验中认为内波尾迹存在一个临界 Froude数 （ ），当 时，体积效应内波为主控

内波（ ， 表示圆球运动速度， 表示直径， 为分层流场浮频率最大值），并存在一个峰值

Froude数（ ）； 时，尾迹主要表现为尾迹效应内波的特性。Meunier等[4] 采用粒子图像测

速方法得到了包括圆球在内的钝体激发内波的速度场，他们同样认为在 前后圆球激发的 Lee波

随 Froude数表现出不同的变化关系，而尾迹内波是由圆球后的水平卡门涡街引起的，其传播速度远低

于 Lee波的传播速度。王进等[5] 通过系统的实验研究发现 、 和 Lee波峰值与水下运动的回转体

长径比密切相关，并给出了 和 的与长径比关系的经验公式。对于长径比为 1的圆球而言，

， 。Hopfinger等 [6] 采用荧光染色法开展的圆球内波尾迹示踪实验发现转捩发生在

附近，并通过线性理论模型很好地模拟了 Lee波的形态及幅值。随后，Bonneton等[7] 同样在圆

球内波尾迹的荧光染色实验中得出在 之前，Lee波振幅与 成反比的结论。Chomaz等[10] 在

圆球内波实验中利用纹影法、粒子条纹照片以及激光诱导荧光三种显示技术发现，从 Lee波到尾迹效

应内波主控的过渡过程并非是跃变的，而是存在一个转捩区域，约为 。

综上而言，目前有关水下运动物体激发内波特性的实验研究，对转捩区的定义及其前后的特征描

述尚有不明确之处。对于具有较强随机性的尾迹效应内波尚未提出合适的分析方法，基于样本数量较

少的单次实验数据所得的相关结论，不具备较好的可重复性。再者，现有文献中的实验水槽尺度较小，

反射效应干扰较大，且探测设备测量精度较低，使得结果存在一定的误差。有鉴于此，本文发展了一种

高精度的多线阵电导率探测方法，依托上海交通大学宽域温盐分层模拟水槽，利用跃层注水法模拟海洋

分层环境，采用循环拖曳方式驱动水下球体在密度分层流体中激发产生内波尾迹，采集获取了大量时历

实验数据。本文在传统波要素分析方法基础上，结合统计学方法明确内波尾迹的时空统计特性，以研究

内波尾迹在不同 Froude数下的主要成分信息及表现特征。 

1  实验系统及方法
 

1.1 跃层注水密度分层系统

密度分层环境的实现是内波实验的基础，分层质量对实验结果具有直接影响。现国内外通常采用

底部注水法制备分层流场[7−8, 11]，但因上层预置淡水的重力作用，该方法在大尺度水槽的应用中可能影

响预期分层密度剖面的实现，且随着注入量的增大，注水口会逐渐远离跃层，通过调节流速大小控制跃

层厚度的时间窗口有限，因而可实现的流场分层类型受限；由于分层质量高度依赖注水时间，故其分层

效率也较低。本文设计并提出的跃层注水式密度分层系统能够有效地解决上述弊端，该实验系统以长

6 m、宽 6 m、深 1.2 m的四壁装有消波装置的大型钢架结构玻璃水池为主体，配以 1个 3.0 m3 的淡水
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箱，1个 5.0 m3 的盐水搅拌池以及 3个储水箱，上方加以升降式蘑菇型水平注水口方阵而组成，如

图 1所示。与底部注水法不同，该系统先于水槽中加入搅拌池配置的特定密度盐水，而后通过可控流量

的蘑菇型水平注水口方阵于盐水自由面处均匀注入淡水。在注水过程中，能够将连接注水口阵列的升

降架缓慢抬升，直至达到预定水位。通过对注水流量和升降速度的精密控制实现跃层厚度的调节，能够

高效制备多种类型的密度分层流场，对于浮频率为 2 rad/s、厚度约为 0.1 m的跃层其所需注水制备时间

约为 3小时。

浮频率分布是分层流场密度变化强弱的重要指标，对内波尾迹的形态和幅值具有显著的影响。随

着季节的变迁、温度和光照条件的不同，海洋分层环境的最大浮频率值约在 0.02~0.04 rad/s之间波动，

z

Nm

而最大浮频率所在深度主要分布在 50~200 m
范围内[12]。一般来说，海洋浮频率最大值的所

在深度可视为海洋跃层位置。依据密度的垂向

分布情况可知，海洋密跃层所在位置约为总水

深的 20%。以海洋常见分层状态设计实验条件

分层流场，密度及浮频率垂向分布如图 2所

示。水深 最大值为 1 m，水面往下约 0.15 m处

密度由 998 kg/m3 缓慢过渡至 1025 kg/m3，过渡

层厚度约为 0.1 m，计算得到最大浮频率 位于

水下 0.2 m处，其值约为 2.4 rad/s。为保证每次

实验具有稳定、相同的密度分层环境，在浮频率

分布改变后回收盐水至储水箱进行重新分层，

实验背景流场的单次制备时长约为 6小时。 

1.2 实验模型及测量系统

Re = UD/ν ν

D = 5

z = 0.26

实验室拖曳条件下的雷诺数范围约为 2×103~5×104（ ，其中 为流体运动粘性系数），能够达

到尾迹的完全湍流状态。因此，在进行内波尾迹实验研究时，首先遵循的原则是确保 Froude数的相似性[13]。

以 0.03 rad/s为某海域分层背景的一般最大浮频率，考虑直径为 10 m的水下航行体，其航速范围内的

Froude数约为 0~30。在实验室条件有限的拖曳速度范围内，较小的流场最大浮频率和拖曳模型的特征直

径能够使得 Froude数更接近海洋中的航行体情况。因此，本研究实验模型选用直径  cm的圆球模型。

圆球模型连接水槽两端装配的一对拖曳支架通过双线拖曳法由伺服电机驱动，拖曳支架含有垂直于拖曳

方向的两自由度导轨，能够调节实验模型至设计深度。考虑到跃层附近是水下航行体活动频繁的航行

深度，且随着潜深增加至声道轴以下，水下航行体基本具备躲避水下探测声纳、岸站声呐或飞机吊放声纳等

传统声学探测手段的声隐身性能。此时，探究与水动力学隐身特性密切相关的内波尾迹具有重要研究意义。

又因潜深对内波的影响主要为波幅的整体增大或减小，而对尾迹波形结构几乎无影响[9]。因此本实验将

圆球模型固定置于最大浮频率所在深度下方  m处，探究 Froude数对内波尾迹的影响。在拖曳系

统的安全速度范围内，为覆盖引言中所提及的圆球 Lee波峰值 Froude数和转捩点 Froude数，且基本满足实
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图 1  跃层注水密度分层系统示意图

Fig.1  Schematic diagram of the step-layer injection system for density stratification experiment
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图 2  密度及浮频率垂向分布图

Fig.2  Vertical distribution of density and buoyancy frequency
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际海洋中水下航行体巡航速度下的 Froude相似需要，本研究设计的拖曳 Froude数范围约为 0.4~8.3。

Nm/2π ≈ 0.38

z
x y

拖曳圆球激发的内波信号根据电导率和密度的线性拟合关系进行间接测量。电导率信号通过本

课题组最新自主研发的多通道 DT−20电导率采集仪获取，其结构示意图如图 3（a）所示。该仪器采样

位数为 24位，电导率测量误差约为±2%，具有体积小、多通道、无线化、同步精度高等特点，可实现

10~125 Hz的可调采样频率，远大于实验环境下物体生成内波的最大特征频率（  Hz）。连

接如图 3（b）所示的由两个尺寸为 5 mm×5 mm的铂片电极制作而成的高精度电导率探头，即可进行大

型密度分层流场环境下的多通道电导率实时采集。结合便携式可移动探头固定架，实现大范围、高密

度、多形式的探头阵列布置。本研究通过无线方式同步并行使用了十台 DT−20电导率测试仪，同步精

度优于 10 μs。总计调用 300根电导率探头，在最大浮频率深度且圆球尾迹传播至稳定处布置间距为

0.1 m、宽度为 3.8 m的 10排线阵进行测量，如图 4（a）、（b）所示。图中示意的参考坐标系 轴表示深

度，竖直向下， 轴指向圆球拖曳反方向， 轴指向运动方向右侧。
 
 

（a）DT-20电导率
测试仪及

（b）铂片电极电导率
探头示意图

 

图 3  DT−20电导率测试仪及铂片电极电导率探头示意图

Fig.3  Schematic diagram of DT-20 conductivity tester and platinum electrode conductivity probe
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图 4  电导率探头线阵布置方案示意图

Fig.4  Layout of the conductivity probe array 
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2  干扰性分析及重复性验证

尽管实验所使用的探头极片尺寸相对于内波的特征波长是极小的，但多排电导率探头阵列之间的

相互干扰是否影响测量结果精度仍然是个值得关注的问题。图 5给出了四组拖曳 Froude数下第一排

和第十排线阵捕捉到的内波时历波高图，实验结果清晰地呈现了各模态内波的纹理细节。图中可见，在

相同 Froude数下，第十排的波形出现时间相对于第一排有明显的滞后现象。随着拖曳 Froude数的增

大，滞后时间也逐渐减小。首波为随物体运动的 Lee波，因此滞后时间与拖曳 Froude数和两排阵列的

间距相关。转捩前的 Froude数下的各排线阵时历波形如图 5（a）~（d）所示。图中不论是反映波相位的

尾迹波形，还是反映内波幅值的颜色强度，第一排和第十排几乎相同。转捩后，如图 5（e）~（h）所示的内

波尾迹主导幅值仍然相近，但波形上存在细微的差异。这种差异主要集中在 y < 1 m的区间范围内，这

是由于该范围内包含了随机性较强的尾迹效应内波，其波形角较小。相对于随拖曳体高速航行的

Lee波，在 t > 50 s后时历波高的滞后显著。

yp = 0.5

∆t

t = 25 Nt = 60

Nt < 60

第一排和第五排线阵在  m位置的探头采集数据如图 6所示。为更清晰地对比两排探头数

据结果间的一致性，在绘制内波时历波动曲线时，将第一排和第五排的时历波动曲线的时间相位差消

除。图 6（a）和（b）Froude数分别为 0.4和 0.8，图中可以看到，消除了内波传播导致的时间差 后，两排

探头的时历数据在对内波尾迹的捕捉结果上几近一致。表明转捩前以 Lee波为主控内波的尾迹波系，

其各线阵采集结果具有可重复性，多线阵的采集方案对尾迹几乎无干扰。图 6（c）、（d）分别为 Froude

数为 4.2和 8.3时的内波时历波动曲线，此时在消除相位差时优先满足首波相位差为 0。图中可以看

到，在  s即 之前，两排采集结果几乎重合。而在此之后，尾迹波动在相位上具有较大的差

异。这是由于此时尾迹效应内波已经形成并占据主导，并且其相关速度远小于 时主控的 Lee波
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图 5  第一排和第十排线阵的波高时历图

Fig.5  Time history of wave heights for the first and tenth rows of probe array at different Froude numbers
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Nt > 60

速度，这也导致两排尾迹波的 Lee波相位差为 0后，第五排相对于第一排的对应峰谷值仍然存在较大的时

间滞后。这种现象是由于不同波系的内波相关速度导致的，这将在下一节进行详细地分析。而图中

可以看到 时内波的幅值和波形仍然相近，些微的误差可能与随机内波传播过程中的非定常特

性有关。
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yp = 0.5图 6    m位置处第一排和第五排线阵的时历波动曲线

yp = 0.5Fig.6  Time history of wave motion at the position of   m for the first and fifth rows of probe array
 

综上分析可知，探头阵列间存在的干扰不影响水下运动圆球激发内波尾迹的采集结果。前后排线

阵测得数据在不同的空间位置和时刻具有相近的数值和特性，表明了实验测量结果的可重复性，该实验

测量方案中各线阵布置的电导率采集仪能有效捕捉分层流场的内部波动信息。 

3  实验结果分析
 

3.1 内波相关 Froude 数
y

∆x ∆t
U iw = ∆x/∆t

Friw

y x

x

×

f p Friw,1 Friw,2 Friw,Q

由图 6（c）、（d）可知，在转捩后，两种内波尾迹成分表现出了不同的相位时间差。定义 坐标相同的

两个监测点间距为 ，其测得的两条时历波动曲线的相关性在特定的相位时间差 时具有最大相关系

数，此时即可得到水下运动物体生成尾迹的主导波系的内波相关速度 。内波相关速度为水

下运动物体内波尾迹主导波群在物体前进方向的速度分量，表明了尾迹波激发后的传播特性，与内波尾

迹的转捩特性密切相关。由内波相关速度可得到内波相关 Froude数 ，由于不同激发源的两类尾迹

的内波相关 Froude数具有明显差异，很多学者针对该问题开展了研究。然而现有文献所分析的相关

Froude数均是基于少数相同 坐标、不同 坐标的两个监测点计算得出，使得对于转捩后的尾迹效应内

波相关 Froude数计算结果具有较大的差异。如王宏伟[9] 在圆球拖曳实验中计算了中纵剖面两侧共四

对探头的内波相关 Froude数，结果在 0.5~1.2的条带范围内离散分布。而 Robey[3] 依据在 y = 40 cm不

同 坐标处纵向布置的 4个采集点，计算得到圆球内波相关 Froude数均值约等于 0.78。事实上，上述实

验结果仅在以定常的 Lee波为主控内波的 Froude数范围内具有较高的精度。而尾迹效应内波在传播

过程不同空间位置的内波相关速度是变化的，具有一定的时空随机性，有限的定点测量数据无法准确获

取其相关 Froude数特性。本文在 3.8 m 0.9 m的多排线阵测量区域范围内，可利用所有 y值相同的两

个监测点计算获取多个空间位置的内波相关速度。基于此，结合核平滑方法可估计内波相关 Froude数

的总体概率密度 。特定空间区域内对应位置探头的内波相关 Froude数为 ， ，…… ，其

中 Q为数据样本总量，则可得到内波相关 Froude数的概率密度估计值[14]：
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fp (Friw) =
1

Qh

Q∑
q=1

K
(

Friw−Friw,i

h

)
(1)

K式中， 为核函数，应满足归一化和对称性，以确保能够得到均值与样本均值相等的概率密度函数。本

文采用如下高斯型核函数：

K (x) =
1
√

2π
e−

x2

2 (2)

h σ式中， 为最优带宽，可通过标准差 估算：

h =
(
4σ5

3Q

) 1
5

(3)

y
各拖曳 Froude数下不同空间区域的内波相关 Froude数概率分布密度如图 7所示。由于图 5（e）~

（h）显示在 t < 50 s时尾迹效应内波主要集中在较窄的 坐标范围内，且外缘区域仍可见 Lee波的波形，

因此将探头阵列分为内层 y = [−0.4 m，0.4 m]和外层即其余区域。尽管内外两个区域中均包含 Lee波

和尾迹效应波成分，它们在任意空间位置上是交错的，但由于不同区域的主导成分不同，故而分成两个

区域计算内波相关速度的概率分布密度，能够更有效、准确地统计两类内波的传播特性。内、外层区域

的内波相关 Froude数概率分布密度分别用实线和虚线表示，红色点线标出了圆球的拖曳 Froude数。

图 7（a）、（b）为转捩前的内波相关 Froude数概率分布密度，图中虚线和实线峰值对应的内波相关

Froude数均与圆球拖曳 Froude数接近。二者数值上的略微偏差是由拖曳速度与电机转速的标定误差

和尾迹效应内波的作用影响等原因引起。集中的概率分布密度说明了此时 Lee波为尾迹中的主控波

系，跟随拖曳物体一起运动。随着拖曳 Froude数增大至 1.6，在图 7（c）中内外层概率分布密度曲线转变

为双峰形式。在低于拖曳 Froude数的位置出现了较小的峰值，特别是实线表示的内层区域在低内波相

关 Froude数处有明显的峰值。这表明小于拖曳 Froude数的尾迹效应内波相关 Froude数开始在概率密

度图中出现，并在部分空间位置成为主导波系，此时可视为进入转捩区域。概率密度分布也不再高度集

中于峰值 Froude数附近，内波相关 Froude数呈现一定的随机性。在图 7（d）中，内层区域的相关

Froude数概率密度峰值开始转移至 0.4处。但由于 Lee波仍然具有相当的幅值和相近的相关 Froude
数，使得概率密度具有较大的分布区域。而外层区域与图 7（c）具有一定的共性，仍然是 Lee波相关 Froude
数更多地被检测到。此时尾迹效应内波能量依旧较弱，对外层区域影响较小。概率分布密度的变化过

程清晰地表明了内波尾迹从 Lee波主控到尾迹效应内波主控的转捩并非是跃变的。在 Fr = 2.4时，

Lee波和尾迹效应内波的概率密度具有相近的值，通过拖曳 Froude数相对转捩 Froude数的大小来定义

尾迹的主控波系是不精确的。
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图 7  转捩前及转捩区域内波相关 Froude数概率分布密度图

Fig.7  Probability density distribution of the internal wave correlated Froude number before and in transition
 

随着拖曳 Froude数进一步增大至如图 8（a）所示的 Fr = 3.3时，红线对应位置附近的 Lee波相关

Froude数在内层和外层区域均仅有较小的峰值。此时可以认为转捩结束，内波尾迹开始进入尾迹效应

内波主导的 Froude数区域。由 Lee波主导到尾迹效应内波主导的转捩过程，能够通过内层或外层的概

率分布密度曲线是否存在两个峰值、且尾迹效应内波对应的相关 Froude数的概率分布密度是否大于

Lee波来进行更精准的划分。值得注意的是，在外层区域概率分布密度范围较大，内波相关 Froude数
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除 Lee波相关 Froude数外还呈现了一个不同于内层的峰值，约为 2.5。这是由于尾迹效应内波成分较

为复杂，除大尺度涡结构激发的主导内波外，湍流脉动及尾流中的不稳定结构等亦会产生内波，不同尾

迹激发源生成的内波传播特性有所不同。已往文献研究结果[3, 9] 也表明转捩后的内波相关 Froude数波

动范围较大。然而通过区域划分和概率密度统计的方式将内波波系分离，不仅使得大尺度涡结构激发

的尾迹效应内波相关 Froude数具有更准确的数值，亦得到了尾迹中次要主导成分。在 Fr > 3.3后，如

图 8（b）~（f）所示，内波相关 Froude数的概率分布密度保持了相同的特征规律。在内层区域均只能测到值

在 0.3~0.4之间的尾迹效应内波相关 Froude数，Lee波在该区域几乎无法测得，完全失去主控内波地位。

而在外层区域可测得一个值约在 2~2.8之间的尾迹效应内波相关 Froude数，同时仍然能够在一定探头

组合情况下测得 Lee波的相关 Froude数，使得在拖曳 Froude数对应位置处仍有一个概率密度峰值。
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图 8  转捩后内波相关 Froude数概率分布密度图

Fig.8  Probability density distribution of the internal wave correlated Froude number after the transition
  

3.2 垂向位移场

Frd = cp (0) /NmD cp (0)

Frd,1 ≈ 1.64 Frd,2 ≈ 0.37 Frd,3 ≈ 0.21 Fr = 0.4
Frd,2 < Fr < Frd,1

Frd,1

t < 50 y < −1 y > 1

由于十排线阵结果具有一致性，以第一排线阵数据绘制拖曳圆球在不同 Froude数下的内波尾迹波

高时历图，如图 9所示。结合图 5的第一排数据，可以发现在 Froude数较小时的波高图中，可以明显地

观察到尾迹中包含多个波系，其中外层只有散波，内层既有横波也有散波。内波尾迹理论模型将多解的

内波色散关系定义为不同模态，求解可得各模态的临界 Froude数 ， 表示临界相

速度 [12]。临界 Froude数与尾迹波系的散波和横波特征相关，对于该实验分层流场条件计算可得

， ， ，其中下标表示模态数。图 5（a）中拖曳 Froude数 介于第一

模态和第二模态临界相 Froude数之间（ ），此时外层为第二模态内波，内层为第一模态

的内波，因此表现出两种不同的波系形态。图 5（c）中的 Froude数提升到 0.8，在该 Froude数条件下，更

高阶模态的内波已几乎不可见，图中仅可看见第一模态波系的横波和散波，相较图 5（a）此时波幅值和

波形角更大。当 Froude数进一步增大，开始大于 时，理论上 Lee波中只能看见低模态的散波，如

图 9（a）中  s且  m或  m处所示。但随后内波波高时历图中出现了半波角较小且形态

特征明显的内波波系，该波系即为尾迹效应内波。在转捩区域，尾迹效应内波外侧仍能够清晰看见幅值

相当的 Lee波。而在转捩区域后，波高图 9（c）~（f）及图 5（e）、（g）中楔形区域内（如图 9（c）红色区域）的

尾迹效应内波包含外缘的散波和后程激发的横波。随着拖曳 Froude数的增大，波幅值逐渐显著，但时

空形态的主要特征几乎不变。
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图 9  第一排线阵的波高时历图

Fig.9  Time history of wave heights for the first row of probe array
 

(x0,y0,z0) tc

P p ηp

S

目前，关于水下运动物体诱生内波的幅值特性研究方法主要为文献[3, 5, 8]中所采用的峰值分析

法，但该方法通过选取中纵剖面位置处的内波峰谷值作为特征波幅具有诸多局限性，如不同探头布置方

案和拖曳速度的设定下，内波峰谷值的出现时刻具有一定的不确定性，且运动物体两侧的内波尾迹并不

完全对称，中纵剖面处的内波幅值特性难以反映波系整体的时空变化特征及规律。本文采用的波幅根

均方差分析法能够很好地解决该问题。记 位置处的探头以 为采样时间间隔，在首次检测到

内波尾迹信号后共采集了 个波高数据样本，其中第 个数据记为 ，则该位置监测点的内波幅值的时

历根均方差 定义如下：

S =

√√√
1

P−1

P∑
p=1

(
ηp− η̄

)2 (4)

η̄

S S m

S m/D S m/D

Fr < 2 Frp ≈ 0.8 Frp ≈
0.7 ∼ 0.8

Frc ≈ 2 Frc ≈ 1.99 Frc ≈ 1.94

式中， 为采样时间内的波高平均值。内波幅值的根均方差反映了波高相对于时历均值的偏离情况。

对每排线阵范围内全部探头所测得的波高根均方差值 做平均，记作 。图 10绘制了无量纲根均方差

均值 随拖曳 Froude数的变化规律，图中还标注了各排线阵结果的标准差。图中可见， 在

时先增大至波峰值后减小，Lee波的峰值 Froude数 ，与 Robey[3] 和王进 [5] 所得

接近。在实验拖曳 Froude数大于 1.6后，内波尾迹开始进入转捩区，转捩起始点位于 Froude数

1.6~2.4之间，与文献[3,5,9]分别给出的 、 和 等转捩点结果接近。但转捩起始
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S m/D Fr

S m/D

点后的一定范围内，尾迹效应内波并未占据主

导，无量纲根均方差均值具有较为稳定的最小

值。转捩区域的结束发生在 Froude数大于 3.3
处，此时 随 的增大近似线性增大，斜率

为 0.0024的线性拟合曲线如图中红色点线所

示。由于尾迹效应内波的非定常特性，导致

偏离均值的误差也随之增大。

内层区域 y = [−0.4, 0.4]包含了尾迹效应内

波的主要特征信息，进一步探究该区域在转捩

前后的幅值变化。转捩开始前后各线阵的无量

S /S 0 S 0 y = 0

S /S 0

S /S 0 = 0.5exp
[
−y2

/ (
2×0.082

)]
+0.5 Fr = 0.4

y = [−0.4,0.4]
S /S 0 S /S 0

y = −0.1

纲根均方差均值 在 y轴的分布曲线如图 11所示，其中 表示各线阵中纵剖面（ ）处的根均方差值。

图 11（a）中的拖曳 Froude数在转捩点以前，可以看到 最大值位于中纵剖面处，表明内波尾迹的峰

值位于此；且其两侧近似对称，又说明了此速度下的圆球内波尾迹主要为 Lee波。图中同时给出了表达

式为 的正态分布曲线，可见 的根均方差分布曲线与该正态

分布曲线接近，这证明了自中纵剖面往两侧等密度线的波动幅度逐渐减弱，且两侧对称位置的振幅相

近。随着拖曳速度的增大，尾迹效应内波的能量逐渐增大，并在 范围内逐渐成为主控内

波，如图 11（b）绘制的 变化曲线所示。 最大值不再固定位于中纵剖面处，其出现位置具有一

定的随机性，如图中速度 0.2 m/s时最大值在  m处，速度 0.3 m/s时最大值在 0.1 m处。同时也

不具备较好的对称性，变化曲线不再满足正态高斯分布。 

4  结　论

在验证了多线阵方案采集数据结果有效性的基础上，本文开展了宽域密度分层模拟水槽中的拖曳

圆球激发内波尾迹实验。结合内波色散关系，利用内波相关速度概率密度统计及波幅的根均方差等数

据分析方法，深入研究了水下运动物体产生内波尾迹的相关速度时空概率分布、转捩区域划分和垂向

位移场特性等关键问题。

得益于多线阵可采集较大的样本数量和应用于较广的空间范围，本文首次给出了内波相关速度的

空间概率分布密度，通过不同空间区域的内波相关 Froude数的概率分布密度，能够清晰地辨别尾迹中

的成分占比。研究表明，从内层区域 y = [ −0.4 m, 0.4 m]的概率分布密度曲线成为双峰形定义为转捩区

域的开始，直至内外层区域尾迹效应内波的相关 Froude数概率密度峰值均大于 Lee波时为转捩区域结
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图 11  内波幅值的根均方差图

Fig.11  Root mean square of internal wave amplitudes
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Frp ≈ 0.8

束，转捩区域 Froude数约在 1.6~3.3的范围内。转捩前尾迹波系概率分布密度集中，峰值所对应的内波

相关 Froude数与水下运动物体 Froude数相近，有力证明了 Lee波主导的尾迹波系整体跟随物体一起

运动。随着拖曳 Froude数的增大，尾迹效应内波相关 Froude数随之在概率密度图中出现，该 Froude数

小于物体的运动 Froude数，约在 0.3~0.4处具有概率密度峰值。在转捩区域后，内波尾迹正式进入尾迹

效应内波主导区域。但值得注意的是，此时在外层区域概率密度峰值的内波相关 Froude数不同于内

层，约为 2~2.8，即不同空间区域的主导内波成分的群速度分量是不同的。这种转捩前后的不同特性在

内波尾迹的垂向位移场中也能清晰体现。在转捩前，Lee波为主控内波，尾迹的波系结构与拖曳

Froude数相对临界 Froude数的大小有关，峰值 Froude数 ，尾迹具有较好的对称性。转捩后，内

层范围的尾迹效应内波占据主导，尾迹不再保持对称。随着 Froude数的增大，由于内层范围的内波幅

值逐渐显著，无量纲根均方差均值近似线性增大，拟合曲线斜率约为 0.0024。
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