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船舶结构 NURBS 等几何参数化水平集
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摘要：针对复杂船舶结构“几何建模–结构分析–优化设计”相互割裂, 交互繁琐低效, 以及传统拓扑优化方法难于

实现 CAD和 CAE无缝融合等问题，本文提出基于非均匀有理 B样条 (NURBS)的等几何参数化水平集结构拓

扑优化方法，并用于二维和三维拓扑优化。对于三维复杂结构，将船舶结构数模浸入到三变量 NURBS三维实体

结构中，然后通过光线追踪算法来快速确定设计域、边界和载荷施加区域的相关单元、控制点等几何信息，进而

建立基于 NURBS和浸入方法的等几何参数化水平集拓扑优化方法。该方法克服了传统的等几何拓扑优化受限

于规则 NURBS拓扑的限制，可处理复杂 CAD模型。数值算例表明相较于传统的等几何 SIMP方法，该算法计

算效率可提升 30% 以上。
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Abstract: In  this  paper,  a  NURBS-based  geometric  parametric  level  set  topology  optimization  method  is
proposed  to  address  the  challenges  faced  by  the  traditional  topology  optimization  method  in  seamlessly
integrating  CAD  and  CAE  and  dealing  with  the  fragmentation  between  geometric  modeling,  structural
analysis,  and  optimization  design  for  complex  ship  structures.  Firstly,  the  ship  structure  is  immersed  in  a
three-variable NURBS 3D solid structure. Then, a ray-tracing-algorithm is employed to quickly determine the
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relevant geometric information of the design domain, boundary, and load application area, such as units and
control points,  in order to establish the NURBS-based geometric parametric level set topology optimization
method.  By  this  method,  the  limitations  of  traditional  NURBS-based  topology  optimization,  which  is
restricted by regular NURBS topology, are overcome. The method can handle any complex CAD model. It is
demonstrated through numerical examples that the computational efficiency of the algorithm can be improved
by more than 30% compared to the traditional geometric SIMP method.
Key words: isogeometric  analysis;  topology  optimization;  parameterized  level  set;  NURBS;  complex  ship

structure 

0  引　言

传统拓扑优化方法，不论是隐式方法（如 SIMP, ESO, LSM等[1]）还是显式方法（如MMC/MMV，几何

映射法等[2−3]），均采用有限元分析方法对结构进行分析，但有限元的低阶形函数会导致数值不稳定及计算

精度低等问题。此外，复杂结构在进行拓扑优化之前还需花费大量时间来划分网格。因此，亟需发展高效、

高精度、以及可处理复杂结构的新型拓扑优化方法。近年来，基于等几何分析的拓扑优化方法成为结构

优化领域研究热点，该方法采用 NURBS或 T样条等高阶连续的基函数来离散求解微分方程，具有较高的

计算精度[4−5]，且能够克服传统优化方法无法实现“几何建模–结构分析–优化设计”之间无缝融合的缺陷。

基于上述情形，国内外学者开始研究基于等几何分析的拓扑优化方法，Jahangiry等[6−7] 提出了二维

等几何水平集拓扑优化方法；Dijk和王 曦等[8−9] 提出三维等几何参数化水平集拓扑优化方法；王选等[10]

提出了基于 NURBS插值的三维渐进结构优化方法；Zhang等[11] 提出了基于 MMV的显式等几何拓扑

优化方法；Hou[12] 提出了基于 MMC的显式等几何拓扑优化方法；刘宏亮等[13] 提出了等几何应力约束

水平集拓扑优化方法，考虑了实际问题中应力水平的限制，以避免应力集中或应力过高导致的结构断裂

和疲劳破坏等现象。

虽然已有学者将传统的拓扑优化方法用等几何分析方法实现，但由于 NURBS基函数不能局部加

密的缺点，仍局限于处理规则拓扑结构，难于处理复杂的工程结构。鉴于此，本文提出一种基于浸入思

想的 NURBS等几何参数化水平集拓扑优化方法，该方法克服了等几何拓扑优化方法中不能局部加密

的问题，因而可处理复杂 CAD模型。 

1  非均匀有理 B 样条理论

Π

在等几何分析中，由 B样条构造非均匀有理 B样条（NURBS）是数值离散化的常用方法。由 n个

样条基函数组成的节点向量 ，是表示曲线参数坐标的非递减实数序列:
Π =

{
η1,η2, . . . ,ηn+p+1

}
(1)[

η1,ηn+p+1
] [

ηi,ηi+1
]

式中，p是 B样条的阶数。样条参数定义域总区间 ，其中 为节点区间。给定一个节点

向量，B样条基函数按照 Cox-de Boor公式递归定义。

对于零阶（p=0），

Bi,p(η) =
{

1 if ηi ⩽ η ⩽ ηi+1

0 otherwise
(2)

对于非零阶（p>0），
Bi,p(η) =

η−ηi

ηi+p−ηi
Bi,p−1(η)+

ηi+p+1−η
ηi+p+1−ηi+1

Bi+1,p−1(η) (3)

基于张量积形式，构造二维 B样条基函数为

B j,q
i,p(η,ζ) = Bi,p(η)B j,q(ζ) (4)

Bi,p(η) B j,q(ζ) Π =
{
η1,η2, . . . ,ηn+p+1

}
H =

{
ζ1, ζ2, . . . , ζm+q+1

}
其中， 和 分别为对应于节点向量 和 的 p阶和 q阶
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wi的单变量 B样条基函数。NURBS基函数是从 B样条中通过赋予每个基函数一个正权值 来获得的：

Ni,p(η) =
Bi,p(η)wi∑n
j=1 B j,p(η)w j

(5)

通过张量积公式，构造二维 NURBS基函数为

N j,q
i,p (η,ζ) =

Bi,p(η)B j,q(ζ)wi, j∑n
k=1

∑m
t=1 Bk,p(η)Bt,q(ζ)wk,t

(6)

wi, j Bi,p(η)B j,q式中， 是对应于张量积 的权重值。 

2  水平集拓扑优化方法

∂Ω

Φ(x, t)

D ⊂ Rd Φ(x, t)

在水平集方法中，结构边界 隐式表示为

高一维水平集函数   的零水平集，它是

Lipschitz连续的，其中 t是伪时间。在参考域

（d = 2或 3）上定义水平集函数 ，用

水平集表示的二维模型如图 1所示。结构水平

集的数学表达式为
Φ(x, t) > 0⇔ x ∈ Ω\ ∂Ω
Φ(x, t) = 0⇔ x ∈ Γ

Φ(x, t) > 0⇔ x ∈ D\Ω
(7)

Φ(x, t)水平集函数 对伪时间 t求导，得到 Hamilton-Jacobi方程：
∂Φ(x, t)
∂t

− vn|∇Φ(x, t)| = 0

且 Φ(x, t) = Φ0(x)
(8)

vn = ( ∂x/ ∂t) · (∇Φ/|∇Φ|)式中，法向速度 是初始水平集函数。求解 Hamilton-Jacobi偏微分方程，使边界

沿法线方向移动。 

3  基于 NURBS 的等几何参数化水平集拓扑优化方法

在传统的水平集方法中，水平集模型数学上通常表示为 Hamilton-Jacobi偏微分方程。然而，求解
Hamilton-Jacobi方程是困难和耗时的。为了解决这个问题，可采用参数化水平集方法，也就是将
Hamilton-Jacobi问题转换为常微分方程。有几种不同的插值函数可用于此参数化，例如，线性 B样条
基函数、全局支撑径向基函数和紧支撑径向基函数。这些方法都是基于设计域中的插值点，由于控制
点不一定在设计域中，因此不适用于等几何插值。在基于 NURBS的参数化水平集方法中，可以将原始
偏微分方程转换为一组更易于数值求解的常微分方程。该方法的核心思想是使用 NURBS基函数（而
不是插值）以参数化方式表示水平集函数：

Φ(x, t) = N(x)Tφ(t) =
∑

i
Ni(x)φi(t) (9)

φi(t) Ni(x)
Ni(x) φi(t)

式中， 是与第 i个格点相关的扩充系数， 为 NURBS对应的基函数。参数化后，空间和时间相

关的水平集函数被分为空间相关项 和时间相关项 ，并且在优化过程中仅更新后者。将式（9）代
入式（8），Hamilton-Jacobi偏微分方程改写为

N(x)T ∂φ(t)
∂t
− vn

∣∣∣(∇N(x))Tφ(t)
∣∣∣ = 0 (10)

vn式中， 是扩充系数对时间的导数，即

vn =
N(x)T∣∣∣(∇N(x))Tφ(t)

∣∣∣ ∂φ(t)
∂t (11)

 

（a）水平集函数及零水平集 （b）设计域及边界

Φ(x, t)>0

Φ(x, t)=0

Φ(x, t)<0

Ω/∂Ω

D/Ω

D

Γ

 

图 1  二维设计域及水平集模型

Fig.1  Two-dimensional design domain and level set model
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η ζ采用参数坐标 和 ，利用控制点对设计域的水平集函数进行插值，式（9）可表示为

ϕ(x, t) = ϕ(x(η,ζ), t) =
∑

i

Ni(η,ζ)ϕi(t) (12)

Ni(η,ζ) (η,ζ)式中， 是影响 的第 i个控制点的基函数。与传统有限元方法相比，等几何分析的 NURBS基

函数指的是控制点而不是节点，不像拉格朗日

有限元基函数那样具有插值性。两者对应为不

同二次形式的空间离散化如图 2所示，可以看

出，在等几何分析中，自由度数量要小得多，且

影响一个单元的控制点不一定在单元域内，也

可能在问题域外。

基于 NURBS参数化的最小柔顺性优化问

题的流程如图 3所示。虚线内的方框表示循环

中的主要步骤，当两次迭代之间目标函数的变

化小于指定的容差时，即获得最优拓扑。 

4  数值算例

为了证明基于等几何的水平集拓扑优化的性能，本章给出了 2个平面问题算例和 2个三维问题算

 

（a）等几何分析的
二次NURBS单元

（b）有限元二次
拉格朗日单元

 

图 2  四分之一圆环模型的等几何分析和有限元空间离散

Fig.2  Spatial discretization of the quarter-ring model for isoge-
ometric and finite element units respectively

 

输入几何模型

构建初始设计域，搜寻
单元（嵌入域）

用三维 NURBS 背景单元
参数化设计域

构建原始设计，计算 NURBS 基函数
N1(x)，获取初始水平集函数
ϕ0(x)，初始化设计变量φ

优化准则更新设计
变量φ

等几何分析目标函数
KU=F，灵敏度分析

检查收敛情况

最优结构

 

图 3  等几何水平集拓扑优化分析流程

Fig.3  Flow chart of topology optimization analysis of isogeometric level set method
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∆ = 0.2
√
∆x2+∆y2 ∆x ∆y

∆t =
β∆x
|vmax| vmax

例。在除了最后一个算例外的其余算例中，弹性模量和泊松比分别设定为 1 Pa和 0.3。假设点荷载大

小为 P=1 N。Heaviside函数的近似宽度被认为是 ，其中 和 分别是 x和 y方向上

的控制点距离。此外，松弛参数为 ε=0.01。时间步长被认为是 ，其中 是边界上的最大速

度，β是调整收敛速度的移动极限因子，并且在所有算例中都设置为 0.3。

η = {0,0,0,0.0204, . . . ,0.9796,1,1,1} ξ = {0,0,0,0.0416, . . . ,0.9583,1,1,1}

算例 1：如图 4所示，采用上述算法研究在端部中心承受点荷载的悬臂梁的拓扑优化问题，其目

标函数为柔顺度最小化。L/H等于 2，其中 L=5 m，H=2.5 m。为了离散设计域，使用了一个具有 1326个

控制点的 NURBS面片，NURBS基函数的阶数为 2阶。对于两个方向，表示物体的节点向量为

和 ，体积分数取 45%。图 5表示

初始拓扑结构，图 6为其所对应的三维水平集函数，图 7为优化后的平面拓扑结构。

η = {0,0,0,0.0256, . . . ,0.949,1,1,1}
ξ = {0,0,0,0.0526, . . . ,0.947,1,1,1}

算例 2：在这个例子中，研究了所提出的方法在曲线设计域（四分之一环）中获得最佳拓扑的能力，目

标函数仍是柔顺度最小，如图 8所示。在四分之一环的底部进行固定约束，在顶部施加一个载荷，在一

定材料量下寻求刚度最大化的结构。用一个具有 861个控制点 NURBS面片离散设计域，其中 NURBS
基函数的阶数为 2阶，在两个方向上，所采用的等间距节点向量为

和 ,体积分数定为 35%。图 9表示初始拓扑结构，图 10为其所对应的

三维水平集函数，图 11为算例 2优化后的最优拓扑结构，图 12表示最优结构对应的三维水平集函数。

 

Lx

Ly

D

y

x
F

 

图 4  二维等几何 NURBS参数化水平集拓扑优化（算例 1）
Fig.4  Topology  optimization  of  2D  isogeometric  NURBS

parameterized level set for Example 1

 

 

图 5  初始平面拓扑结构（算例 1）
Fig.5  Initial 2D topology for Example 1
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图 6  初始拓扑结构对应的水平集函数（算例 1）
Fig.6  Level-set function corresponding to the initial topology

 

 

图 7  优化后平面拓扑结构（算例 1）
Fig.7  Plane topology after optimization for Example 1
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图 8  二维等几何 NURBS参数化水平集拓扑优化（算例 2）
Fig.8  Topology  optimization  of  2D  isogeometric  NURBS

parameterized level-sets for Example 2

 

 

图 9  初始平面拓扑结构（算例 2）
Fig.9  Initial topology for Example 2
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η = {0,0,0,0.0204, . . . ,0.9796,1,1,1} ξ = {0,0,0,0.0416, . . . ,
0.9583,1,1,1} ζ = {0,0,0,0.0523, . . . ,0.9126,1,1,1}

算例 3：设计域如图 13所示，在一个 3维悬臂梁的末端中心施加一个载荷，寻求在一定材料量下刚

度最大化的结构。该设计域被划分为 32×8×16个 NURBS单元，NURBS基函数阶数为 2阶，体积分数

设置为 35%，其中 3个方向的等距节点向量为 ，

， ，图 14为算例 3的 NURBS水平集拓扑优化结构。

表 1表示本文方法所得结果与有限元水平集拓扑优化方法的对比情况。在约束载荷设置相同的

情况下，等几何水平集拓扑优化方法相较于传统水平集方法，达到同等优化结果时所需的自由度更少，

耗时更短，效率提升约 30% 以上。

 

50
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图 10  初始拓扑结构对应的水平集函数（算例 2）
Fig.10  Level-set function corresponding to the initial

topology for Example 2  　　　　　　　　 

 

 

图 11  优化后的最优拓扑结构（算例 2）
Fig.11  Optimal topology after optimization for Example 2
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图 12  优化后拓扑结构对应的三维水平集函数（算例 2）
Fig.12  3D  level-set  function  corresponding  to  the  optimized

topology for Example 2
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图 13  三维等几何NURBS参数化水平集拓扑优化（算例 3）
Fig.13  Topology  optimization  of  3D  isogeometric  NURBS

parameterized level-sets for Example 3

 

 

图 14  三维等几何 NURBS水平集拓扑优化结果（算例 3）
Fig.14  Topology optimization results of 3D isogeometric NURBS level set
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算例 4：该算例聚焦于某三体船舱段结构的连接桥的优化设计。如图 15所示，此三体船舱段上部

共有 2个连接桥结构，其中连接桥被设置为设计域，边界条件施加于片体。取连接桥设计域的二分之一

部分进行拓扑优化设计，设计目标函数是刚度最大化，材料属性如表 2所示。

由于设计域是非规则形状，我们需要将其浸入到一个三变量 NURBS背景样条网格中，通过光线追

踪算法提取与设计域相交的单元和控制点。如图 16所示，该模型被浸入到一个三变量 NURBS背景样

条网格中。根据船舶结构规范进行设计，在船体与水面接触区域施加总横中垂剪力 1681.94 kN,将主船

体舱段两个侧面固定。图 17表示三维嵌入域结构二分之一连接桥控制点，蓝色控制点是连接桥设计域

激活控制点，红色部分是下方非设计域控制点。

 

表 1  同等自由度下等几何水平集拓扑优化和有限元水平集拓扑优化效率对比

Tab.1  Comparison of topology optimization efficiencies between isogeometric level-set
and finite element level-set with the same degree of freedom 　　　　　　　　 

 

方法 自由度 耗时/s 柔顺度 迭代步数

等几何（IGA） 12 158 31 91 112
有限元（FEA） 13 761 52 91 198

 

连接桥

连接桥

 

图 15  三体船舱段结构连接桥示意图

Fig.15  Schematic diagram of connection bridge in trimaran cabin structure
 

表 2  船体材料属性

Tab.2  Material properties of the ship
 

材料型号 弹性模量 /MPa 泊松比 σm /MPa σp0.2 /MPa σsw /MPa
5083-H116 7000 0.3 305 215 125

 

 

图 16  用于参数化和计算的背景 NURBS样条网格

Fig.16  Background  NURBS  spline  grid  for  parameterization
and calculation

 

3 000
2 500
2 000
1 500
1 000

500
0

−500
0 2 000 4 000 6 000 4 000

−4 000
0

 

图 17  二分之一连接桥控制点（蓝色控制点是连接桥设计域

激活控制点，红色部分是下方非设计域控制点）

Fig.17  Control points for half connection bridge (The blue area
denotes  the  active  control  points  of  the  bridge  design
domain,  and  the  red  part  represents  control  points  in
lower non-design domain)
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图 18表示优化后连接桥的最优拓扑结构，图 19表示重构后连接桥结构和整体三体船模型。根据

计算结果，刚度较未优化模型提升了 56%。 

5  结　语

在本文中，等几何分析（IGA）被用于水平集拓扑优化中，使用 NURBS基函数对水平集函数进行参

数化，NURBS基函数也用于分析，将水平集函数的控制点作为优化问题的设计变量，通过求解

Hamilton-Jacobi方程来更新相应的控制网格。本文方法能够在一定的材料量下找到刚度最大化的结

构，在避免应力集中的情况下找到重量最小的方案。相对于基于有限元的方法，本文提出的方法能使用

更少的离散化点和设计变量来获得平滑且明确定义的边界，该方法继承了 IGA的优点，相同精度下计

算效率更高。后续我们将基于层次截断 THB样条来研究可局部加密的复杂结构等几何参数化水平集

方法，并将其用于复杂船舶结构轻量化拓扑优化中。
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