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摘要：针对舰船等工程领域低频线谱控制难题，建立考虑柔性基础的非线性能量阱隔振系统动力学模型，利用

谐波平衡法和Runge-Kutta法分析系统的非线性动力学特性。探讨基础参数对系统幅频特性的影响，并分析系

统在共振频率处的非线性动力学行为。以振动功率流为评价参数，探讨非线性能量阱质量比、立方刚度、阻尼

对减振效果的影响规律。针对本文计算模型的研究表明：当基础刚度较弱时，非线性能量阱对设备的幅频响应

特性影响较大；对于特定的参数，基础和设备在一阶共振频率处的运动状态可能是不同的；非线性能量阱减振

效果良好，在本算例中传递到基础的功率流峰值降低了13.95 dB。
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Abstract: For low-frequency line spectrum control in naval and other engineering fields, a nonlinear energy
sink vibration isolation system dynamics model considering a flexible foundation was established, and the
nonlinear dynamics of the system was analyzed using the harmonic balance method and Runge-Kutta meth⁃
od. The influence of the foundational parameters on the amplitude-frequency characteristics of the system
was explored, and the nonlinear dynamical behavior of the system at the resonant frequency was analyzed.
The influence law of mass ratio, cubic stiffness, and damping on the damping effect of nonlinear energy sink
was explored with vibration power flow as the evaluation parameter. For the computational model analyzed, re⁃
search shows：when the foundation stiffness is weak, the nonlinear energy sink has a large effect on the ampli⁃
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tude and frequency response characteristics of the equipment；for specific parameters, the state of motion of
the base and the equipment at the first order resonant frequency may be different；the nonlinear energy sink
has a superior damping effect, reducing the peak power flow to the base by 13.95 dB in this example.
Key words: flexible foundation; nonlinear energy sink; harmonic balance method; power flow analysis

0 引 言

工程中的大多数振动是有害的，如潜艇低速航行时，由机械设备周期性运转造成的机械噪声将严

重影响潜艇的声隐身性能，因此各种振动的控制方法与技术[1-3]得到了广泛的关注与研究。其中被动

控制技术具有结构简单、可靠性高、实现成本低等优点，被广泛应用于工程中，包括调谐质量阻尼器

（TMD）、非线性能量阱（nonlinear energy sink, NES）等。与 TMD相比，由于NES的刚度为强非线性，其

自振频率并不恒定，因此NES可以与主系统组合后形成一系列非线性共振条件，从而具有宽频减振的

优点[4]。目前，NES技术正逐渐被应用到各个工程领域的减振中[5]。

许多学者针对NES的消极隔振、积极隔振系统的振动开展了大量研究工作。Gendelman等[6]指出

在不同参数下，系统存在着混沌响应、强（弱）准周期响应以及周期响应；Zang等[7]通过谐波平衡法和

Runge-Kutta法研究了NES系统的复杂动力学行为；AL-Shudeifat[8]提出了一种高效的双稳态NES。刘

中坡等[9]对附加轨道型非线性能量阱的高层结构开展了振动台实验，结果表明这种NES能同时抑制结

构多个模态的振动；Zhang等[10]利用惯容器代替了传统NES中的附加质量，数值结果表明：当附加质量

很小时，仍然有优异的减振效果；Geng等[11]利用间隙振子提出了一种限幅型非线性能量阱装置，通过

理论和实验研究表明，NES的振幅在合理的范围内，仍然对主系统有良好的减振效果，促进了NES在
工程中的应用；范舒铜等[12]提出了一种黏弹性非线性能量阱，其减振性能优于传统的NES。这些工作

为动力吸振器的设计提供了新思路。楼京俊等[13]设计了一种可垂向承载的柔性铰链型NES装置，试

验结果表明：与线性吸振器相比，该装置具有较好的宽频减振效果；李爽等[14]讨论了激励力幅值对具

有NES隔振系统全局分岔特性的影响；郑中强等[15]将NES应用在受随机波浪载荷作用下的固定式导

管架海洋平台，与调谐质量阻尼器（TMD）相比，NES具有更强的鲁棒性。在公开发表的文献中，非线

性能量阱技术在舰船领域开展的相关研究较少。

目前，在计算NES这一类非线性系统的稳态响应时，通常采用的是复平均法[16-17]、谐波平衡法[18-19]

这两类近似解析研究方法和Runge-Kutta数值积分方法。李响等[20]通过对比复平均法、谐波平衡法这

两种近似解析方法发现，对于强非线性系统，谐波平衡法更准确。

对于积极隔振系统，许多学者是基于刚性基础进行研究分析的，且多采用力传递率评价减振效

果。对于舰船、航空航天等领域的积极隔振系统，基础的柔性往往不可忽略。此外，对于耦合了NES
的积极隔振系统，以基础的振动能量来评估减振效果也越来越受到重视，这也是需要考虑基础的原因

所在。对于舰船上的隔振系统，在理论分析中，一般将基础考虑成等效质量[21]、梁基础[22]、板基础[23]。

在原隔振系统引入NES可能会导致复杂的非线性动力学行为[5]，为此，本文参考文献[21]将柔性基础简

化为弹簧-质量构成的离散系统。

而在以往的研究中，利用振动功率流来评价 NES减振效果的工作开展得相对较少。Yang[24]、
Shi[25]、Zhu[26]等在利用振动功率流评估非线性减/隔振分析方面做了大量工作，研究了光滑非线性系

统、非光滑非线性系统、复合材料结构等系统的功率流特性。这些工作具有比较重要的理论意义和工

程应用价值。

综上所述，对于耦合NES的积极隔振系统，许多学者是基于刚性基础进行研究分析的，且多以力
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传递率评价减振效果，而实际的船舶隔振系统往往为柔性基础。因此，本文结合工程实际，建立柔性

基础的非线性能量阱隔振系统动力学模型，利用谐波平衡法和Runge-Kutta法分析系统的动力学特

性，并通过振动功率流分析非线性能量阱的减振效果。

1 理论模型

本文分析的柔性基础非线性能量阱隔振系统如图

1所示。在图 1中，将柔性基础等效为弹簧-阻尼-质量

构成的离散系统，其中基础的等效质量为M，等效刚度

为 k0，等效阻尼为 c0；机械设备m1通过线性刚度 k1、线性

阻尼 c1与柔性基础相连；NES由附加质量m2、立方刚度

kN、线性阻尼 cN构成，并与机械设备m1耦合连接，并记质

量比 μ=m2/m1。简谐激励力 Fcos(ωt)集中作用于机械设

备m1上。

根据牛顿第二定律，系统动力学方程为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

Mẍ0 + k0x0 + c0 ẋ0 + k1 ( )x0 - x1 + c1 ( )ẋ0 - ẋ1 = 0
m1 ẍ1 + k1 ( )x1 - x0 + c1 ( )ẋ1 - ẋ0 + kN ( )x1 - x2 3 + cN ( )ẋ1 - ẋ2 + F cos ( )ωt = 0
m2 ẍ2 + kN ( )x2 - x1 3 + cN ( )ẋ2 - ẋ1 = 0

(1)

式中，x0、x1、x2分别为基础、设备、NES的位移。

1.1 谐波平衡法

根据谐波平衡法（HBM），系统的近似解可假设为如下形式：

xi ( )τ =∑
j = 1

N

aij ( )τ̄ cos ( )jτ +∑
j = 1

N

bij ( )τ̄ sin ( )jτ = S ( )τ ⋅ R i (2)
根据式（2）可以得到系统的速度与加速度。式中下标 i=0、1、2，j为谐波阶数，谐波系数向量Ri与

S(τ)分别为

S ( )τ = [ ]cos ( )τ , cos ( )2τ ,⋯, cos ( )Nτ , sin ( )τ , sin ( )2τ ,⋯, sin ( )Nτ
T (3)

R i = [ ]ai1 ( )τ̄ , ai2 ( )τ̄ ,⋯, aiN ( )τ̄ , bi1 ( )τ̄ , bi2 ( )τ̄ ,⋯, biN ( )τ̄ ] (4)
将上述近似解代入方程（1），根据Galerkin法有

ì

í

î

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

∫02π[ ]Mω2 ẍ0 + k0x0 + c0ωẋ0 + k1 ( )x0 - x1 + c1ω ( )ẋ0 - ẋ1 δS ( )τ dτ = 0
∫02π éë ù

ûm1ω2 ẍ1 + k1 ( )x1 - x0 + c1ω ( )ẋ1 - ẋ0 + kN ( )x1 - x2 3 + cNω ( )ẋ1 - ẋ2 + Fcos ( )τ δS ( )τ dτ = 0
∫02π éë ù

ûm2ω2 ẍ2 + kN ( )x2 - x1 3 + cNω ( )ẋ2 - ẋ1 δS ( )τ dτ = 0
(5)

令谐波系数向量Ri为常数，对各阶谐波进行平衡，可得到一个非线性代数方程组。利用Newton-
Raphson迭代法与伪弧长延伸法求解各阶谐波系数，进而得到系统的幅频响应特性曲线。保持谐波系

数向量Ri为时间的变量，得到一个常微分方程组，根据Floquet稳定性理论可以判断系统解的稳定性。

1.2 数值方法

针对以上系统，可采用四阶Runge-Kutta法（R-K）对上述非线性方程组进行数值求解，并以此验

证谐波平衡法分析的近似结果。利用MATLAB中的 ode45函数实现Runge-Kutta法，求解时取计算时

长为 5000个周期，周期 T=2π/ω，时间步长取为 T/100，并取最后 200个周期的稳态响应数据进行计算

（a）刚性安装 （b）柔性安装

图1 耦合非线性能量阱的隔振系统

Fig.1 Vibration Isolation Systems with a NES
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分析，即取最后200个周期的均方根值作为系统的响应幅值。

2 数值验证与分析

2.1 方法验证

由于NES的刚度为立方非线性，故可忽略偶次和高阶谐波的影响，在谐波平衡法中近似解只需假

设1阶和3阶谐波[11]。本文采用谐波系数的均方根值来描述系统的幅频响应特性曲线，即

xir = 1
2 ( )a2i1 + b2i1 + a2i3 + b2i3 (6)

式中，xir为系统位移的均方根值。

柔性基础非线性能量阱隔振系统的各参数取值如下：M=100 kg，k0=1×107 N/m，c0=50 N·s/m，m1=
30 kg，k1=6×104 N/m，c1=50 N·s/m，m2=3 kg，kN=5×107 N/m3，cN=80 N·s/m，激励力幅值F=50 N。

基础位移、设备位移的近似解析解与数值解对比如图 2所示。从图 2可以看出，近似解析方法

（HBM）与数值方法（R-K）吻合得很好，故解析解与数值解均是准确可信的。

2.2 讨论分析

首先，初步讨论NES的非线性刚度 kN、阻尼 cN对设备位移响应的影响，如图 3所示。从图 3（a）可

（a）基础位移 （b）设备位移

图2 近似解析解与数值解对比

Fig.2 Result comparison between HBM and R-K methods

（a）非线性刚度 （b）阻尼

图3 NES刚度、阻尼变化下的设备幅频响应曲线

Fig.3 Amplitude versus frequency of the equipment
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以发现，随着非线性刚度 kN的增大，设备位移响应呈现了不同的响应特性，当 kN较大时（图中对应 kN=
5×108 N/m3），设备的位移幅频响应存在明显的硬化特性。并可由此推断，存在一个最优值 kN使得设备

位移响应的峰值最小；在图 3（b）中，对比不同阻尼 cN对设备位移的影响可以发现，随着阻尼 cN的减小，

设备位移响应的峰值呈现下降趋势。

当 kN=5×108 N/m3、cN=50 N·s/m时，分别对设备位移稳态响应的稳定性进行判断，如图 4所示。在

图 4（a）中，设备位移幅频响应的硬化区域有两段解的曲线是不稳定的；在图 4（b）中，设备位移幅频响

应在一阶共振频率附近是不稳定的。

3 柔性基础对含NES系统的影响

3.1 柔性基础对系统幅频响应的影响

下面进一步研究基础刚度、质量对含NES的设备幅频响应峰值的影响。刚性安装的设备幅频响

应峰值记为A1r，对应的频率为 f1r；弹性安装的设备幅频响应峰值记为A1，对应的频率为 f1。定义弹性安

装设备与刚性安装设备的参数之比RA、Rf分别为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

RA = A1A1r
Rf = f1f1r

(7)

当激励力分别为F=10 N、50 N、100 N时，基础刚度、质量对带有NES的设备幅频响应峰值影响的

二维等高线图如图5所示。

由图 5中可知，设备幅频响应的共振频率与共振峰值随着基础刚度变化呈现出“梯田”式的变化

趋势，说明基础刚度对设备幅频响应共振峰的影响占主导地位。当基础刚度接近设备隔振器刚度时，

基础质量才会对设备幅频响应产生影响。随着基础刚度的减小，设备的共振频率向低频移动，而共振

峰值在不断地增大。当激励力较小（F=10 N）或较大（F=100 N）时，随着基础刚度的减小，几乎同时影

响设备的共振频率与共振峰值；当F=50 N时，基础刚度首先影响的是共振频率，进一步减小刚度，才

会影响共振峰值。

（a）非线性刚度 （b）阻尼

图4 设备响应稳定性判断

Fig.4 Judgment of equipment response stability
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综上所述，参考不同激励力下的等高线图，根据图 5（e）中的等高线，本文给出了一个基础刚度参

考值，取 lg(k0)=6.25 N/m，即基础刚度 k0与设备刚度 k1之比 k0/k1>30时，可以不考虑基础对含有NES的隔

振系统的影响。

对于舰船上的隔振系统，一般来说，基础的刚度还是比较大的，因为较小的刚度会使基础的响应

快速增大。在下面的计算分析中，基础参数保持原始参数不变。

3.2 系统的非线性动力学行为分析

下面采用非线性动力学时间序列分析方法，利用时间历程图、频谱图、相图和庞加莱映射图研究

图5 基础刚度、质量对设备共振峰的影响

Fig.5 Influence of foundation stiffness and mass on RA、Rf of the equipment

（a）k0、M对RA的影响 （b）k0、M对Rf的影响

（c）k0、M对RA的影响 （d）k0、M对Rf的影响

（e）k0、M对RA的影响 （f）k0、M对Rf的影响
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NES阻尼参数对系统运动状态的影响。在一阶共振频率ω=44.92 rad/s时，采用四阶Runge-Kutta法求

解系统的稳态响应，系统的初始值均取为0。
图 6分别对应阻尼 cN=30 N·s/m、50 N·s/m、80 N·s/m时，基础和设备的系统动力学特性。从图 6

（a）、（d）中可见，当 cN较小时，基础与设备均处于混沌运动状态；从图 6（b）、（e）中可见，随着 cN增大，设

备处于准周期运动状态，但基础却处于混沌运动状态；从图 6（c）、（f）中可见，当 cN较大时，设备处于周

期运动状态，但基础却处于弱准周期运动状态。综上所述，尽管此时的基础参数对设备的幅频特性影

响很小，但是基础与设备二者在一阶共振频率处的运动状态可能是不同的。

4 振动功率流评估减振效果

振动功率流可以综合性地预测和评估系统的动态特性，被广泛应用于系统隔振效果的理论分析。

系统在一个周期内的时间平均输入功率流，以及传递到基础的时间平均功率流分别为

P̄ in = 1T ∫0TP in dt = 1T ∫0T[ ]Fcos ( )ωt ẋ1 dt (8)
P̄ t = 1T ∫0TP t dt = 1T ∫0T[ ]k1 ( )x0 - x1 + c1 ( )ẋ0 - ẋ1 ẋ0dt (9)

未控系统在基频处的时间平均输入功率流峰值记为 P̄ uin,传递到基础的时间平均功率流峰值记为

P̄ ut；带有非线性能量阱的系统在基频处的时间平均输入功率流峰值记为 P̄ nin，传递到基础的时间平均功

率流峰值记为 P̄ nt。上述物理量均转换成分贝的形式，参考功率的基准值为 10-12 W。下面分别定义两

个功率流评价指标Rin、Rt，来评估非线性能量阱的吸振效果，即

图6 不同阻尼下的系统动力学特性

Fig.6 Dynamic characteristics of the equipment and foundation with different damping coefficients

（a）基础 （b）基础 （c）基础

（d）设备 （e）设备 （f）设备

cN=30 N·s/m cN=50 N·s/m cN=80 N·s/m

cN=30 N·s/m cN=50 N·s/m cN=80 N·s/m
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{R in = P̄ uin - P̄ nin
R t = P̄ ut - P̄ nt

(10)
从图 4（b）可知，弱阻尼系数下的系统是不稳定的，在实际的工程应用中应该避免。下面讨论NES

非线性刚度、阻尼对系统振动功率流的影响，其中阻尼系数 cN=[70,120] N·s/m。对于不同的NES附加

质量m2=1.5 kg（μ=5%）、3 kg（μ=10%），当非线性刚度和阻尼同时变化时，振动功率流评价指标Rin、Rt变
化的二维等高线图如图7所示。

在图 7（a）、（b）中，当NES的非线性刚度和阻尼同时变化时，Rin、Rt有着比较复杂的变化趋势，但二

者的等高线图变化趋势基本一致。当刚度较小时，阻尼越小减振效果越好；但当刚度较大时，阻尼越

大减振效果越好。在减振性能最优区域形成了明显的山峰，故非线性刚度存在着一个最优解，对应的

Rin和Rt的最大值分别为 3.56 dB、7.15 dB。在图 7（c）、（d）中，Rin和Rt的变化趋势与图 7（a）、（b）基本一

致，也有着明显的山峰，但对应最优的非线性刚度增大。由于NES质量增大，减振效果更加显著，其对

应的Rin和Rt的最大值分别为7.47 dB、13.95 dB。
从图 7亦可知，当NES的非线性刚度和阻尼同时变化时，由于未控系统的振动功率流峰值始终不

变，则可以认为：系统的时间平均输入功率流 P̄ in，以及传递到基础的时间平均功率流 P̄ t有着相似的变

化趋势。

下面讨论非线性能量阱的质量和非线性刚度这两个关键设计参数对振动功率流评价指标Rin、Rt
的影响，其变化曲线如图 8所示。当NES的质量较小时，如 2 kg以下，功率流评价指标Rin、Rt对非线性

刚度 kN并不敏感；随着附加质量的增大，减振效果对非线性刚度 kN比较敏感，此时适度的 kN有利于改

图7 NES非线性刚度、阻尼对系统振动功率流的影响云图

Fig.7 Contour plot of Rin and Rt for different M、cN and kN

（a）Rin ( μ=5%) （b）Rt ( μ=5%)

（c）Rin ( μ=10%) （d）Rt ( μ=10%)
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善减振效果，但太大的 kN又会抑制减振效果；当附加质量较大，达到 3 kg以上时，增大 kN可以显著改善

减振效果，且质量m大于 3 kg，即质量比大于 10%时，Rin、Rt逐渐收敛，但 kN太大的情况下随着质量增

大，对应的Rin、Rt会缓慢减小。

5 结 论

本文建立了柔性基础的非线性能量阱隔振系统的动力学模型，利用谐波平衡法和Runge-Kutta法
分析了系统的动力学特性，并通过振动功率流分析了非线性能量阱的减振效果。针对本文分析的计

算模型，得到了以下结论：

（1）在基础参数中，刚度对主系统的影响最大，并给出了一个参考值，当基础刚度大于 30倍的主

系统刚度时，可以不考虑基础刚度对主系统振动特性的影响。

（2）引入了NES后，基础和设备在一阶共振频率处的运动状态可能是不同的，如当设备处于准周

期运动时，基础却处于混沌运动。

（3）非线性能量阱减振效果优越，其非线性刚度存在着一个最优解。在本算例中，附加质量存在

着一个上限值，上限质量比约为设备的10%，此时传递到基础的功率流峰值降低了13.95 dB；系统的时

间平均输入功率流 P̄ in与传递到基础的时间平均功率流 P̄ t变化趋势相似。
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