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摘要：主动控制可以通过施加控制力作用于结构系统来有效控制结构低频振动噪声，在振动噪声控制领域具有

重要的意义。本文提出一种基于导纳响应配置左特征向量的主动控制方法，通过实际测量的结构导纳响应，利

用振动系统左特征向量与激励之间的关系来实现结构振动主动控制。首先，基于导纳响应推导特征值与左特

征向量的配置，无需建立结构的系统模型，或知道原结构系统的M、C、K矩阵；其次，利用左特征向量的冗余空

间，将闭环系统的左特征向量配置成与激励力向量正交的形式，实现结构振动的主动控制；最后，通过数值算例

验证此方法的有效性和正确性。
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Abstract：Active control can directly control the low-frequency vibration and noise of a structure by apply⁃
ing control force on the structural system, so it plays an important role in vibration and noise control. In this
paper, a method of left eigenvector assignment based on structural receptances was proposed, and the active
control of structural vibration was realized by using the relationship between left eigenvector and excitation of
vibration system. Firstly, the assignment of eigenvalues and left eigenvectors was derived based on the struc⁃
tural receptances, so there is no need to establish the system model of the structure and know the M, C and K
matrices. Secondly, using the redundant space of the left eigenvector assignment, the left eigenvector of the
closed-loop system was assigned in the form of orthogonality with the excitation force vector, and the active
control of structural vibration was realized. Finally, the numerical examples were given to verify the effective⁃
ness of the method.
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0 引 言

在船舶、汽车等交通工具行驶的过程中，自身构件会受到外部激励而产生振动，由于结构振动会

对机械设备以及乘客的舒适性等造成严重影响，因此有必要对结构振动进行控制。其中低频振动噪

声是控制的难点，而主动控制作为一种有效的低频结构振动控制方法，近几十年来已得到了国内外学

者的广泛关注[1-3]。特征结构配置（即配置系统的特征值和特征向量）是主动控制的一种常用方法，其

中，配置的特征值包含了振动系统的固有频率和阻尼信息（阻尼比），结构的右特征向量代表着结构的

模态振型，因此可以从本质上对结构振动进行控制[4]。目前有很多学者针对特征值的配置做了一些研

究，Datta[5]、Xie[6]、Wang[7]等分别对二阶系统的特征向量的正交关系、振动主动控制中的二次特征值分

配问题等做的研究表明，该类配置方法在闭环系统的鲁棒性等方面具有优越性。

上述方法大多面对特征值进行配置，故需要获得精确的控制模型。但在实际的工程应用中，通常

采用的解析或有限元模型会存在一定的问题：第一，解析方法仅适用于简单结构，而对于大型复杂结

构而言，解析方法无能为力；第二，无法精确模拟真实结构的控制模型（比如阻尼）；第三，控制器不能

识别边界条件等一些不明确的参数。针对这些问题，Ram等[8]在 2007年提出了利用导纳方法，通过状

态反馈进行结构系统的极点与零点配置，该方法完全依靠测量的振动响应数据，因此无需建立结构的

系统模型（如质量矩阵M、阻尼矩阵C和刚度矩阵K），避免了建模误差，同时也无需对模型进行降阶

处理。2013年，Ram等[9]继续将导纳方法应用到多输入控制系统中，为特征结构配置的应用提供了一

个新的研究方法。近几年，Zhang等[10]利用导纳方法提出了一种基于状态反馈的局部特征结构分配方

法；Richiedei等[11]利用导纳方法在多输入系统中将极零点同时分配，实现振动主动控制。目前，导纳

方法[12-13]更多关注特征值以及极零点的配置，关于特征结构的配置大多应用于提高鲁棒性、可控性与

可观测性等。

从目前文献的研究来看，上述振动控制方法大多集中于特征值的配置，而特征向量配置往往用于

提高控制系统的鲁棒性等内容。但是，结构的振动响应不仅与特征值有关，其与控制后的特征向量更

是紧密相连。而且，基于反馈控制的结构系统会存在刚度、阻尼、质量矩阵的非对称问题，导致控制后

左右特征向量不再相等。因此，通过配置系统的特征值与特征向量来控制结构振动响应变得更加复

杂，同时也值得深入研究。比如，在实际工程应用中许多激励位置是已知的（如主机、发动机位置等），

如何利用系统左右特征向量与激励的关系进行振动主动控制具有重要意义。基于这个原理，Choi等[14]

使用最小二乘法配置闭环系统的左特征向量，使之与激励力正交并且和控制力平行，从而实现了消耗

最小的能量就能有效控制振动响应。白金等[15]构造了与激励力向量正交的目标左特征向量，对闭环系

统的左特征向量进行配置，最终实现结构振动声辐射的主动控制。但是，该方法不仅需要建立精确的

数值模型，还需要大量的模态观测器才能获取有效参数，这在实际振动控制分析时会受到限制。

综上所述，基于实测的结构响应并利用特征结构配置来实现振动的主动控制，不需要建立有限元

模型就能精准实现结构振动控制，这在工程上具有重要意义。由此，本文针对降低特定激励下结构本

身的振动响应，利用左特征向量和激励的关系，基于导纳响应对左特征向量进行配置来实现结构振动

的主动控制。当左特征向量与外部激励力向量正交或接近正交的关系时，此处响应降为最低，故结构

振动得到控制。左特征向量配置方法由于可以实现对结构系统固有特性的控制，所以该方法可以从

本质上对结构振动加以控制。本文最后通过数值算例，对此方法的有效性以及可行性进行了验证。

1 基于导纳响应的特征结构配置

在本文中，考虑一个线性时不变n自由度的振动系统，该系统由以下二阶微分方程描述：

Mẍ ( t ) + Cẋ ( t ) + Kx ( t ) = 0 (1)

1278 船舶力学 第28卷第8期



式中，x ( t ) ∈ Rn是节点位移向量；M、C、K分别为结构的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵。

对该结构系统施加位移-速度反馈控制后，则该控制后的结构系统方程可表示为

Mẍ ( t ) + Cẋ ( t ) + Kx ( t ) = Bu ( t ) (2)
式中，

u ( t ) = -FT ẋ ( t ) - GTx ( t ) (3)
B = [ b1,b2, ... ,bm ] ∈ Rn × m 是 控 制 力 矩 阵 ，F = [ f1, f2, ... , fm ] ∈ Rn × m 是 速 度 反 馈 增 益 矩 阵 ，G =
[ g1,g2, ... ,gm ] ∈ Rn × m是位移反馈增益矩阵。

通过将式（2）~（3）两式联立可得

Mẍ ( t ) + Cẋ ( t ) + Kx ( t ) = -B ( FT ẋ ( t ) + GTx ( t ) ) (4)
针对上述控制后结构系统，所对应的左、右特征值问题如下。

左特征值问题：

wT
k ( μ2kM + μkC + K ) = wT

kB ( μkFT + GT ) k = 1, 2, ... ,2n (5)
右特征值问题：

( ϕ2
kM + ϕkC + K ) ωk = B ( ϕkFT + GT ) ωk k = 1, 2, ... ,2n (6)

目前文献[8-9，13]主要是针其特征值以及右特征向量进行配置，通过配置系统的特征值来降低响应

达到振动控制的目的。其中配置特征值的形式为

ϕk = -ξω0k ± iωdk k = 1, 2, ... ,2n (7)
通过控制特征值可改变固有频率和阻尼比，可避免共振并降低结构响应。

对于左特征向量配置与右特征向量配置的不同已经在引言中有所叙述，在激励已知的情况下，把

左特征向量配置成与已知位置的激励正交的形式，更为简单有效。因此本文针对其中不同之处的推

导方法如下。

式（5）两边同时转置可以写成

( μ2kM + μkC + K )Twk = ( μkF + G ) BTwk (8)
式中，B为任意的满秩矩阵。

定义结构的导纳矩阵为

H ( μk ) = ( Mμ2k + Cμk + K )-1 (9)
配置后的结构系统两边同时乘以导纳矩阵，得到一个以左特征向量为表达式的形式：

wk = H ( μk )T ( μkF + G ) BTwk (10)
与导纳矩阵相乘的部分用γμk, j表示成

γμk, j = ( μkF + G ) BTwk (11)
则式（10）可以写成

wk = H ( μk )Tγμk, 1 + H ( μk )Tγμk, 2 + ... + H ( μk )Tγμk,m (12)
综上所述，闭环系统的左特征向量wk是任意 γμk, j, j = 1, 2, ...,m的线性组合，其中 γμk,m也是任意选

定的系数。将式（11）写成如下的矩阵形式：

PkY = γk (13)
写成分量形式为
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对于式（5）剩余的2n - p个方程，可以得到如下解：

( b1 ( μk f T1 + g T1 ) + b2 ( μk f T2 + g T2 ) + ... + bm ( μk f Tm + g Tm ) ) γk = 0 (15)
也可以写成另外一种形式：

QkY = 0, k = p + 1, p + 2 , ... ,2n (16)
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é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
λkr Tk 0 ⋯ 0 r Tk 0 ⋯ 0
0 λkr Tk ⋯ 0 0 r Tk ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ λkr Tk 0 0 ⋯ r Tk m × 2nm

(17)

因此，基于导纳响应对多输入输出系统的极点配置过程如下：首先，任意选择参数 γμk, j，其中向量

γμk, j中的元素 k = 1, 2, ... , p，j = 1, 2, ... ,m，可以得到闭环系统的左特征向量wk，其中 k = 1, 2, ... , p；然后

通过式（12）可以求解线性方程组。

联立方程（14）和（17）可以建立如下方程组：
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(18)

通过式（17）~（18）可求解方程组，得到反馈增益矩阵F与G，通过反馈增益矩阵可以验证配置后

的特征值。

2 基于左特征向量配置的振动控制

在已知激励的情况下，可以通过配置特征值以避免共振，或者采用增大阻尼等方法来降低结构响

应，同时可以利用特征向量的冗余空间进一步控制系统的振动响应。

在实际应用中，无论特征值配置与否，对于目标频段都可以根据其中有

几阶共振频率来进行左特征向量配置。本文在已知激励位置的情况

下，根据目标频段的模态进行特征值和特征向量调控，利用导纳响应配

置左特征向量，使其与激励力正交进行结构振动控制，从而消除或者降

低激励力在目标位置的响应。当系统受到外部激励时，假设激励力为

η，作用在前两阶模态阵型的前两个节点处，此处设定为 η1, 1，通过式

（19）在激励力作用的位置构造与激励力向量正交的目标左特征向量，

求得需要配置的左特征向量 wk1, 1，此时目标位置响应等于或者接近于

零，就等于外部激励作用在系统结构上将不再产生振动。
γ = ( μKF + G ) BTwk

wk = H ( μk )Tγ
η1, 1 × wk1, 1 = 0

本文的目的是先确定最优参数 γ以及特征向量wk，从而得到反馈

增益矩阵，并且验证以上方法的正确性，最后通过几个数值算例验证该

理论的有效性。图1为左特征向量推导的流程图。

图1 特征结构配置流程图

Fig.1 Flow chart of eigenstructure
configuration

建立矩阵Q和矩阵P
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3 数值分析与验证

3.1 四自由度弹簧振动系统

如图 2所示以四自由度弹簧阻尼系统为例[10]，弹簧系统的质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵和大小为

1 N的激励力如下：

图2 四自由度弹簧阻尼系统

Fig.2 Four degree of freedom spring damping system
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该 振 动 系 统 的 特 征 值 是 {-0.0108 ± 0.8736i，-0.0809 ± 1.6766i，-0.1336 ± 2.5280i，-0.3980 ±
4.0208i}，将前两对特征值{-0.0108 ± 0.8736i，-0.0809 ± 1.6766i}配置为{-0.03 ± 1i，-0.1 ± 2i}，其他特

征值不变。

根据上一章的推导，对左特征向量进行配置得到γ，其中导纳矩阵H ( μK )都是由已知的M、C、K求

得的，再根据所求的反馈增益矩阵配置左特征向量，使其与激励力产生正交，如此，当力作用于m1处，

此处响应值可为零或者降到最低。
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-12.9984 - 13.7499i -12.9984 + 13.7499i 5.4051 + 11.1730i 5.4051 - 11.1730i
9.4676 + 11.3149i 9.4676 - 11.3149i 0.7422 + 1.2370i 0.7422 - 1.2370i

(20)

通过式（18）~（19）求出反馈矩阵F，G，并可查看配置前后的特征值：
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(22)

其中对四自由度弹簧振动系统配置的特征值达到了目标：

μ1, 2 = { -0.03 ± 1i }，μ3, 4 = { -0.1 ± 2i }，
剩余未配置的特征值保持不变：

λ5, 6 = μ5, 6 = { -0.1336 ± 2.5280i }
λ7, 8 = μ7, 8 = { -0.3980 ± 4.0208i }
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于是，上述推导方法的正确性得到了验证。

3.2 十自由度多输入控制离散剪切梁系统

再以十自由度多输入控制离散剪切梁系统（图3）为例，此时，n=10和m=6[13]，激励力大小为1 N。
M = In C = diag ( c1, c2, ...cn )
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图3 十自由度离散剪切梁系统

Fig.3 10-DOF of discrete shear beam system
在示例中，ck = 2εωk，阻尼比 ε为 0.01，ωk = 2sin ( kπ/ ( n + 1 ) )，k = 1, ...,n。在本算例中，将系统的

前四阶特征值{-0.0129±1.5114i，-0.0129±1.3097i}配置成{-0.4±1.5114i，-0.8±1.3097i}，其余特征值保

持不变。配置特征值的同时也配置本系统相对应的左特征向量，使其与激励力正交，实现系统所受激

励产生的振动消失或者使其产生的影响达到最小的目的。

在这个示例中考虑了两种情况：第一种是单激励情况，分别从作用于m3、m4和m5的单激励来控制

结构振动；第二种是多激励情况，当激励同时作用于m3和m6时控制结构振动，通过频响函数曲线图对

比来验证理论的正确性。

3.2.1单激励情况

（1）已知大小为 1 N的激励力作用的位置为十自由度剪切梁的m3处，通过配置其左特征向量可

以得到一个 10行 4列的γ值，代回式（18）~（19）中计算出反馈增益矩阵F和G的结果，并将有阻尼的

极点一起分配在所配置的前两阶处，通过配置前后的结果验证得出，控制前与控制后的前两阶特征值

完全相同，即

F3 = ( )0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ，μ1, 2 = -0.4 ± 1.5114i，μ3, 4 = -0.8 ± 1.3097i
其余未配置的部分没有任何改变：

λ5, 6 = μ5, 6 = { -0.0131 ± 0.8307i }，λ7, 8 = μ7, 8 = { -0.0130 ± 1.0812i }
λ9, 10 = μ9, 10 = { -0.0170 ± 0.2841i }，λ11, 12 = μ11, 12 = { -0.0136 ± 0.5633i }
λ13, 14 = μ13, 14 = { -0.0130 ± 1.6825i }，λ15, 16 = μ15, 16 = { -0.0131 ± 1.8192i }
λ17, 18 = μ17, 18 = { -0.0136 ± 1.9189i }，λ19, 20 = μ19, 20 = { -0.0170 ± 1.9795i }

上面第一步完成特征值的配置，接下来分别从左特征向量和响应两方面来进行验证，控制前后的

振型数据与幅值如表1所示。

表1 控制前后左特征向量结果

Tab.1 Results of left eigenvector before and after control
控制前第一阶

-0.32-0.43i
-0.10+0.11i
-0.29-0.40i
-0.18-0.23i
-0.24+0.34i

控制前第二阶

0.26+0.40i
-0.06-0.11i
-0.24-0.36i
0.13+0.22i
0.20-0.30i

控制后第一阶

-0.04+0.25i
-0.05+0.03i
-0.0015
0.11-0.06i
0.27-0.14i

控制后第二阶

-0.01+0.03i
0.02+0.04i
0.0047

0.01+0.11i
0.01+0.25i

1282 船舶力学 第28卷第8期



通过模态振型的幅值图（图 4）可以看出，在m3位置处幅值降低，由位移响应 x = w右 H ( μk ) w左 η可

知，左特征向量的幅值小，位移响应也会随之变小，下面将根据频响函数的幅值进行进一步验证。

已知单位力作用于离散剪切梁系统的m3处，通过以上理论进行特征结构配置，改变结构系统的

固有频率和阻尼比，并且配置相应位置的左特征向量使激励所在位置的响应消失，如图 5所示，可以

看到中间两个峰值对应四个分配的特征值，其余的峰值对应保留的特征值，当外部激励作用于m3时
系统的响应在此处消失，达到了控制结构振动的目的。同时，受控前后振动系统的其它阶固有频率、

阻尼比和左特征向量与激励力向量的内积基本没有变化。

（2）当激励力作用于十自由度多输入控制离散剪切梁系统的m4或者m5处时，有

F4 = ( )0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 ，F5 = ( )0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
根据激励所在位置改变上述算例中所配置的左特征向量，使左特征向量与激励正交，如图 6、图 7

0 2 4 6 8 10
1E-3

0.01

0.1

幅
值

位置

控制前第一阶1
控制前第二阶2
控制后第一阶1
控制后第二阶2

图4 左特征向量幅值

Fig.4 Amplitude of left eigenvector
图5 控制前后的频响函数幅值（H3, 3）

Fig.5 Amplitude of frequency response function
before and after control (H3, 3)

图6 控制前后的频响函数幅值（H4, 4）
Fig.6 Amplitude of frequency response function

before and after control (H4, 4)

图7 控制前后的频响函数幅值（H5, 5）
Fig.7 Amplitude of frequency response function

before and after control (H5, 5)

控制前第一阶

-0.24+0.34i
-0.18-0.23i
-0.29-0.40i
-0.10-0.11i
-0.32+0.43i

控制前第二阶

-0.20-0.30i
-0.13-0.22i
0.24+0.36i
0.06+0.11i
-0.26-0.40i

控制后第一阶

0.42-0.23i
0.52-0.28i
0.53-0.29i
-0.25-0.13i
0.44-0.24i

控制后第二阶

0.02+0.39i
0.02+0.48i
0.03+0.48i
0.01+0.21i
0.02+0.38i

续表1

幅
值

（
m/N

）

幅
值

（
m/N

）

幅
值

（
m/N

）
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中H4, 4、H5, 5频响函数曲线所示，当激励在离散剪切梁系统的m4或者m5处时，所在位置第五、第六共振

峰消失，响应趋近于零。此结果表明，当激励作用于离散剪切梁系统其它位置时，依然可以有效控制

结构的振动。

3.2.2多激励情况

在实际工程应用中，一个结构系统通常会受到不止一个激励的作用，对于多个激励力同时作用于

多个不同位置时，以十自由度离散剪切梁系统为例，当激励力作用于m3和m6处时，使用该方法进行控

制同样可以实现降低结构振动的目的。

将系统的前四阶特征值{-0.0129±1.5114i，-0.0129±1.3097i}配置成{-0.4±1.5114i，-0.8±1.3097i}，
其余特征值保持不变，代回式（18）~（19）中计算反馈增益矩阵F和G，通过配置前后的结果验证得出，

控制前后的前四阶特征值完全相同。配置特征值的同时，通过配置其左特征向量使其与激励力正交，

使得系统所受激励产生的振动消失或者产生的影响达到最小。

本节通过对左特征向量在配置前后的频响函数以及经典方法[13]进行比较，验证此方法的正确性

和有效性，具体如图8~9所示。

F3, 6 = ( )0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
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(24)

根据左特征向量和响应的关系，验证频响函数曲线。

图8 控制前后的频响函数幅值图（H3, 3）
Fig.8 Amplitude diagram of frequency response function

before and after control (H3, 3)

图9 控制前后的频响函数幅值图（H6, 6）
Fig.9 Amplitude diagram of frequency response function

before and after control (H6, 6)
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根据本文所推导的理论进行特征结构配置，配置方法已经在上文给出。从图 8~9可见，当激励同

时作用在离散剪切梁系统的m3和m6处时，此处的响应接近于零，共振峰消失，证明了该方法在多个激

励同时存在的情况下同样可以有效控制结构振动。根据文献[13]中经典方法进行控制，从图中看出，

通过配置其前四阶特征值的大小能降低外部激励对系统的影响；将文献[13]控制后频响函数和左特征

向量控制后的频响函数进行对比可以看出，基于导纳方法的左特征结构配置方法在针对特定位置激

励时的效果更加明显。

通过以上算例验证分析，结合其频响函数幅值曲线，可以得知无论是单激励还是多激励情况，施

加激励的位置峰值消失、响应趋近于零，说明本文所推导理论可以精准控制结构的低频振动，证明了

本文配置左特征向量来抑制结构振动方法的可行性和有效性。

4 结 语

本文提出了一种基于导纳响应配置左特征向量来实现结构振动主动控制的方法。该方法无需知

道系统矩阵M、C、K，利用导纳矩阵进行特征值与左特征向量配置，构造了与激励力向量正交的目标

左特征向量，以该左特征向量对应的激励力为控制目标，通过对闭环系统左特征向量的配置，最终实

现了低频结构振动的主动控制。最后通过四自由度和十自由度的振动系统进行数值验证，得出无论

是在单输入还是多输入情况下，通过配置左特征向量都能够有效控制结构振动的结论，验证了方法的

有效性和正确性，具有工程实际应用的价值。
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