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摘要：针对大深度载人潜器的多球壳组合结构，以水介质中任意空间分布的系列弹性球壳为研究对象，利用球

函数平移加法定理，建立计及球壳间声场相互作用的多球壳系统声振耦合模型，计算分析空间分布系列球壳的

声场耦合特性及其影响因素。结果表明：声场相互作用将改变球壳模态间耦合关系，使得单阶模态对球壳振动

的贡献不再限于单个峰值，进而影响声辐射频谱特征；双球壳系统受激球壳和非受激球壳都产生声辐射，轴向

激励情况下，两球壳间存在强声场耦合效应，激励力偏离轴向时，声场耦合效应逐渐减弱；不同尺度球壳组成的

双球壳系统扩展了声场有效耦合的频率范围，辐射声场兼具两个球壳的模态特征；多球壳串列布置时，声场耦

合效应具有传递作用，多球壳按不同角度分散布置时，辐射声场空间分布则更趋复杂。

关键词：球壳组合结构；空间声场分布；声场相互作用；辐射声功率

中图分类号：U661.44 文献标识码：A doi：10.3969/j.issn.1007-7294.2024.01.012
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Abstract: The multi-spherical shells composite structure is a common structurural form of manned submers‐
ibles. A vibro-acoustic coupling model of multi-spherical shells system considering acoustic field coupling
between shells was established by using the translationnal addition theorem for spherical wave function. The
acoustic field coupling characteristics and their influencing factors of a series of spatially-distributed spheri‐
cal shells were studied. The results show that the acoustic field interaction can change the coupling between
the modes of the spherical shells. The contribution of a single mode to the vibration of the spherical shell is
no longer limited to a single peak, and thus affects the spectral characteristics of the acoustic radiation. Both
shells of the double spherical shells system generate acoustic radiation. There is a strong field coupling effect
between two spherical shells under axial excitation. When the excitation force deviates from the axial direc‐
tion, the field coupling effect gradually weakens. The double spherical shells system composed of spherical
shells with different scales expands the frequency range of effective coupling, and the modal characteristics
of both shells appear in the acoustic field. When the spherical shells are arranged in series, the acoustic field
coupling has a transmission effect. While the spherical shells are distributed at different angles, the spatial
distribution of acoustic field becomes more complex.
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0 引 言

耐压壳体是水下载人平台的核心结构，常见形式主要有圆柱壳、球壳、椭球壳等简单壳体。工作

深度超过 1000 m的大深度载人潜水器则多数采用球壳结构[1]，以球壳为基本单元，又发展了多球壳组

合结构[2]。日本 Shinkai HU06载人潜水器采用双球壳结构，球壳之间设置圆柱形连接通道；俄罗斯

10831型深海作业核动力潜艇采用多个球壳串联的组合结构；美国的Mystic和 Avalon深潜救生艇

（DSRV）则采用了多球交接结构[3]；此外，Ross[4]还提出了一种外部圆环壳+内部多球壳的分布式水下空

间站概念方案。

多壳体组合结构由数个相对独立的耐压壳体按照特定布局形式组合连接而成，各单体之间除了

存在连接结构引起的机械相互作用外，还存在着单体辐射声波在声介质中的声场相互作用。白振

国[5-6]通过引入柱函数加法公式建立了三个并排无限长弹性圆柱壳振动与辐射和散射声场耦合模型，

结果表明三壳体间的声场耦合对系统的共振特征和声场分布特性都有显著影响，不同圆柱壳之间还

存在着一定的声辐射遮蔽效应。同样，球壳间声场耦合效应对多球壳组合结构耦合声振特性的影响

也不容忽视。因此，在不考虑连接结构机械相互作用的情况下，突出多球壳之间的声场相互作用，研

究空间离散分布系列球壳的声场耦合与辐射特性，有利于掌握多球壳结构声学特征，为采用多球壳组

合结构的大深度载人潜器声学设计提供基本依据。

多球耦合声场问题求解的关键是将各个球体的辐射声场统一表述到同一个球坐标系下，以便在

每个球体表面应用振动-声耦合边界条件，这通常需要借助球函数加法定理来加以实现。New[7]运用

球函数加法定理推导了双球体声辐射及多重散射解，并分析了两个脉动球体的散射声场相互作用对

近场和远场声压及声辐射阻抗的影响。Thompson[8]研究了邻近球形散射体对球形声源辐射声场的影

响，并进一步研究了两个球形声源之间的声场耦合作用[9-11]。针对非轴对称声场问题，Lease[12-13]引入

了一般形式的球函数平移加法定理，求解了球形声介质中任意分布双球源系统的声辐射问题。这些

研究均假设结构表面具有给定的振动速度分布，没有考虑声介质对结构振动的耦合作用。Huang[14]采
用弯曲理论表征球壳振动，研究了平面波入射下双球壳系统声弹性耦合效应对散射声场的作用，将已

知双球壳振动的声散射扩展到双弹性壳体的声散射问题。针对多球耦合声场问题，吴九汇[15]利用格

林函数的双中心球坐标展开式推导了一类球函数加法公式，用于求解多球体系统声学散射问题。范

威[16-17]推导了理想波导和楔形波导中球体散射声场的镜像解析解。赵开琦[18]则建立了理想界面附近

点力激励下球壳振动声辐射的解析模型，他们在研究中应用球函数加法定理，考虑了界面反射的等效

虚源对球壳散射或辐射声场的影响，这种多球系统声场耦合模型适用于沿对称轴线串列分布的多球

壳声辐射和声散射计算。针对空间任意分布的多球壳阵列，张超[19]采用有限元+边界元方法计算了散

射声场特性，并基于单个球壳的散射声场采用叠加法近似计算散射声场，经比较，确认球壳间互散射

对多球壳散射声场有明显作用，不可忽略。赵腾瑞[20]进一步考虑了球壳间连接结构的作用，将球壳近

似为刚性球体，比较了弹性连接和刚性连接双球结构在轴向激励下的声辐射特性，但其研究限于 100
Hz以下低频段，仅考虑了刚性振荡模态声辐射，没有计及球壳声弹性耦合作用。

针对大潜深耐压球壳结构，文献[21]建立了计及静水压力作用的厚球壳声振耦合模型，计算分析

了厚壁几何特征和静水压力载荷对球壳声振耦合特性的影响。在其研究基础上，本文进一步针对大深

度载人潜器的多球壳组合结构，以水介质中任意空间分布的系列弹性球壳为研究对象，利用球函数平

移加法定理统一表述不同球壳的辐射声场，建立计及球壳间声场相互作用的多球壳系统声振耦合计算

模型，计算分析球壳间声场相互作用对不同分布的多球壳声辐射特性和空间声场分布特征的影响。
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1 理论模型推导

1.1 研究对象描述

假设在无限理想声介质中有N个球壳组成的空间分布多球壳系统，如图 1所示，定义系统总体直

角坐标系为O- xyz，对应的径向、经向和周向球坐标

分量分别记为 r、θ和ϕ。
球壳 α (α= 1, 2, ...,N )的半径和壁厚分别为 aα和

hα，以其球心 Oα 为原点建立局部直角坐标系 Oα -
xα yα zα，对应的局部球坐标分量记为 rα、θα和 ϕα，为简

单起见，规定局部坐标系三个坐标轴的指向与总体坐

标系对应坐标轴一致。球壳 α的球心Oα在总体坐标

系中的球坐标记作（r0α，θ0α，ϕ0α），在球壳 β局部坐标系

中的球坐标记作（rβα，θβα，ϕβα）。

1.2 单球壳振动模型

除串列球壳等特殊构型外，空间分布多球壳系统

一般都是非轴对称结构体系，需要考虑非轴对称载荷

作用下的单球壳振动模型。文献[21]基于一般壳体运动方程，针对轴对称激励，推导了关于球壳径向

位移w的高阶振动方程：

r1∇6w + r2∇4w + r3∇2w + r4w = H (1)
式中：∇2 = ∂2∂θ2 + cotθ

∂
∂θ；r1、r2和 r3为方程系数；H为外载荷项，由径向作用力 fr和经向作用力 fθ两部分

构成。对于非轴对称激励情况，式（1）同样适用，只需将 Laplace算子改写为三维球坐标形式，并在外

载荷项H中增加周向作用力 fϕ部分即可。

考虑稳态激励情况，略去简谐时间因子，球壳径向位移可采用一般形式球函数展开：

w ( )θ,ϕ =∑
n,m

∞
WnmY m

n ( )θ,ϕ (2)
式中：∑

n,m

∞
代表∑

n = 0

∞ ∑
m = -n

n ;Wnm为经向阶次为 n、周向阶次为m的球壳模态位移；球函数Y m
n ( )θ,ϕ 的具体形式

为Pm
n ( )cosθ e jmϕ，其中，Pm

n ( )cosθ 为连带Legendre函数。

假设仅考虑径向机械激励力 fe作用下的球壳径向振动，对 fe进行模态展开，有

fe ( )θ,ϕ =∑
n,m

∞
FenmY m

n ( )θ,ϕ (3)
式中，Fenm为球壳（n，m）阶径向模态激励力。

将式（2）~（3）代入式（1），利用球函数正交性，可以得到非轴对称激励下的球壳模态振动方程：

jωZsnWnm = Fenm (4)
式中，Zsn为球壳模态机械阻抗，仅与模态经向阶次 n有关，与周向阶次m无关。文献[21]中还考虑了剪

切变形、转动惯量以及静水压力作用的影响，只需对球壳模态机械阻抗Zsn中的系数加以修正即可。

1.3 多球壳系统的相互作用载荷

引入外场声介质作用，多球壳系统第α号球壳受到的径向载荷可分为三部分，除了径向机械激励

力载荷外，还有球壳α产生并作用于自身表面的声压载荷以及其它球壳产生并作用于球壳α表面的声

压载荷，其中，每个球壳产生的声压又可分解为弹性辐射声和刚性散射声两部分。因此，球壳α受到

的径向载荷可表示为

图1 空间分布多球壳系统

Fig.1 Geometry of spatially-distributed spherical shells

第1期 李 凯等：空间分布系列球壳声场耦合与辐射 … 131



f (α ) ( )θα,ϕα = f (α )e ( )θα,ϕα - [ ]p(α )r (α ) ( )aα, θα,ϕα + p(α )s (α ) ( )aα, θα,ϕα - ∑
β = 1, β ≠ α

N

[ ]p( β )r (α ) ( )aα, θα,ϕα + p( β )s (α ) ( )aα, θα,ϕα (5)
式中，上标 (α )代表该变量从属于球壳α或是由球壳α产生，下标 (α )代表将该变量表示在球壳α局部

坐标系中，例如，f (α )e 表示作用在球壳α上的机械激励力，可按式（3）进行展开，p(α )r (α )和 p(α )s (α )分别表示由球

壳α产生并在自身局部坐标系下表征的弹性辐射声压和刚性散射声压，而 p( β )r (α )和 p( β )s (α )则分别表示由球

壳β产生并在球壳α局部坐标系下表征的弹性辐射声压和刚性散射声压。

根据声学基础理论，通过求解球坐标系下的波动方程，可将球形声源对外场的辐射和散射声压都

表示为球函数展开形式，因此，由球壳α产生并作用在其自身表面的弹性辐射声压和刚性散射声压分

别为

p(α )r (α ) ( )aα, θα,ϕα =∑
n,m

∞
A(α )rnmh(2)n ( )kaα Y m

n ( )θα,ϕα (6)
p(α )s (α ) ( )aα, θα,ϕα =∑

n,m

∞
A(α )snmh(2)n ( )kaα Y m

n ( )θα,ϕα (7)
式中，A(α )rnm和A(α )snm分别表示弹性辐射声压和刚性散射声压模态系数，h(2)n ( )z 表示第二类球Hankel函数。

各子球壳的辐射和散射声压一般采用各自局部坐标系下的球函数进行模态展开，由于不同局部

坐标系下的球函数通常不具备正交性，在处理球壳表面边界条件时会存在较大困难。借助球函数平

移加法定理，则可以将不同系列球函数都变换到同一个坐标系下，实现多球壳声压载荷表述形式的统

一。因此，将球壳 β产生并作用在球壳α表面的弹性辐射声压和刚性散射声压都变换到球壳α局部坐

标系下，分别得到

p( β )r (α ) ( )aα, θα,ϕα =∑
n,m

∞ é

ë
êê

ù

û
úú∑

ν,μ

∞
A( β )rνμ Snmνμ ( )krβα jn ( )kaα Y m

n ( )θα,ϕα (8)

p( β )s (α ) ( )aα, θα,ϕα =∑
n,m

∞ é

ë
êê

ù

û
úú∑

ν,μ

∞
A( β )sνμSnmνμ ( )krβα jn ( )kaα Y m

n ( )θα,ϕα (9)
式中，jn ( )z 表示球Bessel函数，Snmνμ ( )krβα 表示球函数平移加法定理的变换函数，具体形式[12]为

Snmνμ ( )krβα = ( )-1 m jn - ν ( )2n + 1 ∑
p

j pa ( )-m, μ|p, n, ν h(2)p ( )krβα Y μ - m
p ( )θβα,ϕβα (10)

变量 p的求和区间是 p= ν + n, ν + n - 2,…, |ν - n|，系数a ( )-m, μ|p, n, ν 由下式给出：

a ( )-m, μ|p, n, ν = ( )-1 -m+ μ ( )2p+ 1 é

ë
êê

ù

û
úú

( )n-m !( )ν+ μ !( )p+m- μ !
( )n+m !( )ν- μ !( )p-m+ μ ! ⋅ ( )n ν ⋮ p

0 0 ⋮ 0 ( )n ν ⋮ p
-m μ ⋮ m- μ (11)

式中，( )j1 j2 ⋮ j3
m1 m2 ⋮ m3

代表Wigner 3-j符号。

于是，将式（3）和式（6）~（9）代入式（5），利用球函数正交性，可得到球壳α表面的径向模态力为

F (α )
nm = F (α )enm - ( )A(α )rnm + A(α )snm h(2)n ( )kaα - ∑

β = 1, β ≠ α

N ∑
ν, μ

∞
( )A( β )rνμ + A( β )sνμ Snmνμ ( )krβα jn ( )kaα (12)

1.4 多球壳系统声振耦合模型

将单球壳模态振动方程式（4）右端的机械激励模态力替换为包含机械激励和声压载荷的式（12），

得到考虑球壳间声场相互作用的球壳声振耦合方程：

jωZ (α )sn W (α )
nm = F (α )enm - ( )A(α )rnm + A(α )snm h(2)n ( )kaα - ∑

β = 1, β ≠ α

N ∑
ν, μ

∞
( )A( β )rνμ + A( β )sνμ Snmνμ ( )krβα jn ( )kaα , α = 1, 2, ...,N (13)

将式（13）表示为矩阵形式

jωZ (α )s W (α ) = F (α )e - Rα ( )A(α )r + A(α )s - ∑
β = 1,β ≠ α

N

Rαβ ( )A( β )r + A( β )s , α = 1, 2, ...,N (14)
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式中，Z (α )s 是由元素Z (α )sn 组成的 ( )Nα + 1 2
阶对角阵，Rα是由元素 h(2)n ( )kaα 组成的 ( )Nα + 1 2

阶对角阵，Rαβ

是由元素 Snmνμ ( )krβα jn ( )kaα 组成的 ( )Nα + 1 2 × ( )Nβ + 1 2
阶矩阵。这些矩阵元素中，Nα和Nβ分别为球壳α

经向阶次 n和球壳 β经向阶次 ν的模态截断数。位移模态向量W (α )、激励力模态向量F (α )e 、弹性辐射声

压模态向量A(α )r 和刚性散射声压模态向量A(α )s 各含 ( )Nα + 1 2
个元素，按照 n=0∼Nα，m =-n ∼ n的顺序排

列，Z (α )s 、Rα和Rαβ等矩阵的元素也同样按此规则排序。

考虑到球壳α表面应分别满足法向振速连续条件和刚性散射边界条件，即
|

|
||

∂
∂rα { }[ ]p(α )r (α ) ( )rα, θα,ϕα + p(α )s (α ) ( )rα, θα,ϕα + ∑

β = 1, β ≠ α

N

[ ]p( β )r (α ) ( )rα, θα,ϕα + p( β )s (α ) ( )rα, θα,ϕα

rα = aα
= ρ0ω2W (α ) (15)

|

|
||

∂
∂rα { }p(α )s (α ) ( )rα, θα,ϕα + ∑

β = 1, β ≠ α

N

[ ]p( β )r (α ) ( )rα, θα,ϕα + p( β )s (α ) ( )rα, θα,ϕα

rα = aα
= 0 (16)

将辐射、散射声压及径向位移模态展开式代入式（15）~（16），借助球函数平移加法定理，可以得到

模态声压和模态位移应满足的关系式，写成矩阵形式有

HαA(α )r = ρ0ω2W (α ) , α = 1, 2, ...,N (17)
HαA(α )s - ∑

β = 1,β ≠ α

N

Hαβ ( )A( β )r + A( β )s = 0, α = 1, 2, ...,N (18)

式中，Hα是由元素
|

|
||k

∂h(2)n ( )x
∂x

x = kaα
组成的 ( )Nα + 1 2

阶对角阵，Hαβ是由元素 Snmνμ ( )krβα
|

|
||k

∂jn ( )x
∂x

x = kaα
组成的

( )Nα + 1 2 × ( )Nβ + 1 2
阶矩阵。

进一步将式（14）、（17）和（18）扩展为空间分布多球壳系统的声振耦合矩阵方程组：

jωZsW = Fe - RA r - RAs (19)
H̄A r = ρ0ω2W (20)

( )H - H̄ A r + HAs = 0 (21)
式中，Zs是主对角线元素由矩阵Z (α )s 构成的准对角矩阵，R是主对角线元素由矩阵Rα构成、非主对角

线元素由矩阵Rαβ构成的分块矩阵，H̄是主对角线元素由矩阵Hα构成的准对角矩阵，H是主对角线元

素由矩阵Hα构成、非主对角线元素由矩阵Hαβ构成的分块矩阵，W、Fe、A r和As则分别是由元素W (α ) T、
F (α )e T、A(α )r T和A(α )s T组成的列向量。

在矩阵方程组（式（19）~（21））中消去声压模态向量A r和As，可得到多球壳系统耦合振动方程：

jω ( )Zs + Ζa W = Fe (22)
式中，Ζa = -jρ0ωRH -1为考虑了球壳间声场相互作用的声辐射阻抗矩阵，其主对角线元素Z (α )a 为球壳α
的自辐射模态阻抗矩阵，非主对角线元素Z (αβ )a 为球壳β对球壳α的互辐射模态阻抗矩阵。

求解式（22）得到多球壳系统的模态位移，再代入式（20）和式（21）求得模态声压，进而可以计算多

球壳系统的耦合振动响应和辐射声场。

如果将矩阵R和H中表征球壳间声场相互作用的子矩阵元素Rαβ和Hαβ都置为 0，则可以得到解耦

的多球壳系统振动方程，也就是各球壳自身的声振耦合方程

jω ( )Z (α )s + Ζ (α )a W = F (α )e , α = 1, 2, ...,N (23)
式中，球壳α的声辐射阻抗矩阵Ζ (α )a = -jρ0ωRαH -1

α 为对角阵。

1.5 多球壳系统辐射声场计算

外场声介质中任一场点 ( )r, θ,ϕ 的辐射声压可通过叠加每个球壳在该场点的弹性辐射声和刚性

散射声得到
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p ( )r, θ,ϕ =∑
α = 1

N∑
n,m

∞
( )A(α )rnm + A(α )snm h(2)n ( )krα Y m

n ( )θα,ϕα (24)
式中，( )rα, θα,ϕα 为球壳α局部坐标系中的场点坐标。

球壳α的辐射声功率可由时均径向声强的球面积分得到：

P (α )a ( )ω = 12 ∫02π ∫0πRe[ ]pα ( )aα, θα,φα ⋅ ẇ(α ) * ( )θα,φα ⋅ a2αsinθαdθαdφα (25)
式中，pα ( )aα, θα,φα 是球壳α表面的总声压，包括了球壳α自身产生的弹性辐射声压和刚性散射声压，

以及其它球壳产生并传递至球壳α表面的弹性辐射声压和刚性散射声压，ẇ(α ) ( )θα,φα 是球壳α的壳体

表面径向振速。

将各部分声压和壳体振速表达式代入式（25），利用球函数正交性，可得到每个球壳的辐射声功

率，再叠加则求得多球壳系统的辐射声功率：

Pa ( )ω =∑
α = 1

N

P (α )a ( )ω =∑
α = 1

N

[ ]P (α )ar ( )ω + P (α )as ( )ω + P (α )ai ( )ω (26)
式中，P (α )ar ( )ω 、P (α )as ( )ω 和P (α )ai ( )ω 分别代表球壳α的辐射声功率、散射声功率和其它球壳辐射波对球壳

α的入射声功率，具体表达式为

P (α )ar ( )ω =∑
n,m

∞ 2πa2α
2n + 1 ⋅

( )n + m !
( )n - m ! ⋅ Re{ }[ ]A(α )rnmh(2)n ( )kaα ⋅ ( )jωW (α )

nm

* (27)

P (α )as ( )ω =∑
n,m

∞ 2πa2α
2n + 1 ⋅

( )n + m !
( )n - m ! ⋅ Re{ }[ ]A(α )snmh(2)n ( )kaα ⋅ ( )jωW (α )

nm

* (28)

P (α )ai ( )ω =∑
n,m

∞ 2πa2α
2n + 1 ⋅

( )n + m !
( )n - m ! ⋅ Re{ }é

ë
êê

ù

û
úú∑

β = 1, β ≠ α

N ∑
ν,μ

∞
( )A( β )rνμ + A( β )sνμ Snmνμ ( )krβα jn ( )kaα ⋅ ( )jωW (α )

nm

* (29)

2 计算模型验证

选取相同尺度的2个球壳组成双球壳系统模型，基本参数如下：球壳半径为1 m、壁厚为20 mm，球
心距为 2.1 m，材料选用钛合金，密度为 4500 kg/m3，杨氏模量为 110 GPa，泊松比为 0.34，结构阻尼因子

取0.005，水介质密度和声速分别取1000 kg/m3和1500 m/s。
双球壳布置如图 2所示，两个球心均位于 y轴，采用上章建立的模型计算单位机械点力激励下双

球壳系统的耦合振动与声辐射，并与COMSOL数值计算结果进行比对，激励力方向取 θe1 = 90°。由于

双球壳系统及其激励载荷相对极轴（z轴）均为非轴对称布置形式，因此需要计及各阶周向模态的贡

献，计算中取N=M=15。

图2 双球壳系统

Fig.2 Geometry of double spherical shells

x x1 x2

y, y1, y2O1O

z
z1

a1, h1
θe1

Fe1

r12

z2

a2, h2

O2

图3 双球壳系统的辐射声功率

Fig.3 Acoustic radiation power by double spherical shells
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由图 3给出的双球壳系统辐射声功率曲线可以看到，本文解与COMSOL解基本重合，在高频段略

有偏差，此外，两种方法计算的双球壳辐射声压空间分布也吻合较好，参见图 4，证明了本文建模方法

的正确性。

3 多球壳系统的声场耦合特性

3.1 互辐射阻抗分析

以如图 5所示的轴对称布置双球壳为例计算分析多球壳系统辐射

阻抗特性，不失一般性，考察m = μ = 0的情况，系统声辐射阻抗矩阵可

以简化为

Za = éëê
ù
û
ú

Z (1)a Z (12)a
Z (21)a Z (2)a

(30)
将矩阵元素记为 Z ( ij )anν，其中，Z ( ii )ann定义为球壳 i的模态自辐射阻抗，

表示球壳 i的 n阶模态对自身模态振动的影响；Z ( ii )anν定义为球壳 i的模态

互辐射阻抗，表示球壳 i的 ν阶模态对 n阶模态振动的影响；Z ( ij )anν定义为

球壳 i和 j之间的球壳间模态互辐射阻抗，表示球壳 j的 ν阶模态对球壳

i的n阶模态振动的影响。

以 1号球壳的模态自辐射阻抗幅值为基准，图 6显示了球壳模态互辐射阻抗和球壳间模态互辐射

阻抗的对比。由图可见，由于球壳间模态声场的耦合作用，使得原本互不耦合的球壳声辐射模态之间

（a）本文解
（b）COMSOL解

图4 双球壳系统的耦合辐射声场（ f=250 Hz）
Fig.4 Acoustic pressure field of double spherical shells

图5 轴对称布置双球壳系统

Fig.5 Geometry of axial symmetric
double spherical shells

（a）球壳模态互阻抗 （b）球壳间模态互阻抗

图6 模态声辐射互阻抗

Fig.6 Modal mutual acoustic impedance
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也产生了一定程度的耦合，相应的互阻抗幅值最大超过自阻抗幅值的 30%，但是，球壳间模态互阻抗

幅值则要明显大于球壳自身的模态互阻抗幅值，表明了两球壳声场间的强耦合关系。

图 7对比了单阶模态振动对壳体振动的贡献，可以看到，单球壳模型的单阶模态振动只对壳体振

动的单个峰值有贡献，而由于不同球壳模态间的声场耦合作用，双球壳模型的单阶模态振动对壳体振

动的多个峰值都有贡献，说明双球壳模型的壳体振动响应峰值是多阶次模态振动叠加的结果。

3.2 多球壳耦合声振特性分析

图 8和图 9分别显示了单球壳和双球壳模型的壳体振动响应与辐射声功率的对比。可以看到，与

单球壳模型相比，除个别低阶峰值外，双球壳模型的壳体振动幅值明显下降，且非受激球壳和受激球

壳的峰值振动响应在同一量级。此外，由于具有相同的几何参数和频率特征，两球壳同阶模态之间产

生了相互调谐的耦合效应，类似于动力吸振器对结构共振峰值的调谐作用，使得双球壳共振峰值分离

为两个峰值并分散至单球壳峰值两侧，形成峰值分叉现象。在单球壳声辐射峰值集中的 200~500 Hz
频段，双球壳辐射声功率峰值量级与单球壳相差不大，但峰值频率向低频偏移，而在500 Hz以上频段，

双球壳比单球壳多出很多辐射峰值，这些峰值对应于壳体耦合共振的峰值位置，表征了声场耦合作用

对双球壳声辐射的影响。因此，尽管从单个壳体来说，双球壳模型的振动响应弱于单球壳模型，但是

双球壳的辐射声功率却要高于单球壳辐射声功率，说明球壳间声场耦合作用提高了双球壳系统的辐

射效率。

由文献[21]计算结果可知，只有当球壳某一阶模态共振峰值点所对应的模态声辐射阻较高时，才

能在辐射声功率曲线上有对应的局部峰值。对于单球壳来说，只有前几个低阶模态的共振频率与模

态声辐射阻较高的频段吻合，因此只在 200~500 Hz频率范围内激发出了声辐射峰值。对于双球壳来

说，由于声场耦合作用，球壳的低阶模态振动耦合了其他高阶模态的共振峰值特征（见图7），并且这些

图7 单阶模态振动对壳体振动的贡献

Fig.7 Contribution of modal vibration to the shell vibration

（a）单球壳模型 （b）双球壳模型受激球壳

n
n
n
n

n
n
n
n

图8 单球壳与双球壳壳体振动响应比较

Fig.8 Shell vibrations of single spherical shell and
double spherical shells

图9 单球壳与双球壳辐射声功率比较

Fig.9 Radiated acoustic power by single spherical
shell and double spherical shells
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高阶共振峰值频率与低阶模态声辐射阻较高的频段相吻合，从而在 500 Hz以上频段也激发出了声辐

射峰值。

4 多球壳系统声场耦合的影响因素

针对空间分布系列球壳的不同组合及参数，研究对比单球壳和多球壳系统的声场耦合与辐射特

性，计算分析球壳间距、激励方向、尺度比和布置方式等因素的影响，球壳半径取 2600 mm，壁厚取 95
mm，其他计算参数同第2章。

4.1 球壳间距的影响

如图 5所示，建立由相同尺度球壳组成的轴对称布置双球壳模型，定义球壳分布系数 d12为两球壳

球心距与半径之和的比值，即 d12=r12/(a1+a2)，在 1号球壳北极点施加径向单位机械点力，对比球壳分布

间距对系统声场耦合特性的影响。

由图 10可以看到，当 d12小于 1.1时，由于两球壳间的强声场耦合作用，虽然双球壳中的受激球壳

振动小于单球壳振动，但非受激球壳振动并没有显著小于受激球壳，并且双球壳系统的壳体耦合振动

在单球壳各阶峰值频率处分离为两个峰值。随着间距加大，受激球壳振动逐渐增加，非受激球壳振动

则有所减小，且振动峰值分叉现象出现的频率范围逐步往低频一侧收窄，当 d12达到 2.0时，受激球壳

振动已基本接近于单球壳模型，而非受激球壳则仅在低频段剩余少量振动峰值，且幅值很小。

图 11给出了双球壳 n=4阶模态对应的低频方向峰值的近场声压分布。由图可见，不仅受激球壳

产生辐射声场，非受激球壳也产生辐射声场，随着球壳间距的增大，双球壳相对单球壳的声辐射峰值

频率迁移量逐渐减小，由 d12=1.01时的 15 Hz减小到 d12=2.0时的 0 Hz。受激球壳周围的近场声压分布

也逐步趋近于单球壳，当 d12达到 2.0时，除了在非受激球壳一侧的 60°立体角范围，其余方向声压分布

形态与单球壳模型基本一致，说明此时球壳间声场耦合的影响已基本可以忽略。

（a）d12=1.01 （b）d12=1.1

（c）d12=1.5 （d）d12=2.0
图10 球壳间距对双球壳系统壳体耦合振动的影响

Fig.10 Influence of spacing on shell vibrations of double spherical shells
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4.2 激励方向的影响

针对 4.1节双球壳模型，计算对比激励力作用方向对双球壳系统声场耦合特性的影响，计算中取

d12=1.05。图 12和图 13给出了机械点力沿不同极角方向激励时双球壳系统辐射声功率。由图可见，

轴向激励时，球壳间声场耦合效应较强，由于两球壳同阶模态间的相互调谐作用，使得双球壳辐射声

功率峰值不再对应单球壳峰值，且 300 Hz以上中频段还出现了若干新峰值，从幅值上看，100~200 Hz
频率范围内峰值幅值与单球壳相当或略有减小，200 Hz以上的峰值则大幅提升，参见图 12。随着激励

力偏离轴向，双球壳的辐射声功率峰值逐渐向单球壳峰值靠拢，当激励力为正横方向 90°时，双球壳声

辐射峰值已趋近于单球壳，球壳间声场耦合的影响减至最小，但主峰值的最大幅值与单球壳相比仍存

在3 dB左右的差别，且主峰值两侧还分布着由不同经向阶次模态相互耦合引起的小峰值，参见图13。

（a）单球壳，f=184 Hz （b）d12=1.01，f=169 Hz

（c）d12=1.1，f=179 Hz （d）d12=2.0，f=184 Hz
图11 球壳间距对双球壳系统耦合辐射声场的影响

Fig.11 Influence of spacing on acoustic pressure fields of two spherical shells

图12 轴向激励下双球壳系统辐射声功率

Fig.12 Acoustic radiation power by double spherical shells
under axial excitation

图13 非轴向激励下双球壳系统辐射声功率

Fig.13 Acoustic radiation power by double spherical
shells under non-axial excitation
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图 14给出了 n=4阶模态对应声辐射峰值的近场声压分布，沿轴向激励时，非受激球壳与受激球壳

的近场声压形态对称分布，且每个球壳沿周向的波瓣数量与图 11（a）中的单球壳模型一致，表明振动

能量在两个球壳间得到了充分交换，反映了声场耦合效应的显著影响；沿横向激励时，双球壳系统的

声辐射主瓣分布在激励力所在的正横方向，说明相邻球壳的声场相互作用对系统声辐射的指向性产

生了一定影响。

4.3 球壳尺度比的影响

保持球壳厚径比不变，改变双球壳中 2号球壳半径，将两球壳半径之比取为 a21=0.5，计算分析球

壳尺度比对系统声场耦合特性的影响，算例中单位机械点力施加在 1号球壳正横方向，即 θe1 = 90°，并
取球壳分布系数d12=1.05。

图 15显示了不同尺度比双球壳系统的辐射声功率对比。由 4.2节可知，正横方向激励时球壳间

声场耦合效应相对较小，因此，相同尺度球壳组成的双球壳系统的声辐射峰值仍主要集中在单球壳峰

值所在的 100~300 Hz频段，而当球壳尺度比变为 0.5后，在 250~500 Hz频段也出现了数个幅值较高的

峰值，这表明当球壳尺度比变小时，声场耦合效应影

响的频段向高频有所拓展。表 1列出了两种尺度球壳

在水中单独受激时的声辐射峰值频率，可以看到，尺

度较小的非受激球壳在单独受激时的声辐射峰值正

好位于 250~500 Hz，也就是说，该频段集中了具有强

辐射特征的非受激球壳低阶模态。因此，尽管受激球

壳在该频段内的模态声辐射能力较弱，但却能够通过

近场的声场耦合激发起非受激球壳的低阶强辐射模

态并向外场辐射声能量，形成相应的耦合声辐射峰

值。此外，由于球壳尺度越大，模态固有频率越低，因

而当球壳尺度比增大时，双球壳系统声辐射的强耦合

频段将向低频方向拓展。

图14 不同方向激励时声辐射峰值（n=4阶）的耦合声场分布

Fig.14 Acoustic pressure fields of double spherical shells under excitation from different directions

（a）θe1 = 0°，f=176 Hz （b）θe1 = 90°，f=184 Hz （c）θe1 = 180°，f=176 Hz

图15 不同尺度比双球壳系统的耦合声辐射

Fig.15 Acoustic radiations of double spherical shells
with different scale ratios

a21=1.0
a21=0.5

表1 球壳单独受激时的模态峰值频率

Tab.1 Modal frequencies of excited single spherical shell

受激球壳

非受激球壳

半径/mm
2600
1300

频率/Hz
n=2
127
254

n=3
160
320

n=4
184
368

n=5
205
409

n=6
226
452

n=7
251
501

n=8
281
562

n=9
318
635
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图 16给出了不同频段声辐射峰值对应的近场声压分布，可以看到，184 Hz频率上主要是由受激

球壳自身受激形成的辐射声场，247 Hz频率上主要是由受激球壳 n=7阶模态与非受激球壳 ν=2阶模态

相互耦合形成的辐射声场，而 280 Hz频率上则是由受激球壳 n=8阶模态与非受激球壳的 ν=2和 ν=3两
个阶次模态同时耦合形成的辐射声场。

4.4 球壳布置方式的影响

在图 5双球壳模型基础上，沿轴线方向增加相同尺度的球壳，组成串列布置的三球壳和四球壳系

统，进一步计算分析串列多球壳系统的声场耦合特性。假定单位机械点力施加在 1号球壳 90°正横方

向，相邻球壳的分布系数统一取 1.05。图 17给出了峰值频率处的空间声场分布，与双球壳系统类似，

串列三球壳系统和串列四球壳系统也能够在各球壳之间形成强声场耦合效应，尽管 3号（4号）球壳离

受激的 1号球壳较远，但也包含在系统声场耦合之中，说明声场耦合效应具有一定的传递作用。此

外，由于低阶（n=3和 n=4）峰值频率对应的声波波长较长，受激球壳对较远处非受激球壳的辐射声场

也有显著影响，使得非受激球壳外场形成了大范围亮区，随着模态阶次加大，非受激球壳的辐射亮区

逐渐收缩至各球壳紧邻区域。

（a）f=184 Hz （b）f=247 Hz （c）f=280 Hz
图16 不同尺度球壳间模态耦合形成的辐射声压场

Fig.16 Acoustic pressure fields of double spherical shells of different sizes

n=3，f=161 Hz n=4，f=184 Hz n=5，f=205 Hz n=6，f=226 Hz

（a）串列三球壳

（b）串列四球壳

图17 串列多球壳系统的空间声场分布

Fig.17 Acoustic pressure fields of multi-spherical shells in series
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以三球壳系统为例，研究球壳分布角度对耦合辐射声场的影响，建立如图 18所示的分布式三球

壳系统模型，假定各球壳尺度相同，其中，1号和 3号球壳关于 2号球壳球心所在水平面对称布置，1、2
号球壳球心连线O1O2与 2、3号球壳球心连线O2O3的夹角定义为α13，激励力施加在 2号球壳 90°正横方

向，2号与1号、2号与3号球壳间的分布系数均取1.05。

由图19可以看到，随着球心夹角α13的减小，三个球壳逐渐靠近，相互之间的声场耦合效应相应增

强，三球壳系统声辐射峰值相对单球壳峰值的频率偏移量逐步加大，并出现局部附加声辐射峰值。从

辐射声压空间分布形态来看，在α13 = 180°时，辐射亮区主要分布在与三球壳轴线平行的横向区域，随

着分布角度的改变，辐射亮区逐渐集中到三球心连线构成的三角区域，辐射声场空间分布更趋复杂，

参见图20。

5 结 论

本文针对任意空间分布系列球壳组成的多球壳系统，基于非对称载荷作用下的球壳动力学模型，

借助球函数平移加法定理统一表述不同球壳的辐射声场，建立了计及球壳间声场相互作用的多球壳

系统声振耦合计算模型。在计算分析多球壳系统互辐射阻抗和耦合声振特性基础上，研究了球壳间

距、激励方向、球壳尺度比及布置方式等因素对多球壳系统辐射声功率的影响规律，结果表明上述因

素对多球壳系统声振特性都有显著影响，得到的下列一般性结论可以为水下多球壳组合结构声学设

计提供参考。

（1）由于多球壳间的声场相互作用，不仅使原本解耦的单球壳不同经向阶次模态之间形成一定

图20 不同布置形式三球壳系统的空间声场分布

Fig.20 Acoustic pressure fields of distributed triple spherical shells

图18 分布式三球壳系统

Fig.18 Geometry of distributed triple spherical shells
图19 分布式三球壳系统辐射声功率比较

Fig.19 Acoustic radiation powers of distributed triple
spherical shells

（a）α13 = 180°，f=184 Hz （b）α13 = 120°，f=186 Hz （c）α13 = 60°，f=189 Hz
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程度的耦合，而且球壳间模态互阻抗也明显大于球壳自身的模态互阻抗，使得单阶模态振动对球壳振

动的贡献不再限于单个振动峰值，进而影响了多球壳系统的声辐射效率及频谱特征。

（2）在声场耦合作用下，同一尺度双球壳系统的受激球壳和非受激球壳都产生声辐射，轴向激励

时，两球壳间存在强声场耦合效应；随着球壳间距增大，非受激球壳耦合振动逐渐减小，受激球壳典型

声辐射峰值的声压空间分布形态逐步趋近于单球壳；当激励力偏离轴向时，声场耦合效应也逐渐减

弱，正横方向时，耦合最小。

（3）不同尺度球壳组成的双球壳系统扩展了声场有效耦合的频率范围，相应辐射声场具有两个

球壳各自的模态特征，并在非受激球壳低阶强辐射模态对应的特征频率附近产生新的辐射峰值。

（4）多球壳串列布置时，声场耦合效应具有传递作用，频率较低时，非受激球壳附近形成大范围

辐射亮区；多球壳按不同角度分散布置时，随着分布角度减小，声场耦合效应增强，不仅出现附加声辐

射峰值，而且辐射声场空间分布更趋复杂。
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