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侵彻弹体的拉压模态与振动特性*
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摘要： 弹体高速侵彻硬目标时的振动是导致过载信号混杂和装药局部变形放大问题的重要因素，制约了弹体的

毁伤能力。为准确表征侵彻弹体的弹性振动特性，基于变截面杆理论推导了弹体的精细化理论模态建模方法，开展了

空腔和装药条件下的试验和仿真模态分析，并从特征频率和振型两方面获取了弹体的低阶拉压模态特性，进一步利用

模态特性推演了弹体的振动特性。研究表明，等截面杆的预测结果与仿真和试验的偏差较大，而 Mindlin-Herrmann杆

模型取得了较好的一致性，后者更适合于描述弹体的模态和振动特性。弱载环境中，装药增大了结构阻尼，且弹体模

态阶数越高，弹-药的耦合关系越弱，但该结论在强载环境下的适用性还需探究。低阶拉压模态主导了正侵彻弹体的

振动特性，弹体的变形和过载分布受一阶拉压模态振型的影响较大，高阶模态对弹体振动起补充作用。受益于变截面

效应，内腔短粗且集中的弹体在正侵彻时具有更好的抗振特性。通过拉压模态分析得到的弹体振动特性可为弹体-引

信-装药系统的设计提供更可靠的参考。
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Tensile-compressive modes and vibration characteristics of
penetrating projectile
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Abstract:  Projectile’s structural vibration during high-speed penetration of hard targets is an important factor causing mixed

overload  signals  and  charge’s  localized-deformation  magnification  issues,  which  restricts  the  destructive  capability  of

projectiles.  To  accurately  characterize  the  elastic  vibration  characteristics  of  the  penetrating  projectile,  a  refined  theoretical

modal modeling method for the projectile was derived based on the theories of variable cross-section rods. Furthermore, two

30-kg mass projectiles with the same mass and outline but different internal cavity structures were manufactured, together with

an even hollow cylindrical bar with the same mass and outer diameter. Using these three structures as examples, theory test and

simulation mode analyses were conducted to explore the modal features of the projectile from the perspectives of characteristic

frequencies and their corresponding low-order tensile-compressive modes. The structural similarities and differences between

projectile  and  even  bar  were  compared,  and  the  influence  of  charges  on  projectile  modes  was  explored.  Eventually,  the

vibration  characteristics  of  the  projectile  penetrating  semi-infinite  and  multi-layer  concrete  targets  were  deduced  with  the

introduction  of  projectile’s  modal  characteristics  measured  separately.  Research  has  shown  that  the  Mindlin-Herrmann  rod

models have derived similar modal characteristic compared with simulation and test results, while the even bar model shows

larger discrepancies. In weak load environments, the charge increases the structural damping, and the higher the modal order of
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the  projectile,  the  weaker  the  coupling relationship  between the  projectile  and the  charge.  However,  the  applicability  of  this

conclusion  in  harsh  load  environments  still  needs  to  be  explored.  The  low-order  tensile-compressive  modes  dominate  the

vibration characteristics of the penetrating projectile, and the deformation and overload distribution are mostly affected by the

first-order tensile-compressive mode, while the high-order modes supplement the vibration of the projectile.  Benefiting from

the variable cross-section effect, projectiles with short and concentrated inner cavities have better anti-vibration characteristics

during ideal penetration. Projectile’s vibration characteristics obtained through modal analysis provides more reliable guidance

for the design of the projectile-fuse-charge system.

Keywords:  hard target penetration; projectile structural response; modal analysis; vibration characteristics; damping

侵彻弹体在打击地下坚固目标和建筑物中发挥了重要作用。近年来，随着侵彻速度的提高，弹体振

动引发的问题日益突出，典型问题如引信过载信号混杂而无法精准起爆[1] 以及侵彻振动环境诱导下装药

被提前引燃[2] 等，最终导致弹体的毁伤效果受限。因此，研究弹体在侵彻过程中的振动特性具有重要意义。

在弹体过载信号的相关研究中，孙桂娟等[3] 指出，侵彻弹体振动以及传感器连接结构振动构成了弹

体过载信号中的高频成分，并导致信号幅值失真。王世虎[4] 针对过载信号的弹体振动成分开展研究，在

理论推导中将弹体简化为细长等截面杆，并对弹体进行试验和仿真模态分析，揭示了过载信号的弹体振

动成分中一阶拉压模态特征频率的主导特性。目前，对过载信号进行处理时常用低通滤波法，其核心即为

将弹体一阶拉压模态的特征频率作为低通滤波截止频率，从而滤去弹体振动信号以及更高频的成分[5-9]。

此外，也存在若干利用弹体结构振动对过载信号进行反演、预测的工作。为尽可能准确估计弹体关键截

面的过载幅值，徐文峥等[10] 利用等截面杆模型分析了弹体模态，并给出了其受均布冲击载荷时的过载分

布。卢玉斌等[11] 总结了多种弹体过载特性模型，发现准确的弹体结构振动信号构建是预测过载信号的

关键。王成华等[12] 在斜侵彻场景中将弹体视为均质梁，利用模态分解方法补偿了弹体过载信号。Yan等[13]

考虑几何缩比下弹体过载信号的变化，通过重构并滤去过载的弹体结构振动信号实现了缩比下刚体减

速度的一致性。马孟新等[14] 和 Yu 等[15] 利用应力波补偿方法将弹体振动从过载信号中剔除，从而提高

了弹体侵彻多层靶时碰靶和出靶等目标特征的识别率。因此，对过载信号的准确处理要求对弹体结构

振动特性的准确把握，而对弹体的模态分析是研究的关键。

在装药安定性的相关研究中，王宁[16] 和李彦超[17] 通过试验和仿真发现装药受到弹体结构振动的影

响，其中后部出现了明显的拉压交替作用，并与弹体的径向变形耦合。张萌昭等[18] 对侵彻多层板过程中

装药的损伤开展了试验和仿真研究，发现不同部位装药的受力环境差异较大，且损伤由振动诱发，而非

冲击载荷直接引起。因此，众多研究聚焦于在弹体内添加缓冲结构，通过隔振减小装药损伤[19-22]。此外，

也存在若干关于装药结构响应的机理研究。周霖等[23] 基于单自由度受迫振动模型构建了装药的瞬态响应

计算方法，并总结了抗过载判据。梁君等[2, 24] 将侵彻环境简化为隔板-间隙结构，并通过施加类侵彻阻力的

外载研究了装药的结构响应，发现装药结构具有非线性振动特性，且在较低幅值的振动载荷下产生局部变

形放大，从而诱发不安定。后续通过仿真和振动台试验复现了装药的局部变形放大现象[25]，并在侵彻试验

中进一步验证了该结论[26]。仲苏洋等[27] 和何杨等[28] 设计了多脉冲加载下考核装药非线性放大效应的实

验和理论方法，发现载荷加载频率与装药固有频率接近是引起局部变形放大的主要原因。因此，弹体结

构振动特性是装药安定性评估的关键输入，而弹体-装药的接触关系以及模态耦合是研究的关键。

本文将继承上述研究中对弹体结构振动的研究方法，并着重于证实理论、试验和仿真模态方法的统

一性。在以往等截面杆模型的基础上，尝试利用变截面杆模型更精准地描述弹体模态和振动特性，进一

步通过试验和仿真模态分析探究内腔结构以及装药对弹体振动特性的影响，最后推导侵彻弹体的振动

变形、应力和过载分布特性，以期为弹引系统和装药结构的设计提供参考。

 1    模态分析理论

正侵彻时，弹体受对称侵彻阻力，其结构响应形式以拉压为主，可用杆模型加以描述。以往研究常
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将弹体简化为等截面杆，并直接导出其模态特性[10,14-15]。设杆长为 L，壳体材料密度为 ρ，杨氏模量为 E，

则其 n（n=1，2，···）阶空间振型函数 φn 和特征频率 fn 为：

φn(x) = cos
(

nπ
x
L

)
, fn =

n
2l

 
E
ρ

n = 1,2, · · · (1)

弹体外壳和内腔均存在变截面结构，因此，变截面杆模型可更好地还原弹体结构。变截面杆模型包

括经典变截面杆、Love 杆、Rayleigh-Bishop 杆、Mindlin-Herrmann 杆以及多模态杆模型等，已有众多关于

上述模型波导特性的研究[29-31]。本研究选择其中被广泛检验的经典变截面杆和 Mindlin-Herrmann 杆模

型（MH 杆模型）。在经典变截面杆理论中，剪切变形被忽略，杆仅有轴向位移自由度 u。在弹性本构下，

其动力学方程为：

ρA
∂2u
∂t2
− ∂

∂x

Å
EA

∂u
∂x

ã
− p = 0 (2)

式中：A 为截面面积，p 为加载在杆上的轴向线载荷。

Mindlin-Herrmann 杆理论则假设杆上任意截面的径向应变 ψ都是对称的，并且与轴向位移 u 没有直

接关系。其动力学方程为： 
ρA

∂2u
∂t2
− ∂

∂x

ï
(2µ+λ) A

∂u
∂x

ò
− ∂

∂x
(2λAψ) = p

ρI
∂2ψ

∂t2
+4(µ+λ) Aψ− ∂

∂x

Å
µI
∂ψ

∂x

ã
+2λA

∂u
∂x
= Rq

(3)

式中：λ、μ 均为 Lamé常数，q 为加载在杆上的径向线载荷，R 为该横截面的最大半径。

与等截面杆模型不同，由于侵彻弹体的刚度和质量分布难以解析表达，变截面杆模型的模态和振动

特性需要利用有限元方法求解。设 M、K、P 为结构的质量矩阵、刚度矩阵和载荷向量，则变截面杆的有

限元形式的动力学方程为：

Mü+Ku− P = 0 (4)

φn

式 (2)～(3) 可改写为有限元单元形式[32]，进一步排列得到对应的结构质量矩阵 M 和刚度矩阵 K，并
求出满足下式的 n 阶空间振型向量    和 n 阶特征频率 fn：[

K− (2π fn)2 M
]
φn = 0 (5)

φn

以上给出了等截面杆和典型变截面杆模型的模态特性求解方法。获取弹体的模态特性后，可进一

步求解其侵彻瞬态响应。由于侵彻载荷的时空分布难以解析表达，弹体瞬态响应的求解需使用一维有

限元方法，此时等截面杆模型也需基于式 (4) 进行改进。对于杆的有限元模型，其节点位移向量 u 均可

分解为    和振型坐标 qn(t)的组合形式：

u(t) =
N∑

n=1

φnqn(t) (6)

式中：N 为单元数，qn 满足振型动力学方程：

q̈n(t)+2ξn (2π fn) q̇n(t)+ (2π fn)2 qn(t) =
P(t) ·φn

(ρA) ·φ2
n

(7)

式中：ξn 为 n 阶阻尼系数，ρA 为材料面密度分布向量。为方便不同振型间的比较，将式 (7) 中的振型归

一化：

(ρA) ·φ2
n ≜ m0 n = 1,2, · · · (8)

结合式 (7)～(8)，在不考虑塑性时，qn(t)可直接由 Duhamel积分求解[33]：

qn(t) =
φn

m02π fn

√
1− ξ2

n

·
w t

0
P(τ)e−2πξn fn(t−τ) sin

î
2π fn

√
1− ξ2

n(t−τ)
ó
dτ (9)
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fn

√
1− ξ2

n式中：阻尼振动频率为    。式 (9)表明，在小阻尼情况下，qn(t)的幅值取决于载荷向量 P(τ)的主频

成分：若载荷的主频与 fn 接近，则载荷与该振型接近共振，qn(t) 的幅值较大；反之，若载荷的主频与 fn 偏

离，则 qn(t)的幅值较小。因此，瞬态响应分析的关键是寻找与载荷主频接近的特征频率和对应的振型。

考虑弹体侵彻多层建筑靶的工况。设靶的间距为 H，侵彻速度为 v（忽略速度降幅），靶的厚度为 h，
则载荷形式可简化为：

F(t) =


0 0≤rem

Å
t,

H
v

ã
＜

H−h
v

F0
H−h

v
≤rem

Å
t,

H
v

ã
＜

H
v

(10)

式中：rem(t, H/v)表示 t 对 H/v 的余数。对式 (10)进行 Fourier变换，可得：

F( f ) = F0

[
2πh
H

δ( f )−
+∞∑

n=−∞, n,0

1
n

sin
Å

2nπ
h
H

ã
δ
(

f − nv
H

)]
(11)

式中：h/H 为小量，δ(f) 为 Dirac 函数。易证载荷主频 f1P = v/H，且高阶频率随阶数的增大以 1/n 的规律衰

减。将载荷主频 f1P 与依据式 (1)估计的弹体一阶频率 f1 相除，可得：

f1P

f1
=

2lv
Hc

(12)

式中：c 为壳体材料的应力波波速。对于典型工况，l/H＜1，v/c＜1/2，则 f1P/f1＜1。因此，弹体侵彻多层靶

时，载荷主频通常小于弹体的一阶特征频率。这也表明：模态阶数越低，其对弹体瞬态响应的影响越大；

对低阶模态进行分析足以揭示弹体的瞬态响应特征。

对于侵彻厚靶和半无限靶的工况，其载荷作用时间比多层靶侵彻工况更长、载荷峰值升降也更缓，

因此，其载荷主频相比多层靶侵彻工况的载荷主频更低，上述推论同样成立。

弹体在侵彻过程中易出现局部塑性，此时式 (9)不成立，而需实时求解其模态和特征频率，可将式 (9)
改为累加格式，具体过程较为繁杂，可参考骞朋波等[34] 的研究。然而，Chen 等[32] 的研究表明，若塑性是

局部的，且塑性区存在时间较短，则塑性对整体侵彻过程中弹体振动的影响较小，弹体振动的基本性质

不变。因此，在广泛的侵彻工况下，弹体振动由其低阶振动模态主导。后续将对弹体的低阶振动模态进

行详细分析，并导出若干初步结论。

 2    模态分析实践

 2.1    弹体构型与理论建模

为探究变截面杆模型在侵彻工况下的适用性以及内腔结构对弹体模态和振动的影响，设计了 2 枚

简化缩比弹体（弹体Ⅰ和弹体Ⅱ）以及用于校准壳体材料参数的校准件，进一步通过试验、仿真和理论模

态分析获取其低阶振动模态，并进行比较分析。2 种弹体的外型相同，壳体质量均为 33.27 kg，装药后的

总质量均为 35.91 kg。在内腔体积相同的情况下，二者的内腔结构不同：弹体Ⅰ的内腔细长、壁厚较厚，

而弹体Ⅱ的内腔短粗且集中，壁厚较薄。弹体构型如图 1所示，几何特征如表 1所示。此外，为方便产生

激励信号，弹体头部具有 7.5 mm 直径的平台。校准件则为长 590.63 mm、外径 118.13 mm、内径

69.25 mm的空心圆柱筒，其质量与弹体壳体相同。
 

(a) Projectile Ⅰ (b) Projectile Ⅱ
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图 1    弹体构型

Fig. 1    Prototypes of the projectiles
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弹体由 3 部分结构构成：壳体、尾盖和模拟装药。壳体和尾盖采用 M82.5 的螺纹连接，模拟装药在

研究初期不装填。弹体Ⅰ和Ⅱ的物理特征均如表 2所示。校准件的材料与弹体壳体相同。

其中，45 钢的杨氏模量由试验模态分析获得。基于表 1～2 所示的弹体几何物理特征构建了弹体质

量、刚度、转动惯量等参数沿轴线的分布，进而基于前文所述的变截面杆有限元建模方法完成了弹体的

理论建模，获取了结构质量矩阵 M 和刚度矩阵 K，最终得到弹体前三阶模态特性。经鲁棒性检验，最终

选择单元数量为 800（沿轴线均匀分布）。

 2.2    试验模态分析

试验模态分析环境如图 2 所示，主要由试验

件、力锤、加速度传感器、数据采集器和上位机

构成。在将弹体悬挂并使其保持静止后，使用力

锤锤击弹体头部平台，力锤输出实时压力，同时

弹体表面的加速度传感器输出实时加速度。力

锤主体为压电式力传感器，量程为 2 kN，灵敏度

为 2.54 pC/N，经阻抗变换器后接入数据采集

器。共设置 5 个 IEPE 式加速度传感器，量程为

500 m/s2，灵敏度约为 9.85 mV/(m·s−2)（不同传感

器略有不同）。传感器标准频率响应范围为 1～
10 kHz，但在 20 kHz内仍具有较平稳的幅频响应

曲线。数据采集器开启 6 通道，采样频率设为 51.2 kHz，其输入端连接力锤和加速度计连接线，输出端通

过网线连接记录压力-加速度响应信号的上位机。

在弹体距离尾部 5、15、25、35 和 45 cm 处用 302 胶粘接底面为弧面、表面为平面的五向测座。校

准件表面采用同样的粘接工艺，且位于距离端面 5 cm处。校准件与弹体的测前状态如图 3所示。

 

表 1    弹体几何特征

Table 1    Geometric characteristics of the projectiles

弹体 直径/mm 长度/mm 壁厚/mm 头部曲径比 内腔长度/mm 内腔曲径比

Ⅰ 118.13 590.63 27.79 3 442.95 3.78

Ⅱ 118.13 590.63 23.63 3 342.38 1

 

表 2    侵彻弹体的物理特征

Table 2    Physical characteristics of the penetrating projectiles

结构 材料 密度/(kg·m−3) 杨氏模量/GPa 泊松比 质量/kg

壳体 45钢 7 816.7 209.5 0.269 33.27

尾盖 铝合金 2 700 70 0.33 0.54

模拟装药 细沙&石蜡 1 900 1 0.3 2.10

 

Signal recorder

Hammer
Accelerometer

Sample rod

Rubber band

Computer

图 2    试验模态分析环境

Fig. 2    Configuration of test modal analysis

 

(a) Calibrator (b) Projectile Ⅱ

图 3    校准件与弹体的测前状态

Fig. 3    Calibrator and projectile before testing

     第 46 卷 陈柏翰，等： 侵彻弹体的拉压模态与振动特性 第 9 期    

093302-5



在正式试验时，加速度计通过五向测座与校准件或弹体连接。利用松软的橡皮绳将校准件和弹体

分别悬垂于挂弹架上，保持自由状态。对于校准件，锤击其远离加速度计的端面；对于弹体，则锤击其头

部平台。传感器的安装有 2种模式：平行或垂直于弹体轴线，试验中先后采取了这 2种安装方式，以综合

评价弹体的轴向和径向振动特性。安装传感器后，弹体在测试中的状态如图 4所示。

每次试验均获取了 J 组锤击-响应信号（J＞50），并用于求解频率响应函数（frequency response
function，FRF）和前三阶拉压模态。具体地，对测得锤击-响应信号施加长度为 2 s 的力窗，确保窗沿处的

压力和加速度信号均接近零。进一步对信号进行快速傅里叶变换（fast Fourier transform，FFT），获得压力

频域信号 F(f)和加速度频域信号 ak(f)，并获得单点、单次测试的 FRF：

Hak j F j
( f ) =

Gak j F j
( f )

GF j F j
( f )
=

ak j( f )F∗j ( f )
F j( f )F∗j ( f )

k = 1,2,3,4,5; j = 1,2, · · · , J (13)

式中：下标 k 代表测点的空间位置，下标 j 代表测量的次序，“*”代表共轭。为减小干扰，对多次测量获

得的 FRF做平均处理：

Hak F( f ) =
1
J

J∑
j=1

Hak j F j
( f ) k = 1,2,3,4,5 (14)

令 ω=2πf，将 FRF改写为复变函数形式，并依据 Prony方法[35-36] 对指定频率范围的 FRF进行拟合，得

到式 (15)所示的最佳表达：

Hak F(ω) =C1+

N∑
n=1

nRak F

iω− sn
+

nR∗ak F

iω− s∗n
+

C2

iω
+

C3

(iω)2 (15)

nRak F式中：C1、C2、C3 为常数，i 为虚数单位，下标 n 代表模态阶数，    为 n 阶模态在测点 k 处的留数，sn 为

的 n 阶模态极点。最终可得试验模态分析获得的 n 阶特征频率exp fn、阻尼比expξn 和振型expφn：

exp f n =
Im(sn)

2π
, expξn = −

Re(sn)
|sn|

, expφn =
[

nRa1 F , nRa2 F , nRa3 F , nRa4 F , nRa5 F

]T (16)

在前三阶拉压模态特征频率范围内对 FRF 进行拟合，并识别突出模态。最终筛选出阻尼比低、单

根且留数相位接近 0°或 180°的模态，并与理论和仿真获得的前三阶拉压模态对比。

 2.3    仿真模态分析

仿真模态分析使用商业有限元模态分析软件进行。弹体的几何特征和物理特征分别如表 1～2 所

示。校准件网格类型为六面体，弹体网格类型为四面体。经鲁棒性检验，最终选择网格大小为 4 mm。

校准件和弹体的网格状态如图 5所示。

校准件和弹体保持自由，均不施加边界条件，弹体、壳体和尾盖均采用绑定接触。设置初步仿真不

装药，后续仿真装药进行对比。最终筛选以轴向拉压变形为主、径向变形对称的模态，并与理论及试验

获得的前三阶拉压模态对比。

 

(a) Parallel to the axis (b) Perpendicular to the axis

图 4    传感器安装方式不同的工况下弹体的测试状态

Fig. 4    Test status of the projectile under different installation conditions of the sensor
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 3    模态分析结果

 3.1    杨氏模量校准

为提高后续特征频率分析的准确性，首先对校准件进行试验模态分析，获取校准后的 45 钢的杨氏

模量。采集的典型校准件锤击-响应信号及其 FRF幅值曲线如图 6所示。

从多次测量获取的平均 FRF 曲线中提取校准件的前三阶拉压模态，并在仿真中通过调整 45 钢的杨

氏模量获得尽可能与试验接近的特征频率。试验获取、并通过仿真拟合得到的最佳杨氏模量为 209.5 GPa。
此外，校准件为均匀圆柱筒，式 (1) 所示的等截面杆理论也有一定适用性。因此，将试验、仿真和理论给

出的前三阶特征频率一并列出进行对比并计算相对误差，如表 3所示。

 

(a) Calibrator (b) Projectile Ⅰ

z x

y

z x

y

图 5    仿真中校准件和弹体的网格状态

Fig. 5    Mesh statuses of a calibrator and a projectile in simulation
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(a) Impulse-response signals (b) Corresponding FRF amplitude curves

图 6    校准件试验结果

Fig. 6    Test results of the calibrator

 

表 3    不同方法得到的校准件前三阶拉压特征频率

Table 3    The first three order tensile-compressive characteristic frequencies
of the calibrator obtained by different methods

模态阶数
特征频率/kHz

仿真-试验相对误差/% 理论-试验相对误差/%
试验 仿真 理论

一 4.371 4.371 4.383 0 0.3

二 8.652 8.649 8.765 0.03 1.3

三 12.528 12.574 13.148 0.4 5.0
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仿真得到的校准件前三阶拉压模态振型如图 7 所示，其中着色代表无量纲的整体位移|Δu|。表 3 结

果表明，试验和仿真结果的对应性较好，而校准件的二阶、三阶特征频率与一维等截面杆理论的预测值

差距较大。结合图 7 分析，在轴向位移之外，校准件的二阶、三阶模态均存在较大幅度的径向位移，且模

态阶数越高，径向位移的相对幅度越大。一维等截面杆理论忽略了径向位移对振型的贡献，导致其高阶

模态预测不准确。

 3.2    弹体（不装药）模态分析

对不装药的弹体，试验采集的典型锤击-响应信号如图 8 所示。经过多次测量（次数＞50）后得到的

弹体Ⅰ和弹体Ⅱ的平均 FRF幅值曲线如图 9所示。

图 8 表明，锤击的压力时程仍表现为瞬态单峰。然而，相对于校准件响应信号，弹体响应信号的衰

减更快，弹体结构回归稳态也更快，表现出因截面非均匀变化而产生的结构性阻尼。此外，图 9 中各阶

模态所占频宽也大于图 8 中的模态频宽，进一步证明了结构性阻尼的存在。图 9 也表明，对同一种弹体，

非节点位置的测点均能提供一致的特征频率和不同的响应幅值。弹体的一阶拉压模态约为 5 kHz，此
处各测点的径向振幅均远小于轴向振幅，因此从径向测试中获取弹体的一阶振型较为困难。同时，弹体

的二、三阶拉压模态在 10～15 kHz 范围内，此处各测点的轴向和径向振幅均较大，但存在模态间的耦

合。因此，不能直接从 FRF 峰值读出特征频率和振型，而应通过拟合 FRF、导出极点和留数的方式获取

模态。

在利用 Prony 方法获取试验模态后，进一步基于表 1～2 所示的弹体几何物理特征进行了理论和仿

真分析，得到弹体Ⅰ和弹体Ⅱ的前三阶拉压特征频率如表 4所示。

 

|Δu|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) First order (b) Second order (c) Third order

图 7    仿真得到的校准件前三阶拉压模态振型

Fig. 7    The first three order tensile-compressive mode vibration characteristics of the calibrator obtained by simulation
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(a) Projectile Ⅰ, accelerometer parallel to the axis (b) Projectile Ⅱ, accelerometer perpendicular to the axis

图 8    弹体的典型锤击-响应信号

Fig. 8    Typical impulse-response signals of projectiles
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表 4 结果表明，试验中不同方向获取的特征频率略有偏差（最大为 0.59%），为测座连接方式和传感

器的附加质量导致。取轴向和径向特征频率的平均值作为试验获取的最终特征频率，并将其与理论、仿

真结果进行比较，计算相对误差，如图 10所示。

图 10 表明，3 种理论在预测特征频率时均具有“低阶偏低、高阶偏高”的偏差趋势，且综合表现上

MH 杆理论优于经典变截面杆理论，等截面杆理论最差。变截面杆理论之间的差异不大，而等截面杆与

变截面杆理论有显著差别。弹体的变截面特性显著影响其低阶特征频率，忽视这一特性将导致特征频

率误差接近 15%。仿真获得的特征频率则相较于试验值统一偏低，具体原因需结合振型说明。
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图 9    试验中弹体的 FRF幅值曲线（不装药）

Fig. 9    FRF amplitude curves obtained from projectiles in test (charge-hollow)

 

表 4    不同方法得到的弹体前三阶拉压特征频率（不装药）

Table 4    The first three order tensile-compressive characteristic frequencies of the projectiles
obtained by different methods (charge-hollow)

弹体 模态阶数
特征频率/kHz

等截面杆理论 经典变截面杆理论 MH理论 仿真 试验（轴向） 试验（径向）

Ⅰ

一 4.383 4.846 4.838 4.808 4.930 4.924

二 8.765 9.980 9.905 9.712 9.827 9.864

三 13.148 14.737 14.501 13.903 14.042 13.996

Ⅱ

一 4.383 4.827 4.818 4.752 4.751 4.779

二 8.765 10.248 10.166 9.963 10.127 10.181

三 13.148 14.245 14.041 13.379 13.522 13.540
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在振型对比上，首先从 3 种理论中导出各阶

振型对应的弹体外轮廓变形，将其归一化后进行

比较，如图 11 所示。值得注意的是，图 11(a)、(c)
中经典变截面杆理论和 MH 理论的轴向振型曲

线基本重合：这两种变截面杆模型以类似的方式

描述弹体的轴向变截面特性。此外，与特征频率

的情况类似，等截面杆与变截面杆模型间再次出

现了较大差异，且模态阶数越高，两者的差异越

大。最后，图 11(b)、(d) 还表明，等截面杆理论和

经典变截面杆理论的径向振型均为零，而这是由

两者对截面径向变形的忽视导致的。综合来看，MH 杆模型能展示弹体的变截面效应，并可同时预测弹

体轴向、径向振型，是 3种理论模型中最完善的模型。

仿真预测的振型如图 12 所示，弹体局部发生了非平面位移，且阶数越高，位移越显著。杆理论假设

杆沿轴截面不发生非平面变化，但弹体为三维实体，其局部变形模式使得弹体变形能降低，结构更易与

低频振动耦合。对局部变形模式的忽略将导致理论预测的特征频率偏高，而对局部变形模式的高估将

导致仿真预测的特征频率偏低。

将 MH 杆理论模型、仿真和试验导出的弹体振型（由测点位移构成）进行比较，如图 13 所示。其中，

振型无量纲，每种方法均对应一个轴向和径向位移统一适用的振型缩放因子。
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图 10    理论、仿真与试验获取的特征频率的偏差（不装药）

Fig. 10    Deviation of characteristic frequencies obtained
from theory, simulation and test (charge-hollow)
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图 11    弹体前三阶拉压振型理论预测（不装药）

Fig. 11    Theoretical prediction of the first three order tensile-compressive mode vibration
characteristics of the projectile (charge-hollow)
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图 13 表明，试验获取的轴向振型与理论和仿真符合较好，且阶数越低，不同方法间的一致性越好。

试验获取的径向振型与理论和仿真的预测趋势基本一致，但振幅差距较大：仿真预测的振幅明显偏大，

MH 杆模型的振幅居中，但仍大于试验结果导出的振幅。上述现象表明，弹体低阶拉压模态以轴向变形

为主，3 种方法均能给出较准确的预测结果。弹体拉压模态中存在不可忽略的径向变形，试验中可能因

传感器本身灵敏度不够、胶粘连接不当等因素而测得偏小的振幅，理论和仿真中也存在因局部变形模式

估计不当导致的振幅偏差，但不同方法获取的振型整体趋势一致，仍表明了弹体拉压模态的存在性和

3种方法的有效性。
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图 12    仿真预测的弹体前三阶拉压模态振型（剖视图，不装药）

Fig. 12    Simulation prediction of the first three order tensile-compressive mode vibration
characteristics of the projectiles (cross-section, charge-hollow)
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图 13    理论、仿真和试验获得的弹体前三阶拉压振型（不装药）

Fig. 13    The first three order tensile-compressive vibration characteristics of the projectiles
obtained from theory, simulation and test (charge-hollow)
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图 11、图 13 体现了不同弹体的模态差异：一阶轴向振型中，弹体Ⅰ弹头处的变形量与弹尾接近，而

弹体Ⅱ弹头处的变形量较弹尾处更小；二阶轴向振型中，弹体Ⅰ弹尾、弹身中部和弹头处的变形量接近，

而弹体Ⅱ弹尾、弹身中部的变形量小于弹头处。上述现象由内腔结构导致：弹体Ⅰ的内腔更细长均匀，

其轴向刚度分布更接近等截面杆，因此其模态也近似于等截面杆；弹体Ⅱ的内腔短粗且集中，其变截面

特性更突出，弹头处的刚度显著偏大，导致其低阶模态更偏离等截面杆的结果。下文将进一步说明模态

差异导致的振动特性差异。

 3.3    弹体（装药）模态分析

对于装药弹体，试验采集的典型锤击-响应信号与图 8 类似。经过多次测量（次数＞50）后得到的弹

体平均 FRF幅值曲线如图 14所示。

对比图 14 与图 9 发现：轴向测试获取的装药弹体一阶拉压频率降低，且带宽变宽；二、三阶拉压频

率位置基本不变，但仍存在不同模态间的杂糅；径向测试中装药弹体的一阶特征已被噪声淹没，无法识

别，而二、三阶模态仍有较清晰峰值，可进行解耦分析。进一步提取了装药弹体的前三阶拉压模态。在

导出试验模态数据中，阻尼的变化尤为显著。将装药状态下弹体的各阶阻尼比与不装药状态下进行对

比，其结果如图 15所示。

图 15 表明，模态阶数越低，其阻尼比越高。装药导致弹体Ⅰ的阻尼显著升高，弹体Ⅱ的阻尼也略有

升高。进一步将试验获得的前三阶特征频率列出，将其与理论和仿真的预测值进行对比，如表 5所示。

表 5 表明，试验中不同方向获取的二、三阶特征频率略有偏差（最大为 0.83%），仍较为接近。列出

理论、仿真以及不装药时的试验获得的特征频率与装药时的试验特征频率的相对偏差，如图 16 所示。
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图 14    试验获得的弹体 FRF幅值曲线（装药）

Fig. 14    FRF amplitude curves of projectiles obtained from test (charge-loaded)
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等截面杆模型再次表现出最大误差，而 2 种变截面杆理论模型的预测结果相近，总误差上 MH 杆略优，

与试验值的偏差在±4% 以内。仿真获得的特征频率较试验值均偏低。值得注意的是，理论和仿真分析

中均假设装药外表面与壳体内腔固定接触，而实际连接关系更为复杂。对壳体-装药接触关系的不准确

估计是导致建模与实际出现偏差的重要原因。理论获取的各阶模态振型与图 11类似，不再列出。

然而，仿真中前三阶拉压模态的振型以及

拉压模态在所有模态中的位置均发生了较大变

化，如图 17～18 所示。图 17 表明：对于一阶模

态，装药导致特征频率降低；对于二、三阶模态，

装药对特征频率的影响甚微。该现象的具体原

因需结合振型说明。此外，在壳体展现低阶模态

时，装药已进入高阶变形模式，随着整体拉压模

态阶数的升高，装药模态的复杂程度也大幅升

高，在装药发生大变形的同时，壳体的变形反而

不显著。图 18 表明：在不考虑装药时，弹体的模

态类型较简单，拉压模态易于获取；在考虑装药后，模态随频率的升高分布密集，整体拉压模态寻找困

难，其真实性也存疑。

提取 MH 理论和仿真中各阶振型对应的弹体外轮廓变形，并与试验获得的振型（由测点位移构成）

进行比较，如图 19 所示。试验获取的轴向振型仍与理论和仿真符合较好。对于径向振型，仿真预测的

振幅明显偏大，且二、三阶模态出现不符实际的多次弯折，因此可信度较低。而 MH 理论预测的二阶径

向振幅与试验值较接近，但三阶径向振幅的预测值仍偏大。上述现象表明，MH 理论对于装药弹体振型

仍具有一定的预测能力，可用于装药弹体的初步模态分析。
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图 15    试验获得的弹体各阶拉压模态阻尼比

Fig. 15    Damping ratio of each order tensile-compressive mode of the projectiles obtained from test
 

表 5    不同方法得到的弹体前三阶拉压特征频率（装药）

Table 5    The first three order tensile-compressive characteristic frequencies of the
projectiles with different methods (charge-loaded)

弹体 模态阶数
特征频率/kHz

等截面杆理论 经典变截面杆理论 MH理论 仿真 试验（轴向） 试验（径向）

Ⅰ

一 4.383 4.744 4.736 4.635 4.725

二 8.765 9.703 9.635 9.709 9.820 9.903

三 13.148 14.350 14.135 13.567 13.980 14.047

Ⅱ

一 4.383 4.689 4.682 4.499 4.555

二 8.765 9.893 9.820 9.862 10.141 10.212

三 13.148 13.885 13.697 13.342 13.511 13.581
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图 16    理论、仿真与试验获取的特征频率的偏差（装药）

Fig. 16    Deviation of characteristic frequencies obtained from
theory simulation and test (charge-loaded)
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此外，对比图 13 和图 19 可知，试验获取的装药前后的二、三阶振型偏差不大，而一阶轴向振型头尾

出现了“拉平”现象，且一阶径向振型不再可测。结合图 16 展示的装药前后特征频率的变化发现，在

试验模态分析的弱载环境中，装药与壳体在一阶模态上仍表现出一定的接触关系。在二、三阶模态上，

装药与壳体的接触显著减弱。即：在弱载环境中，弹体模态阶数越高，弹-药之间的耦合程度越低。

然而，本研究仍有若干局限性，关于弹-药耦合的结论在实际侵彻场景下的适用性有待考察。首先，

真实装药的弹性力学性质与模拟装药不同（例如，李彦超[17] 通过模态分析测得真实装药的杨氏模量约为

10 GPa，而非模拟装药的 1 GPa）。装药刚度的提升会带来模态耦合特性的改变。此外，真实装药与壳体

的接触关系也与模拟装药对应的情况差异较大，在侵彻环境下的弹-药接触关系也与弱载环境下的差异

较大[2,17]。更贴近实际场景的研究需要在真实装药、施加近似侵彻载荷的条件下进行。
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图 17    仿真预测的弹体前三阶拉压模态振型（装药，剖视图）

Fig. 17    Simulation prediction of the first three order tensile-compressive mode vibration characteristics
of the projectiles (cross-section, charge-loaded)
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for first three order tensile-compressive modes)
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 4    侵彻弹体振动特性

本节选取的算例为：弹体以 600～1 000 m/s 的初速度正侵彻 40 MPa 的半无限混凝土靶或厚度为

10 cm、间距为 1.5 m 的五层混凝土薄靶。为保证弹体不出现整体的塑性响应，依据陈小伟[37] 提出的计

算方法，要求壳体材料屈服强度大于 800 MPa，因此，需要将弹体的壳体材料替换为高强钢，而其他材料

性质仍如表 2 所示。构建变截面杆模型后，利用刚体动力学模型实时分析弹靶接触状态、计算弹体的受

力和运动[32]，最终可基于模态对弹体振动特性进行推演。

考虑到 MH 杆模型在理论模型中表现较优，且具有施加径向载荷的可能，因此选取 MH 杆模型模拟

变截面杆。弹体的受力模型采用空腔膨胀模型，其参数与 Li 等[38] 的取值一致，薄靶情况下还考虑了冲

塞修正[39]。

 4.1    载荷特性

弹体Ⅰ和弹体Ⅱ的质量和外形相同，将其视为刚体时，其所受载荷的时程相同，刚体减速度也相

同。分别以 600、800 和 1 000 m/s 的初速度侵彻半无限混凝土靶和 5 层薄靶，其刚体减速度时程和对应

的 FFT 频谱如图 20 所示。过载时程表明，弹体侵彻半无限靶时其承受载荷的变化缓慢，而侵彻多层薄

靶时的载荷具有“骤升 -骤降”的特点。频谱表明，侵彻半无限靶和侵彻多层薄靶的载荷主频均在

4 kHz 以下，4 kHz 以上的载荷成分均逐渐趋于零。因此，对于典型工况，载荷主频通常小于弹体的一阶

特征频率，这也表明弹体低阶模态对其瞬态响应起关键作用。
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图 19    理论、仿真和试验给出的装药弹体前三阶拉压振型

Fig. 19    The first three order tensile-compressive vibration characteristics of the projectile
obtained from theory, simulation and test (charge-loaded).
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 4.2    应变特性

由于载荷主频小于弹体一阶频率，可以证明，式 (12)中的振型坐标 qn(t)的大小与 (fn)3 呈反比，可得：

|q1(t)|＞ |q2(t)|＞ |q3(t)|＞ · · ·＞ |qn(t)|， n＞3 (17)

轴向应变 ε和径向应变 ψ可表示为：

ε(x, t) =
∂u(x, t)
∂x

， ψ(x, t) =
v(x, t)
R(x)

(18)

由式 (6)、式 (17)～(18) 可知，φ1q1(t) 为 u(t) 的主要成分，因此，轴向应变的主要成分为 φ1q1(t)，而
φ1 表现为两端为 0，中部偏弹头处有极值。因此，弹体轴向应变的极值位置也应位于弹身前部，轴向应变

的分布主要表现为弹体一阶轴向模态导数的涨落。同理，径向应变的主导项也应为模态的一阶成分。

然而，考虑到振型的径向幅值随阶数的增高而增大，高阶项对径向应变分布的影响也更大。

当弹体的初速度为 800 m/s 时，以弹体Ⅰ为例，计算得到侵彻 2 种靶板的典型时刻弹体各截面的轴

向、径向应变，如图 21 所示，印证了弹体一阶轴向模态导数涨落模式的存在，而深侵彻时的载荷分布比

薄靶侵彻时更复杂，其轴向应变的头部响应与该模式存在偏离。此外，径向应变的幅值低于轴向应变，

但仍处于同一量级，与低阶模态振型的情况一致。然而，径向应变类似于一阶和二阶径向振型的组合，

表明其受高阶模态的影响更大。
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图 20    弹体以不同初速度侵彻靶板时的刚体减速度时程和对应 FFT频谱

Fig. 20    Rigid body deceleration time histories and FFT spectra of the projectiles penetrating targets
at different initial velocities
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 4.3    过载特性

由式 (9)，弹体各截面相对质心的加速度分布 ar(t)为：

ar(t) =
∂2u(t)
∂t2

=

N∑
n=1

φn
∂2qn(t)
∂t2

(19)

φ1
∂2q1(t)
∂t2

由于振型坐标 qn(t) 的大小与 (fn)3 呈反比，简单计算可知 ar(t) 的幅值与 fn 呈反比。因此，ar(t) 的主要

成分为    ，其安定点位于弹体一阶模态的轴向节点附近。由于 ar(t) 的收敛比 u(t) 更慢、高阶项对

ar(t)的贡献更多，安定点处也无法保证没有震荡产生。

此外，弹体各截面所受的总过载为：

a(t) = ar(t)+ a0(t) (20)

式中：a0(t)为图 20所示的刚体减速度。由于各截面均匀分布，过载的安定点也位于弹体一阶模态的轴向

节点附近。过载的震荡主要由 ar(t) 体现，它的均值为 0，主频较高，易对引信和装药造成负面影响 [1]。

ar(t)相对于 0的偏离越大，对结构越有害。因此，定义过载的“震荡指数”为：

Int [ar(t)] ≜
1
T

w T

0
a2
r (t)dt (21)

式中：T 为侵彻总时间。震荡指数越大，则 ar(t) 的平均幅值越大。当初速度为 800 m/s 时，以弹体Ⅰ、弹

体Ⅱ侵彻混凝土为例，计算得到的弹体截面所受过载极值和震荡指数的空间分布如图 22所示（弹尖部分

因过载值过大而没有绘出）。

图 22 表明，弹体的过载极值分布具有以一阶模态轴向节点（距离尾部 0.26～0.27 m 处）为中心的平

台段，而震荡指数更直观地体现了该节点附近的最小震荡特性，由此印证了弹体过载安定点位于弹体一

阶模态的轴向节点附近的初步结论。此外，图 22还体现了弹体Ⅰ和弹体Ⅱ的振动特性差异。

(1) 时，弹体Ⅰ中部、头部的振动较弹体Ⅱ偏大，而弹体Ⅰ尾部的振动较弹体Ⅱ偏小。考虑到侵彻半

无限靶时弹体的一阶模态占主导地位，可依据弹体的一阶模态特性进行分析：一方面，弹体Ⅰ的一阶特

征频率较弹体Ⅱ偏高，侵彻载荷主频与之的差值更大，因此其一阶模态的响应幅值更低；另一方面，弹体Ⅰ

的振型中头部、中部的相对变形量偏大，因此其头部、中部的一阶模态的响应幅值较弹体Ⅱ更高。2 种

效应的综合作用下形成了弹体的振动差异。

(2) 在多层薄靶侵彻中，弹体Ⅰ的各部位振动较弹体Ⅱ显著偏大。考虑到多层薄靶侵彻中弹体的

一、二阶模态均占一定成分，而一阶模态特性与侵彻半无限靶时相似，因此，需对弹体的二阶模态特性进

行着重分析：一方面，弹体Ⅰ的二阶特征频率较弹体Ⅱ偏低，侵彻载荷主频与之的差值更小，导致其二阶
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图 21    弹体Ⅰ以 800 m/s初速度侵彻靶板后典型时刻的各截面轴向和径向应变

Fig. 21    Axial and radial strains at typical moments after a projectile Ⅰ penetrating
the targets at an initial velocity of 800 m/s
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响应幅值更高；另一方面，弹体Ⅰ振型的尾部、中部的相对变形量偏大，导致其二阶响应幅值进一步偏

高。2种效应的共同作用导致了弹体Ⅰ在多层靶侵彻中的振动幅值更大。

综合来看，在正侵彻情况下，弹体Ⅱ的抗振能力优于弹体Ⅰ。一方面，弹体Ⅱ更强的变截面效应导

致其二阶特征频率偏高、各部分振动的独立性增强。另一方面，弹体Ⅰ更长的内腔将导致装药结构跨越

低阶模态节点，各处的应力应变状态差异显著，从而损害装药安定性。

 5    结论与展望

本文以弹体正侵彻时的振动响应为研究背景，通过引入变截面杆模型发展了弹体模态分析理论，并

利用试验、理论和仿真方法分析了弹体的低阶拉压模态，最后基于模态方法导出了弹体的振动特性，为

弹引系统的过载特性研究和装药安定性研究提供了更符合实际的输入。得到的基本结论如下。

(1) 在广泛的侵彻工况下，侵彻载荷主频低于弹体的一阶拉压特征频率。弹体的低阶模态决定其振

动特性。

(2) 轴向拉压主导弹体低阶拉压振型。随着阶数升高，振型的径向位移越来越显著。等截面杆理论

在特征频率和振型预测上与试验和仿真的偏差均较大。与之相反，MH 理论和试验、仿真方法在弹体低

阶拉压模态的特征频率上相互印证，偏差不超过 4%。试验、MH 理论和仿真方法在轴向振型上一致性

好，在径向振型上趋势一致但存在幅值偏差。总体上，相较于等截面杆理论，MH 理论更适合描述弹体模

态和振动特性。

(3) 在实验室条件下，装药将导致弹体结构的阻尼增加，弹体模态阶数越高，弹-药之间的耦合程度越

低。但因为模拟装药与真实装药的差异，以及强载下弹-药接触关系的复杂化，该结论在侵彻条件下的适
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图 22    弹体以 800 m/s初速度侵彻不同靶板后各截面的过载极值和震荡指数

Fig. 22    Overload peak and vibration index of each section after the projectiles penetrating different targets
at an initial velocity of 800 m/s
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用性还有待探究。

(4) 侵彻过程中，弹体各截面变形以轴向压缩为主，但仍存在不可忽视的径向应变。轴向应变大体

表现为弹体一阶轴向模态导数的涨落，而径向应变类似于一阶和二阶径向振型的组合。弹体一阶拉压

模态振型节点附近为安定区域，此处弹体过载震荡幅度最小。

(5) 弹体的内腔构型显著影响其模态和振动特性：内腔均匀、细长的弹体更近似于等截面杆，而内腔

短粗、集中的弹体的变截面效应更突出。在正侵彻条件下，后者各处的振动幅值普遍偏小，且装药受力

状态更统一，在抗振意义上是一种更好的结构。

然而，本研究仍是在弹性小变形条件下进行的。材料本构和弹靶接触力均被简化，而实际弹体的装

药也由多类材料构成。关于弹体内腔构型的讨论也仅在 2 种弹体上进行，缺少更多实例。一方面，需结

合侵彻试验中的引信信号，解耦其中的弹体结构响应成分，从而检验变截面杆模型的适用性；另一方面，

需借鉴动态子结构[33] 等方法进行塑性修正，使建模更贴近真实侵彻环境。在装药方面，还需更换装药材

料，以在普遍材料范围内探究装药和弹体的耦合关系。在内腔构型方面，还需在更多构型、更多侵彻工

况下对结论进行检验，以确认上述设计准则的适用范围。
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