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基于控制向量参数化的临近空间飞行器轨迹优化

王远卓，代洪华*，岳晓奎
(西北工业大学 航天学院，西安 710072)

摘　　　要：针对计算制导场景下临近空间飞行器的在线轨迹优化问题，提出了一种基于实际

动力学方程控制向量参数化的轨迹优化方法。通过翻转 Radau 伪谱离散非线性动力学方程，建立了

含初始和终端状态约束的轨迹优化问题。通过参数化控制向量，将各离散点处控制量的优化问题转

化为几个参数向量的优化问题，简化了计算过程，并提升了计算效率。此外，针对参数幅值约束，

融合凸规划技术提出了一种基于控制向量参数化的轨迹优化方法。考虑到中制导任务对终端飞行时

间不敏感，将优化问题的自变量从时间转换为航程，进一步缩短了计算时间。仿真结果表明，所提

方法能够有效满足计算制导中高精度高效率轨迹优化的任务需求。
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随着科学技术的迅猛发展，平台体系正加速迈

向机械化、信息化与智能化深度融合的崭新阶段。

未来，主战平台的战略定位、技术形态以及作战运

用模式将迎来革命性的变革[1]。在进攻型空战场景

下，有人 /无人异构协同战斗机群需要建立区域制

空，保护编队后方的战略/战术轰炸机实现载荷（临

近空间飞行器）投放并精确打击高价值目标 [2]。本

文聚焦于临近空间滑翔飞行器的制导律研究，致力

于为其飞行性能与攻击精度的提升提供坚实的理

论支撑与创新的技术方案。

临近空间滑翔飞行器具有飞行速度快、突防能

力强、航程远、气动特性复杂等特点 [3]。围绕突防

环境下飞行器的制导与轨迹规划，闫循良等 [4] 系统

梳理了现有轨迹规划方法，并深入分析了不同方法

的优缺点。围绕多临近空间飞行器“探测-打击-评

估”协同任务需求，刘哲等 [5] 实现了时间协同约束

下的轨迹规划任务。在助推及滑翔段分别以俯仰

角及攻角为控制量，An等[6] 提出了一种面向临近空

间飞行器弹道设计与优化的框架，并讨论了设计与

优化结果之间的差异。在协同制导框架下，Yu等[7]

提出了一种融合多飞行约束的高超声速滑翔飞行

器协同制导策略。

临近空间飞行器的初、末制导律一般分别采用

比较成熟的方案制导与比例制导。中制导律的研

究方案如下：基于自适应动态规划的中制导律 [8]、

基于在线轨迹优化的中制导律 [9]、基于微分对策的

中制导律 [10]、数据驱动的中制导律 [11]、基于启发式

方法的中制导律 [12]。未来的中制导任务将面临更

高的需求：不仅需要精确控制飞行器的终端位置，

还需控制终端速度的大小和方向。这要求制导系

统必须通过法向与侧向过载 2个控制量实现 6个

状态的精确控制。在机载计算资源受限的约束

下，针对该典型欠驱动制导问题 [13]，飞行器一般通

过在线解算轨迹优化问题实现各终端状态的精确

控制 [14]。因此，本文主要研究中制导的在线轨迹优

化方法。
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近年来，许多学者对各种轨迹优化方法进行了

系统的综述，并深入分析了它们的优缺点 [15-16]。轨

迹优化方法主要分为直接法与间接法 [17]。间接法

基于最优控制理论中的哈密尔顿函数和一阶必要

条件，构建两点边值问题，并通过解算该问题实现

轨迹优化的目标 [18]。基于间接打靶轨迹优化架构，

刘宇航等 [19] 融合人工智能机器学习技术实现了深

空探测的高精度高效率轨迹优化。Nurre和 Taheri[20]

提出了一种改进的间接优化方法，用于生成固定时

间下燃料最优的日心轨迹。间接轨迹优化方法具

有解算精度高、满足一阶必要条件等优点，但是存

在收敛半径小与计算效率低等缺点 [21]。与间接法

不同的是，直接法首先将动力学方程离散化，而后

通过非线性规划方法解算 [22]。面向大气层边缘高

超声速飞行器补能-跳跃滑翔飞行，雍恩米等 [23] 基

于 Gauss伪谱实现了分段轨迹设计。赵吉松等 [24]

融合配点法实现了临近空间飞行器助推-滑翔段的

最优轨迹设计，并分析了典型参数的敏感性。尽管

上述直接轨迹优化方法能够获得精确的数值解，但

通常依赖于离线计算，难以满足轨迹优化问题在线

解算的实时性需求。

Lu将轨迹优化的在线解算问题定义为计算制

导问题 [14,25]。近 20年来，出现了 3种在线解算方

法：模型预测控制（model predictive control，MPC）、
凸规划与模型预测静态规划（model predictive static
programming，MPSP）[26]。MPC广泛应用于航空航

天制导控制领域，是一种基于系统模型的先进控制

策略，通过在每个控制周期内预测系统的未来行

为，优化控制输入保证预测输出满足约束条件并最

小化性能指标，从而实现对复杂动力学系统的精确

控制。Patel和 Subbarao[27] 融合可达性分析与 MPC，
保证了干扰和不确定条件下高超声速飞行器再入

过程的安全性。面向控制能力更强的带襟翼火星

登陆器，Engel等[28] 融合 MPC提升了终端状态的控

制精度。Açıkmeşe及其团队成员对凸规划理论的

发展做出了巨大贡献 [29]。该方法借助梯度下降快

速收敛到全局最优解，是一种广泛使用的轨迹优化

方法。通过凸规划技术，Hayner等[30] 成功实现了视

线约束下六自由度无人机轨迹优化问题的快速精

确解算。针对小行星着陆任务，Ma等 [31] 将深度神

经网络与序列凸规划相结合，巧妙消除了雅可比矩

阵复杂的计算过程，提出了一种基于机器学习的轨

迹优化方法。Benedikter等[32] 基于虚拟控制量与自

适应信赖域，依托融合无损凸化和序列凸化技术，

构建了一种适用于火箭上升段的高效凸规划轨迹

优化架构。针对临近空间飞行器在线制导问题，

Wang和 Grant[33] 基于现有序列凸规划技术，通过二

次规划方法设计最优反馈制导律，实现了参考轨迹

的精确跟踪。

Padhi及其团队成员提出了基于偏差动力学方

程的 MPSP方法 [26]。基于参数化后的控制向量 ，

Dwivedi等[34] 提出了一种模型预测扩展控制（model
predictive spread control，MPSC）方法。基于无迹MPSP
方法，张永华等[35] 提出了一种风场干扰下用于火箭

着陆的鲁棒制导方法。融合谱形式的控制量与小

维权重矩阵，谭一廷等[36] 针对防空反导导弹的中制

导律设计，提出了一种广义准谱 MPSP方法。基于

临近空间滑翔飞行器俯仰力矩瞬时平衡假设，Ma等[37]

将这一动力学条件转化为路径约束，进而提出了一

种考虑俯仰运动准静态假设的快速 MPSP轨迹优

化方法。对于临近空间飞行器快速轨迹优化，Wang
和 Dai[9] 基于信赖域约束提出了一种融合翻转 Radau
伪谱法（flipped Radau pseudospectral method，FRPM）

的改进 MPSP方法。2019年，Pan等 [11] 证明了上述

MPSP方法是一种基于实际动力学方程的牛顿类轨

迹优化方法。MPSP方法采用解析递推架构，无需

借助非线性规划方法，即可实现轨迹优化问题的快

速准确解算。然而，该方法的计算时间受到离散点

数量的影响。如果离散点数量不足，可能导致终端

状态误差较大，从而影响优化结果的准确性。

受上述 MPSP方法启发，笔者提出了基于实际

动力学方程控制历史直接更新的准谱轨迹优化方

法 （quasi-spectral  trajectory  optimization  method  via
direct  control  history  update，QS-DCHU）[38]。受上述

MPSC与 DCHU方法启发，本文进一步提出了一种

面向计算制导基于实际动力学方程控制向量参数

化的临近空间飞行器轨迹优化方法（direct control
history update with spread control，DCHU-SC）。本文

的创新点主要归纳为以下 2点：

1） 通过参数化控制向量，将各离散点处的控制

量优化问题转化为参数优化问题，降低了问题的复

杂度，并提升了计算效率。此外，与大多数航空航

天轨迹优化问题类似，临近空间飞行器的中制导任

务对终端飞行时间并不敏感。因此，本文将以时间

为自变量的轨迹优化问题转化为以航程为自变量

的优化问题，使状态量的个数从 6个降低至 5个，

有效降低了欠驱动程度，进一步提升了优化效率。

该方法具有解析递推架构，易转化为 C++程序，符

合工程实践需求。因此，面向计算制导，本文方法

能够同时满足实时性和精确性的需求。

2） 针对现有方法未能充分考虑参数幅值约束

的局限，本文通过融合凸规划技术提出了一种基于
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参数化控制向量的轨迹优化方法，进一步改善了方

法的适应性。

 1　飞行器任务场景与动力学模型

本节首先建立了临近空间飞行器的任务场景，

而后建立了以时间为自变量的动力学模型。针对

以时间为自变量的轨迹优化问题存在终端飞行时

间难以确定、可能无可行解的局限性，建立了以航

程为自变量的动力学模型，降低了轨迹优化问题的

复杂度，得到更加贴合工程实践的轨迹优化方法。

 1.1　临近空间飞行器任务场景

未来高价值目标打击任务中，首先需要有人/无
人战斗机群建立进攻型区域制空。在此基础上，编

队后方的轰炸机群发射临近空间飞行器实现对目

标的精确打击，其任务场景如图 1所示。
  

50 km
17 km

面向中制导的在线轨迹优化

15 km

图 1    飞行任务场景

Fig. 1    Flight task scenario
 

 1.2　以时间/航程为自变量的动力学模型

飞行器以时间为自变量的动力学模型为[39]

v̇ = g (nx − sinγ)

γ̇ =
g
v

(
ny− cosγ

)
ψ̇ = − gnz

vcosγ
ṙx = vcosγcosψ
ṙy = vsinγ
ṙz = −vcosγ sinψ

（1）

ψ

ψ

式中：6个状态量 v、γ、 、rx、ry、rz 分别为速度、航

迹角、航向角、航程、高度、侧向位置；g 为重力加

速度；状态向量 x=[v， γ， ， rx， ry， rz]
T；控制向量 u=

[ny，nz]
T，nx、ny 和 nz 分别为法向过载和侧向过载。

关于动力学模型的参数设定，详见笔者前期的研究

工作[9]。

控制向量选取法向与侧向过载的原因在于：本

文后续提出方法源于现有 MPSP方法，通过符号递

推解确保了快速准确解算。但是，此类方法已被证

明属于一种改进的牛顿类方法。因此，该方法存在

收敛半径小的问题，并且采用线性化近似模型时非

线性程度不宜过高 [11]。为平衡解算效率与现有临

近空间飞行器模型中非线性较高的问题，通过提出

的轨迹优化方法获取虚拟控制量（法向过载与侧向

过载），并反向递推得到实际控制量（攻角与倾侧

角）。反向递推公式详见文献 [38]，3.1节将验证该

思路的可行性及效果。

结合式 (1)，航程为自变量的动力学方程为

dv
drx
=

g (nx − sinγ)
vcosγcosψ

dγ
drx
=

g
(
ny− cosγ

)
v2 cosγcosψ

dψ
drx
= − gnz

v2cos2γcosψ
dry

drx
=

tanγ
cosψ

drz

drx
= − tanψ

（2）

鉴于中段飞行轨迹的高度不一定是单调的，使

用航程作为自变量。考虑到滑翔飞行器实际的任

务需求，中制导段航程可假设单调递增，因此航程

可选取为自变量。

以时间为自变量的轨迹优化问题需要通过法

向与侧向过载 2个控制量实现 6个终端状态的控

制；与之不同的是，以航程为自变量的优化问题只

需控制 5个终端状态。因此，以航程为自变量建立

动力学方程降低了原优化问题的维度，更有利于在

线解算轨迹优化问题[40-41]。

 1.3　轨迹优化问题

首先，轨迹优化问题的性能指标将在 2.2节中

详细给出；然后，该问题需要满足初始状态约束和

固定的终端状态约束；最后，系统动力学约束需严

格遵循式 (1)或式 (2)。

 2　基于控制向量参数化的轨迹优化

基于实际动力学方程，本节提出了一种控制向

量参数化的轨迹优化方法。首先，使用翻转 Radau
伪谱离散动力学方程；然后，通过控制向量参数化

实现了轨迹优化问题的精确高效解算；最后，针对

参数幅值约束，融合凸规划技术实现了轨迹优化问

题的求解。值得注意的是，本节中的推导过程以时

间为自变量。若以航程为自变量，只需将所有公式

中的时间 t 换成航程 rx 即可。

 2.1　翻转 Radau伪谱离散

动力学方程式 (1)简化表达为

ẋ = h (x,u, t) （3）

式中：h为动力学方程向量；x和 u分别为状态和控

制向量；t 为当前时间。

在参考轨迹附近对式 (3)进行一阶泰勒展开[38]：

ẋ ≈ H = href+ href
x

(
x− xref)+ href

u

(
u−uref) （4）

href
x href

u

式中：H为近似的动力学方程；“ ref”表示参考轨

迹； 和 分别表示动力学方程向量对状态和控
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制向量的偏导数。

通过翻转 Radau伪谱离散式 (4)，该过程与笔者

先前研究中的方法类似 ，理论详见文献 [9,38]。

式 (5)～式 (7)给出了该方法中的关键公式。

首先，原时间间隔 t∈[t0，tf]通过归一化被转化

至 τ∈[−1，1]：

τ =
2t

tf− t0
− tf+ t0

tf− t0
（5）

式中：t0 和 tf 分别为给定的初始和终端时间。

然后，基于加权余量法则动力学约束表达为

0 =
N−1∑
i=0

DkidX (τi)−
tf− t0

2
H (dX (τk) ,dU (τk) , τk; t0, tf)

（6）

· · · · · ·
式中：X和 U分别为离散后的状态和控制向量；τi 为

节点 （i=0,1, ,K）； τk 为配点 （k=1,2, ,K）；Dki 为微

分矩阵中的元素，由参考轨迹计算得到。

最后，基于文献 [38]中符号递推的思想，通过

归纳构建了各状态间的映射关系：

[
X0 X1 · · · Xk · · · XK

]T
=

I 0 · · · 0 · · · 0
D10 I D11 I− tf− t0

2
href

x1
· · · D1k I · · · D1K I

...
...

...
...

Dk0 I Dk1 I · · · Dkk I− tf− t0

2
href

xk
· · · DkK I

...
...

...
...

DK0 I DK1 I · · · DKk I · · · DKK I− tf− t0

2
href

xK



−1

X0
tf− t0

2
[
href

1 −href
x1

Xref
1 + href

u1

(
U1−Uref

1

)]
...

tf− t0

2
[
href

k −href
xk

Xref
k + href

uk

(
Uk −Uref

k

)]
...

tf− t0

2
[
href

K −href
xK

Xref
K + href

uK

(
UK −Uref

K

)]


（7）

 2.2　基于符号递推的在线轨迹优化

本节提出了一种面向实际动力学方程具有符

号递推解析架构的准确高效轨迹优化方法。定义

式 (7)动力学方程中的逆矩阵为 P。据此，式 (7)可

进一步整理为

X0

X1

...

Xk

...

XK


=



P00 P01 · · · P0k · · · P0K

P10 P11 · · · P1k · · · P1K

...
...

...
...

Pk0 Pk1 · · · Pkk · · · PkK

...
...

...
...

PK0 PK1 · · · PKk · · · PKK


·



X0
tf− t0

2
(

href
1 − href

x1
Xref

1 + href
u1

(
U1−Uref

1

))
...

tf− t0

2
(

href
k − href

xk
Xref

k + href
uk

(
Uk −Uref

k

))
...

tf− t0

2
(

href
K − href

xK
Xref

K + href
uK

(
UK −Uref

K

))


（8）

式中：Pkk 与式 (7)中逆矩阵的对应元素保持一致。

基于式 (8)，可进一步归纳递推关系：

Xk = Pk0 X0+
tf− t0

2
·

K∑
i=1

Pki

[
href

i − href
xi

Xref
i + href

ui

(
Ui−Uref

i

)]
（9）

通过式 (9)，终端时刻的状态转移方程为

XK = PK0 X0+
tf− t0

2
·

K∑
i=1

PKi

[
href

i − href
xi

Xref
i + href

ui

(
Ui−Uref

i

)]
（10）

面向计算制导，为在线高精度解算轨迹优化问

题，将各离散点处控制向量的优化问题转化为几个

参数向量的优化问题，降低了维度与复杂性，提升

了解算效率。参数化后的控制向量表达为

Ui = pN+1τ
N
i + pNτ

N−1
i + · · ·+ pn+1τ

n
i + · · ·+ p1 （11）

· · ·式中：p为参数矩阵（p=[pN+1    pN         p1]），由 N+1
个待优化的参数列向量组成。

控制历史曲线设计为式 (11)的原因为：多项式

的形式不仅确保了曲线的连续性和光滑性，还为后

续的内环姿态跟踪控制系统提供了良好的基础。

此外，光滑的控制曲线决定了光滑的轨迹曲线，从

而减小了阻力、增加了航程、降低了结构应力，进

一步提升了飞行器的整体性能和可靠性。

为了简化推导，令 N=2：

Ui = aτ2
i + bτi+ c （12）

式中：a、b、c分别对应离散轨迹优化问题中 3个待

优化的参数向量。因此，轨迹优化问题的优化变量

由各离散点处的控制向量转化为 3个参数向量。

式 (12)呈现出典型的抛物线特征，a决定了抛物线

的开口大小及方向；a与 b共同决定了抛物线对称

轴的位置；c决定了初始 0时刻控制量的大小。
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为保证控制曲线的光滑性，二次型离散性能指

标 J 设计为

J =
tf− t0

4
(

aTKa a+ bTKb b+ cTKc c
)

（13）

式中：Ka、Kb 与 Kc 分别为与 3个参数向量对应的惩

罚矩阵。

为证明通过式 (13)进行迭代的收敛性，可将其

改写为

J =
tf− t0

4
[
(aref−da)TKa (aref−da)+ (bref−db)T·

Kb (bref−db)+ (cref−dc)TKc (cref−dc)
]
（14）

式中：“ref”表示参考值；设 j 表示 a、b、c向量中的

某一个分量，dj 表示偏差值，值得注意的是，需要

j 与 dj 异号：

∂J
∂ j

> 0,
∂J
∂d j

< 0→
{

J↘, j↘,d j↗
J↗, j↗,d j↘

（15）

通过式 (15)即可证明轨迹收敛[9]。

J

结合式 (10)中的终端状态转移方程与式 (13)中
的性能指标，增广性能指标 表达为

J =
tf− t0

4
(

aTKa a+ bTKb b+ cTKc c
)
+λT·{

XK − PK0 X0−
tf− t0

2
·

K∑
i=1

PKi

[
href

i − href
xi

Xref
i + href

ui

(
aτ2

i + bτi+ c−Uref
i

)]}
（16）

λ式中： 为拉格朗日乘子向量。

不考虑参数幅值约束，3个参数向量的一阶最

优必要条件为

∂J
∂a
=

tf− t0

2
Ka a− tf− t0

2

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

)T

λ = 0

（17）

∂J
∂b
=

tf− t0

2
Kb b− tf− t0

2

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τi

)T

λ = 0

（18）

∂J
∂c
=

tf− t0

2
Kc c− tf− t0

2

(
K∑

i=1

PKi href
ui

)T

λ = 0

（19）

通过式 (17)～式 (19)，可以得到

a = λK−1
a

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

)T

（20）

b = λK−1
b

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τi

)T

（21）

c = λK−1
c

(
K∑

i=1

PKi href
ui

)T

（22）

结合式 (12)与式 (20)～式 (22)：

Ui=

τ2
i K−1

a

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

)T

+τi K−1
b

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τi

)T

+

K−1
c

(
K∑

i=1

PKi href
ui

)T
λ （23）

借助式 (23)，式 (10)进一步转化为

XK = PK0 X0+
tf− t0

2
·

K∑
i=1

PKihref
i − href

xi
Xref

i + href
ui


τ2

i K−1
a

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

)T

+

τi K−1
b

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τi

)T

+

K−1
c

(
K∑

i=1

PKi href
ui

)T
(λ−Uref

i

)
 （24）

λ而后，通过式 (24)解算符号形式的向量 ：

λ =

 tf− t0

2

K∑
i=1

PKi href
ui

τ2
i K−1

a

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

)T

+

τi K−1
b

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τi

)T

+K−1
c

(
K∑

i=1

PKi href
ui

)T


−1

·

{
XK−PK0 X0−

tf−t0

2

K∑
i=1

PKi

(
href

i −href
xi

Xref
i −href

ui
Uref

i

)}
（25）

根据式 (23)与式 (25)，各离散点处的控制历史

直接更新为

Ui=

τ2
i K−1

a

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

)T

+τi K−1
b

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τi

)T

+

K−1
c

(
K∑

i=1

PKi href
ui

)T
 ·

 tf− t0

2

K∑
i=1

PKi href
ui

τ2
i K−1

a

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

)T

+

τi K−1
b

(
K∑

i=1

PKi href
ui
τi

)T

+K−1
c

(
K∑

i=1

PKi href
ui

)T


−1

·

{
XK − PK0 X0−

tf− t0

2
·

K∑
i=1

PKi

[
href

i − href
xi

Xref
i − href

ui
Uref

i

]}
（26）
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根据上述推导，本文基于实际动力学方程，通

过参数化控制向量，构建了一种面向计算制导的高

效精确轨迹优化方法。值得注意的是，式 (4)通过

一阶泰勒展开得到线性形式的近似动力学方程与

实际非线性动力学方程存在一定的误差。因此，本

文方法借鉴了序列凸规划或 MPSP中序列迭代的

思想，实现了各终端状态的精确控制。

最后，上述轨迹优化问题的截止条件为达到最

大迭代次数或满足绝对误差容限：

s =Norm
([

x0− xref
0 · · · xi− xref

i · · · xK − xref
K

])
< sabs
（27）

式中：Norm()表示 2-范数；s 为相邻 2次迭代轨迹间

的距离；sabs 为绝对误差容限。

 2.3　融合凸规划考虑参数幅值约束的轨迹优化

2.2节方法中 3个一阶必要条件成立的前提是

未考虑参数幅值约束。为有效处理该约束，给出了

下列凸规划（二次规划）问题。

参数幅值约束表达为

pl
min ⩽ pl

n ⩽ pl
max （28）

pl
min

pl
max

式中： l 表示第 n 个参数向量的第 l 个分量； 和

分别为该分量的最小值和最大值。值得注意的

是，参数幅值约束和控制输入约束密切相关。因

此，在轨迹优化问题中引入参数幅值约束，能够更

精准地契合实际的中制导场景。

通过式 (10)与式 (12)，建立动力学等式约束：

XK − PK0 X0−
tf− t0

2

K∑
i=1

PKi

[
href

i − href
xi

Xref
i − href

ui
Uref

i

]
=

tf− t0

2

K∑
i=1

PKi href
ui

(
aτ2

i + bτi+ c
)
=

tf− t0

2

[
K∑

i=1

PKi href
ui
τ2

i

K∑
i=1

PKi href
ui
τi

K∑
i=1

PKi href
ui

]a
b
c


（29）

针对式 (13)中的性能指标、式 (28)中的参数幅

值约束、式 (29)中的等式约束及初始和终端状态约

束，通过凸规划（二次规划）理论实现优化问题的精

确高效解算。

需要注意的是，2.2节方法通过符号递推解直

接更新控制历史，因此具备较高的计算效率，适用

于在线解算计算制导下的轨迹优化问题。尽管该

方法未能有效处理参数幅值约束（控制输入约束），

但通过设计二次型性能指标，能够有效保证控制曲

线的光滑性。在一般情况下，只要轨迹优化问题存

在可行解，通常不会触碰输入约束。3.3节证明了

该情况。

与之不同的是，2.3节方法因为考虑了额外的

参数幅值约束，不具备符号递推解，仅能通过凸规

划（二次规划）技术解算轨迹优化问题，牺牲了一定

的解算效率 [42]。因此，在实际应用中，需结合战场

态势动态评估并综合考虑，从 2.2节或本节方法中

选取合适的轨迹优化方法。

 3　仿真验证与方法比较

在一致的条件下，本节首先验证了基于实际动

力学方程控制向量参数化的临近空间飞行器轨迹

优化方法，并与现有通用伪谱最优控制软件（gene-
ral pseudospectral optimal control software，GPOPS）轨
迹优化方法、序列凸规划方法、基于偏差动力学方

程的 MPSC方法进行了对比。然后，针对大部分航

空航天轨迹优化问题对终端飞行时间不敏感而对

计算效率敏感的特点，将本文方法的自变量由时间

改为航程，降低了优化问题的复杂度，并提升了优

化效率。最后 ，面向参数幅值约束 ，对 2.2节与

2.3节中提出的 2种方法进行了对比与分析。需要

注意的是，2.2节方法未考虑参数幅值约束可构建

符号递推解，因此不需要使用求解器。与之不同，

2.3节方法因为处理幅值约束而不满足式 (17)～
式 (19)中的一阶必要条件，因此可采用 MATLAB
环境下的 CVXGEN求解器解算凸规划问题。

对于临近空间飞行器受限的机载计算资源，最

大迭代次数设为 20；绝对误差容限设为 10；翻转

Radau伪谱中离散点个数设为 84；Ka、Kb、Kc 这 3个

与参数向量对应的惩罚矩阵均设为单位阵；初始控

制历史猜想（初值）采用比例制导生成；在仿真结果

中，第 7次迭代曲线表示最终优化得到的轨迹（见

图 2～图 9）。初始和终端状态约束设定如表 1所示。
 
 

表 1    初始和终端状态约束

Table 1    Initial and terminal state constraints

状态
约束

速度/
(m·s−1)

航迹角/
(°)

航向角/
(°)

航程/
km

高度/
km

侧向
位置/km

初始 1 870 2 −40 0 32 0

终端 1 647 −5 −48 35 31 35
 

在完成轨迹优化后，需要通过开环积分验证本

文方法的终端控制精度。开环积分采用欧拉积分，

步长设为 0.001 s。
 3.1　以时间为自变量控制向量参数化的轨迹优化

不考虑参数幅值约束，本节验证了以时间为自

变量控制向量参数化的轨迹优化方法。首先，对

2.2节方法进行了验证与分析。然后，将本文方法

与现有 MPSC方法 [34]、基于 Radau伪谱的非线性轨

迹优化方法（，GPOPS）[43] 及序列凸规划方法进行对
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比，说明了本文方法的有效性及意义。仿真中，终

端飞行时间设为 28.28 s，初始和终端状态约束如表 1
所示。图 2～图 4为轨迹曲线。
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第 7 次迭代

高
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/k
m

航程/km
侧向位置/km

图 2    航程-高度-侧向位置曲线

Fig. 2    Curves of downrange, altitude, and lateral position
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图 3    航程-侧向位置曲线

Fig. 3    Curves of lateral position with downrange
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图 4    航程-高度曲线

Fig. 4    Curves of altitude with downrange
 

图 2～图 4中的第 1次迭代曲线表示初始控制

历史猜想积分得到的轨迹。可以明显看出，初始

猜想与最终得到的最优解存在较大误差。表明即

使初值较差，本文方法凭借较强的鲁棒性仍能保证

终端状态的收敛。此外，终端速度误差为−2.90×
10−3 m/s；航迹角与航向角误差分别为−4.90×10−5（°）

与−2.60×10−4（°）；三轴位置误差分别为 0.52 m、0.14 m
与 0.46 m。因此，以上数据充分说明了本文方法具

有较高的终端状态控制精度。

图 5～图 7为航迹角、航向角与性能指标随时

间的变化曲线。
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图 5    时间-航迹角曲线

Fig. 5    Curves of flight-path angle with time
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图 6    时间-航向角曲线

Fig. 6    Curves of heading angle with time
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图 7    时间-性能指标曲线

Fig. 7    Curves of performance index with time
 

图 5表明，航迹角曲线在第 3次迭代时收敛；

图 6和图 7显示，航向角与性能指标曲线的收敛速

度稍慢，直至第 5次迭代才完成收敛。最终的性能
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指标为 30.28。多次迭代的目的是在确保终端状态

高精度控制的前提下降低性能指标。虽然该过程

增加了计算时间，但是本文方法在 MATLAB环境

中单次优化的时间约为 200 ms，若转化成 C++程
序，推测耗时可进一步降低至 50 ms左右 [44]。即使

迭代次数增加，轨迹优化的计算时间也不会过多增

加，满足临近空间飞行器机载计算资源受限下的计

算制导问题。

通过 7次迭代，3个参数向量表示为

a =

[
0.287 3
−0.031 5

]

b =

[
−0.134 9
−0.774 0

]

c =

[
0.135 0
0.907 5

] （30）

法向/侧向过载曲线如图 8和图 9所示。
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通过式 (5)与式 (12)，可得控制历史表示为

ny (t) = 0.287 3
( t

14.14
−1
)2

−

0.134 9
( t

14.14
−1
)
+0.135 0 （31）

nz (t) = −0.031 5
( t

14.14
−1
)2

−

0.774 0
( t

14.14
−1
)
+0.907 5 （32）

通过式 (31)与式 (32)可以看出，控制曲线较为

光滑，未出现斜率及幅值过大的情况，这一特性为

后续的内环姿态跟踪控制系统提供了有利条件。

根据参考文献 [38]，实际控制量攻角/倾侧角曲

线反向解算结果如图 10和图 11所示。
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图 10    时间-攻角曲线

Fig. 10    Curves of attack angle with time
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图 11    时间-倾侧角曲线

Fig. 11    Curves of heel angle with time
 

从图 10和图 11可以看出，攻角曲线的幅值较

小，不会导致失速的现象；鉴于倾侧角的范围为 [−90°,
90°]，虽然曲线存在细微的抖动，但仍能满足控制需

求。攻角与倾侧角曲线较为光滑的原因在于式 (31)
和式 (32)中选取的控制历史曲线本身是光滑的。

因此，通过虚拟控制量（法向/侧向过载）反向解算实

际控制量（攻角/倾侧角）的方案是可行的。

然 后 ， 基 于 MPSC、 序 列 凸 规 划 （sequential
convex programming，SCP）与 GPOPS这 3种对比方

法，通过仿真说明本文方法（DCHU-SC）能够在计算

资源受限的约束下实现终端状态的精确控制。因

为协态映射定理的存在，融合 Radau伪谱与非线性

规划的 GPOPS轨迹优化方法生成的解满足一阶最

优必要条件，可视为最优解。但是，该方法使用了
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大规模的非线性规划，一般离线计算，不适合在线

解算轨迹优化问题。

MPSC方法的理论详见文献 [28]。该方法中，

3个待优化的参数向量更新方程为[
a b c

]T
=
[
Cz Dz Ez

]−1 [Bλ−dXK

]
（33）

dXK = XK −Xref
K

式中：Cz、Dz、Ez 分别为与 3个参数向量相关的矩

阵；Bλ 表示通过参考控制历史与敏感度矩阵计算得

到的参数矩阵；dXK 表示终端状态向量与参考值的

偏差， 。

通过 dXK 的公式可以看出，该方法基于偏差动

力学方程进行推导。与之不同，本文方法基于实际

动力学方程进行推导。图 12～图 14为 4种不同方

法的轨迹优化结果。其中，括号内的数字表示离散

点个数，该参数影响 SCP、DCHU-SC及 MPSC这 3
种方法的计算效率与精度。
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图 12    4种方法的航程-高度-侧向位置曲线

Fig. 12    Curves of downrange, altitude, and lateral

position for 4 methods
 

从图 12～图 14可以明显看出 ，相比于其他

4条轨迹，采用 84个离散点的 MPSC方法存在较大

误差。终端状态误差如表 2所示。

从表 2可以看出，仿真“MPSC (84)”的终端状

态误差较大，位置误差超过了 96 m，原因是终端速

度未能精确控制。但是，仿真“MPSC (3 000)”不存

在该问题，保证了较高的控制精度。产生该现象

的原因为：当离散点个数从 84个增加至 3 000个，

优化精度提升。但是，由于离散点个数直接决定轨

迹优化所需的计算时间，随着个数的增加，解算时

间也随之增加。在 MATLAB环境下，仿真“MPSC
(3 000)”的单轮轨迹优化时间约为 5.5  s，推测在

C++环境中约为 1.8 s[44]。即使在初始控制历史猜想

较好的情况下，考虑到每次轨迹优化大约需要 7轮

迭代，其在 C++环境下的优化时间为 12～13 s。临

近空间飞行器的平均速度约为 1 700 m/s，优化过程

中大约飞行 21 km，这意味着优化结果在实际飞行

中无法直接使用。因此，现有基于偏差动力学方程

的 MPSC方法并不适用于机载计算资源受限下的

飞行器在线轨迹优化任务。此外，与仿真“MPSC
(84)”相比，仿真“SCP (84)”虽然降低了终端状态误

差，但是位置误差仍大于 16 m；同时，通过凸规划技

术解算轨迹优化问题需进行非线性规划，牺牲了一

定的解算效率[42]。
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表 2    终端状态误差

Table 2    Terminal state errors

终端状态方法 速度误差/(m·s−1) 航迹角误差/(°) 航向角误差/(°) 航程误差/m 高度误差/m 侧向位置误差/m

DCHU-SC (84) −2.90×10−3 −4.90×10−5 −2.60×10−4 0.52 0.14 0.46

MPSC (3 000) 0.10 −5.43×10−4 1.96×10−3 −0.41 −1.34 −0.10

MPSC (84) −7.11 0.05 0.24 −76.23 −52.18 26.95

GPOPS(84) −0.02 −4.32×10−6 −4.18×10−6 0.54 0.10 0.54

SCP (84) 0.02 0.02 0.03 16.25 2.12 3.26
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与现有采用 3 000个离散点的 MPSC方法相

比，本文方法（DCHU-SC）仅采用 84个离散点，缩短

了优化时间，同时进一步提升了控制精度。此外，

本文方法生成的轨迹与 GPOPS最优解基本重合，

从仿真角度验证了轨迹的最优性，与 2.2节中的理

论推导高度契合。

上述分析表明，本文方法仅需优化 3个参数向

量即可获得最优解，降低了优化问题的复杂性，并

提升了解算效率。因此，该方法在确保优化效率的

同时，能够实现准确的终端状态控制，兼具高效性

与精确性，为面向计算制导的轨迹优化领域提供了

一种创新且实用的解决方案。

 3.2　以航程为自变量控制向量参数化的轨迹优化

由于大多数航空航天轨迹优化问题对终端飞

行时间不敏感，本节将验证以航程为自变量的轨迹

优化效果。以航程为自变量而不是以时间为自变

量的优点是：以时间为自变量的轨迹优化问题需通

过法向与侧向过载 2个控制量实现终端速度、航迹

角、航向角、航程、高度与侧向位置 6个状态的精

确控制；与之不同，以航程为自变量的优化问题需

通过 2个控制量实现终端速度、航迹角、航向角、

高度与侧向位置 5个状态的控制。因此，相比于以

时间为自变量，以航程为自变量的优化问题复杂度

低、收敛半径大。即使初始控制历史猜想较差，轨

迹也更容易收敛。

仿真初始设定如表 1所示。终端速度误差为

−0.02 m/s；航迹角与航向角误差分别为−6.50×10−4(°)
与−5.45×10−4(°)；三轴位置误差分别为 3.04 m、−0.29 m
与 3.45 m。从终端状态误差的统计结果来看，各状

态均实现了高精度的控制。

然后，说明以航程为自变量方法的优越性。由

于控制量直接作用于式 (2)中的航迹 /航向角微分

方程，以上 2个状态与控制量之间存在高度关联

性。2个角度的变化曲线如图 15和图 16所示。控

制曲线如图 17和图 18所示。

与图 5、图 6、图 8与图 9中以时间为自变量的

航迹角、航向角、过载曲线相比，图 15～图 18表明

以航程为自变量的轨迹优化方法具有更快的收敛

速度。此外，本文方法生成的轨迹幅值较小、更为

光滑，表明该方法不依赖于较大的收敛半径，进一

步凸显了其性能的优越性。

图 19表示性能指标的变化曲线。图 7与图 19
的对比结果显示，误差容限相同时，以时间为自变

量的曲线在第 5次迭代时趋于收敛，最终迭代次数

为 7次；相比之下，以航程为自变量的曲线在第 3
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次迭代时已实现收敛，且最终的迭代次数为 5次。

需要注意，尽管图中显示轨迹已收敛，但后续的几

次迭代仍然是必要的。这些额外的迭代能够进一

步提升终端状态的控制精度，从而确保最终结果的

准确性和可靠性。

为验证本文方法对初始状态摄动的鲁棒性，开

展了 2 000次蒙特卡罗模拟测试。其中，在表 1初始

状态的基础上，初始高度摄动范围为 [−300，300] m，

侧向位置摄动范围为 [−100，100] m，速度摄动范围

为 [−2，2] m/s，航迹/航向角摄动范围为 [−1°，1°]，期
望的终端状态均保持不变。需要注意的是，未施加

初始航程摄动的原因是航程为自变量。蒙特卡罗

仿真结果如图 20～图 24所示。

仿真结果表明，最大终端位置误差不超过 75 m，

最大航迹角与航向角误差不超过 0.02°。此外，终端

速度误差不超过 0.3 m/s。因此，以上数据表明各终端

状态实现了高精度收敛，满足中制导结束时的精度要

求。因此，在对终端飞行时间敏感度相对较低的航

空航天轨迹优化场景中，采用航程作为自变量取代传

统的时间自变量，能够增强迭代过程的鲁棒性、提

升收敛速度与优化效率。在面向计算制导的快速轨

迹优化问题中，实时性是至关重要的核心指标。本文

方法能够缩短计算时间，这一改进具有重要意义。

针对不确定建模下的鲁棒性进行蒙特卡罗模

拟。部分论文通过非线性无迹变换的思想实现了

鲁棒轨迹优化的效果，但导致了问题规模的增大，

延长了计算时间 [45]。需要注意的是，轨迹优化方法

普遍为开环方法，上述仿真已经证明本文方法具有
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快速性，因此可通过在线多次计算实现终端状态的

精确控制 [38]。基于标准模型单次轨迹优化的输出，

仅验证不确定模型开环积分的对比结果。首先，依

据表 1中的初始和终端状态约束构建参考轨迹。

然后，考虑到模型不确定性可能导致的建模误差，

对飞行器的阻力系数 CD、参考面积 S 及质量 m 分

别施加±5% 的摄动。在此基础上，利用上述随机摄

动模型，通过 2 000次蒙特卡罗模拟进行开环积分

验证，以评估本文方法对不确定模型的适应性和鲁

棒性，仿真结果如图 25所示。
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图 25    航程-高度-侧向位置曲线（模型摄动）

Fig. 25    Curves of downrange, altitude, and lateral position

(model perturbations)

图 25表明，尽管存在模型摄动，但本文提出的

轨迹优化方法终端状态误差仍较小，表现出良好的

适应性及鲁棒性。由于该方法生成的控制曲线是

最优且光滑的，结合临近空间滑翔飞行器中制导段

简单、稳定的气动条件，其受摄动的影响较小，因此

仍能保持轨迹的稳定性。尽管在开环积分条件下，

终端状态误差受到摄动的影响有所增加，但该方法

具备快速计算的优势，能够通过多次迭代优化，实

现高精度的终端状态控制[38]。

 3.3　融合凸规划考虑参数幅值约束的轨迹优化

本节将对比 2.2节与 2.3节中 2种不同轨迹优

化方法的结果。其中，2.2节提出未考虑参数幅值

约束，但是式 (13)中设计的二次型性能指标保证了

控制曲线的光滑性。在轨迹优化问题存在可行解

时，该方法通常不会违反参数幅值约束。与之不

同，2.3节方法基于凸规划理论，成功实现了参数幅

值约束的处理。

仿真以航程为自变量，初始和终端状态约束如

表 1所示。3个参数的幅值约束均设置为 [−5，5]。
其中，“SC”代表 2.2节提出基于扩展控制的轨迹优

化方法，其终端状态误差统计结果同 3.2节。“CP”
代表 2.3节中基于凸规划的轨迹优化方法，其终端

状态误差基本与仿真“SC”一致。

2种方法最终生成的控制历史基本接近：

ny (rx)=0.27
( rx

17 500
−1
)2
−0.15

( rx

17 500
−1
)
+0.15

（34）

nz (rx)=0.24
( rx

17 500
−1
)2
−0.79

( rx

17 500
−1
)
+0.85

（35）

尽管在优化过程中存在参数幅值约束 ，但

2.2节方法最终生成的控制曲线并未触发该约束。

原因在于二次型性能指标确保了控制曲线的光滑

性。因此，在优化问题存在可行解时，该方法通常

不会触发参数幅值约束。

在构建航程-法向 /侧向过载曲线后，进一步以

时间为自变量，对式 (1)中的实际动力学方程数值

积分。法向 /侧向过载曲线如图 26和图 27所示。

与前述结论相似，2种方法生成的轨迹基本一致。

2.3节方法主要用于处理参数饱和的问题。然

而，在上述仿真中，所有参数均未达到其幅值约束，

因此未能充分展示该方法在处理饱和问题时的有

效性。为了更全面地验证该方法的实际应用价值，

后续仿真将针对参数饱和的情况展开研究。3个参

数的幅值约束分别设置为：Ka∈[−3，3]，Kb∈[−0.7，
0.7]，Kc∈[−2，2]。通过凸规划方法解算含有参数幅

值约束的优化问题，控制历史表达为

ny (rx)=0.30
( rx

17 500
−1
)2
−0.15

( rx

17 500
−1
)
+0.14

（36）

nz (rx)=−1.13
( rx

17 500
−1
)2
−0.70

( rx

17 500
−1
)
+1.31

（37）

从式 (36)和式 (37)可以看出，参数向量 Kb 触

碰了参数幅值约束，证明了本文方法具备幅值约束

的处理能力。数值仿真结果表明，三轴位置误差分

别为−8.81 m、1.27 m与−9.86 m；速度误差为 0.06 m/s；
航迹角与航向角误差分别为 1.96×10−3(°)与−1.41×
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图 24    时间-侧向过载曲线（初始状态摄动）

Fig. 24    Curves of lateral overload with time

(initial state perturbations)
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10−2(°)。需要特别指出的是，本文方法因为采用符

号递推解析架构，从而实现了较高的计算效率。相

比之下，凸规划类方法需要将优化问题转化为工具

箱要求的标准形式并通过非线性规划方法解算，这

一过程在一定程度上牺牲了求解效率 [42]。因此，在

实际应用中，需综合权衡约束条件与计算精度及效

率之间的关系，以选择最合适的轨迹优化策略。

与上述仿真类似，以时间为自变量对动力学方

程数值积分，法向 /侧向过载曲线如图 28和图 29
所示。
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图 28    航程-法向过载曲线

Fig. 28    Curves of normal overload with downrange
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图 29    航程-侧向过载曲线

Fig. 29    Curves of lateral overload with downrange
 

图 28和图 29的对比结果表明，侧向过载曲线

在采用凸规划的改进方法后发生了显著变化。这

说明该方法通过调整控制曲线，有效处理了参数幅

值约束问题，进而实现了快速准确的轨迹优化。

 4　结　论

本文提出了一种处理初始和“硬”终端状态约

束的在线轨迹优化方法，并得出以下结论：

1） 基于实际动力学方程控制向量参数化的临

近空间飞行器轨迹优化方法实现了终端状态的精

确控制。终端速度误差为−2.90×10−3 m/s；航迹角与

航向角误差分别为−4.90×10−5(°)与−2.60×10−4(°)；三
轴位置误差分别为 0.52 m、0.14 m与 0.46 m，生成

的轨迹与 GPOPS所得的最优解高度一致，从仿真

角度验证了其最优性，并与 2.2节中的理论相契

合。与现有 MPSC方法相比，本文方法在离散点数

量相同的条件下，能够实现终端状态的高精度控

制。同时，该方法在 C++环境下完成优化的时间仅

为 300～400 ms，满足计算制导下轨迹优化问题在

线解算的实时性需求。

2） 鉴于临近空间飞行器的中制导任务对终端

飞行时间的敏感度较低，本文将以时间为自变量的

轨迹优化问题转化为以航程为自变量的优化问题，

降低了复杂度。该转换不仅减少了迭代次数，还提

升了收敛速度。因此，本文方法适用于面向计算制

导的轨迹优化任务。

3） 针对参数幅值约束，提出了一种融合凸规划

控制向量参数化的轨迹优化方法。由于额外约束

的引入，导致问题的复杂度增加，从而产生了一定

的终端状态误差。因此在实际应用中，需要平衡约

束条件与计算精度之间的关系，以选择合适的轨迹

优化策略。
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Near-space vehicle trajectory optimization based on
control vector parameterization

WANG Yuanzhuo，DAI Honghua*，YUE Xiaokui

(School of Astronautics，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China)

Abstract： For  online  trajectory  optimization  of  the  near-space  vehicle  in  computational  guidance,  a  trajectory
optimization  method  based  on  actual  dynamic  equations  is  proposed  via  control  vector  parameterization.  Firstly,  a
trajectory optimization problem with initial  and terminal  state  constraints  is  developed by discretizing the nonlinear
dynamic  equations  using  the  flipped-Radau  pseudospectral  approach.  Secondly,  control  vector  parameterization
reduces complexity and boosts computational efficiency by converting the optimization problem for control quantities
at  each  discrete  point  into  an  optimization  problem for  multiple  parameter  vectors.  Thirdly,  to  deal  with  parameter
amplitude  constraints,  a  trajectory  optimization  method  based  on  convex  programming  techniques  is  proposed  via
control  vector  parameterization.  Finally,  given  that  the  midcourse  guidance  mission  is  insensitive  to  terminal  flight
time,  the  optimization  problem is  transformed  from being  time-dependent  to  downrange-dependent,  thereby  further
reducing the computational time. Simulation results demonstrate that the proposed method satisfies the high-efficiency
and high-precision requirements for trajectory optimization in computational guidance.

Keywords： near-space  vehicle； optimal  control； trajectory  optimization； convex  programming； control  vector
parametric design
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